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Zur Frage nach der Bedeutung des 
mathematisch -naturwissenschaftlichen Unterrichtes. 

(Als Torwort). 

Der Unterricht an den höheren Schalen darf 
nicht die Tradition eines Inhalts bewahren, welchen 
die wissenschaftliche Forschung beseitigt hat. 

Cirkalar-Verf. des königl. preufs. Mini- 
steriums der geistlichen, Unterrichts- unid 
Medicinal-Angelegenheiten. 31. 3. 1^88. 

,1. 

So wenig man einerseits den Wert der atomistischen Welt-Anschauung 
für die Entwicklung unseres wissenschaftlichen Lebens leugnen kann, so wenig 
kann man sich andrerseits der Thatsache verschliefsen, dafs die Rolle derselben 
bereits ausgespielt ist. 

Jene Anschauung gestattete, vermöge ihrer grofsartigen Einseitigkeit, die 
Gesetzmäfsigkeit, welche hie und da im Verlaufe des Geschehens beobachtet 
wurde, überall vorauszusetzen, so dafs ihre Vertreter wohl geeignet waren, 
unbekümmert um die Bedürfnisse der grofsen Menge , für die Anerkennung 
des Princips der Gesetzmäfsigkeit zu kämpfen 0-. 

Da man heute kaum mehr zu leugnen geneigt ist, da^s die Voraus- 
setzung einer unbeschränkten Gesetzmäfsigkeit die erste Be- 
dingung wissenschaftlichen Arbeitens ist, so hat der Atomismus seine 
kulturgeschichtliche Mission erfüllt, und darum ist es an der Zeit, mit 
seiner metaphysischen Voraussetzung ein für alle Male zu brechen. 

Die zeitgenössische Philosophie hat bei ihrem „Rückgange auf K a n t" 
gelernt, dafs der Kriticismus in seiner Ausgestaltung die erkenntnistheore- 
tische Grundlage unserer Welt- Anschauung bilden mufs, und dafs infolgedessen 
atomistische Formeln höchstens noch als eine Zeichen-Sprache 2) aufgefafst 
werden können, welche gewisse Erscheinungs-Gebiete mit leidlichem Glücke 
Bu beschreiben gestattet 3). 

Wenn der Atomismus aber nur noch als ein Schema für die Dar- 
stellung -haltbar ist, so liegt es nahe, zu untersuchen, ob es nicht noch 
andere solche Schemata giebt, welche einen gleichen oder vielleicht auch 
einen gröfseren Nutzen gewähren und welche aufserdem frei sind von der ge- 
fährlichen Verwandtschaft mit dem Materialismus. 

Solche Fragen werden unter den Vertretern der Natur- Wissenschaften 
allen denen am Herzen liegen, welche mit ganzer Kraft für den Idealismus ein- 
zustehen bereit sind, mag er nun in dieser oder jener Gewandung auftreten. 



1) Vergl. meine einschlägigen Arbeiten auf philosophischem Qebiete, be- 
sonders in der Vierteljahrsschrift für wissenschaftliche Philosophie i 882 und vergl. 
ferner die Braunschweiger Anzeigen vom 31. December 1881, 24. Juni 1882 und 
12. Mai 1883. 

2) 0. Liebmann nennt (Zur Analysis der Wirklichkeit. Strafsburg 1876) 
die Atome sehr passend „Rechenmarken der Theorie". 

3) In diesem Sinne kämpft Kurd Lasswitz (Gotha) in seiner treulichen 
Schrift „Atomistik und Kriticismus", Braunschweig 1878, für die kinetische Ato- 
mistik, die natürlich nur Geltung hat auf „phänomenalem Gebiete". • 
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N Wer im besondem an einer Akademie oder an einer Schule naturwissen- 
schaftliche Fächer zu vertreten hat, deren. Behandlung ihn des oftenx an die 
Grenzen der menschlichen Erkenntnis führt, der wird bei der grofsen Verant- 
wortlichkeit seiner Stellung nicht umhin können, jenen allgemeineren Problemen 
philosophischer Natura näher zu treten, aus deren Specialisierung die oben 
erwähnte Frage hervorgeht. 

Gleichgültigkeit wird hier in unsem Tagen um so weniger vorhanden 
sein können, als grade die Mechanik, in welcher die Natur- Wissen- 
schaften, so weit dieselben nach den Principien des Atomismus durchgeführt 
werden können, von jeher ihre Stütze suchen mufsten, in den letzten De- 
cennien jeneUmbildung vollendethat, auf welche ihreEntwick- 
lung schon seit geraumer Zeit hindrängte. 

In dem grofsen wissenschaftlichen Gebiet, welches man bald als Ganzes, 
bald in diesem oder jenem Teile als Mechanik zu bezeichnen pflegte, hat sich 
nach und nach ein Teil abgegrenzt, welches durchaus den Charakter einer 
apriorischen Wissenschaft besitzt. 

Wenn man für dieses Teil-Gebiet, wie es hier geschehen soll, den 
Namen Mechanik reserviert, so kann man sagen, dafs sich diese nach und 
nach zu dem Eange einer mathematischen Wissenschaft erhoben hat. 

In welchem Sinne diese Worte zu nehmen sind, das wird am besten zu 
Tage treten, wenn wir die bereits angedeutete Umgestaltung jenes Gebietes 
in größten Zügen skizzieren. 

2. 

Christian Wolff führt 2) die Mechanik in seinem „Auszug aus den 
Anfangs-Gründen aller mathematischen Wissenschaften'* ein als „Bewegungs- 
Kunst" , sie ist ihm „eine Wissenschaft, entweder mit Vorteil der Kraft^oder 
der Zeit etwas zu bewegen, das ist, eine gröfsere oder geschwindere Bewe- 
gung hervorzubringen, sJs sonst der gegebenen Kraft vor sich möglich wäre". 
Dieser Erklärung folgt die Bemerkung, dafs die Bewegungs-Kun8t^(Mechanik) 
zwar eigentlich von allen Gesetzen der Bewegung handle", wie auch 
Einige dieselbe in ihren mechanischen Schriften zu erklären sich bemühen, 
dafs man aber insgemein in der Mechanik nur von den Maschinen rede, 
dadurch die bewegende Kraft entweder vermögender gemacht wird, eine 
gröfsere Last als sonst zu bewegen oder die Bewegung geschwinder als sonst 
zu verrichten. 

Durch diese Bemerkung wird auf eine zweifache Bedeutung des 
Wortes Mechanik hingewiesen, es handelt sich das eine Mal darum, die 
Gesetze der Bewegungen festzustellen, das andre Mal darum, die Erkenntnis 
dieser Gesetze für die Technik nutzbar zu machen. 

Hundert Jahre später 3) sagt Stern in seinen Zusätzen zu Foissons 
Lehrbuch der Mechanik: „Es giebt zwei sehr verschiedene Wege die Me- 
chanik darzustellen". „Nach der einen Methode, die noch sehr wenig ausge- 
bildet ist, ist die Mechanik eine rein mathematische Wissenschaft, und 



1) Dafs ernste philosophische Studien mit vager Spekulation nichts ge- 
mein haben, wird in unserer Zeit mehr und mehr eingesehen. Vergl. die treff- 
liche Abhandlung von Fehrs im Programm (1883) des Gymnasiums zu 

Wetzlar hoffentlich teilt dieselbe nicht das gewöhnliche Schicksal der 

Programm- Abhandlungen. 

Ein Berliner Akademiker von philosophischer Schulung , der nicht 
mehr unter den Lebenden weilt, machte mir gelegentlich die treffende Bemer- 
kung „es giebt nichts gräfslicheres als einen Mathematiker, der zu spekulieren 
anfängt". 

2^ Das citierteBuch erschien (5. Auflage) zu Frankfurt und Leipzig. 1737. 

3) Lehrbuch der Mechanik von Poisson. Nach der 2. Auflage übersetzt 
von M. A. Stern. Berlin 1835. 
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unterscheidet sich von der Geometrie dadurch, dafs sie neben dem Begriffe 
des Raumes, auf welchem diese beruht, auch noch den Begriff der Zeit zur 
Grundlage ihrer Betrachtungen macht". „Nach der zweiten Methode dagegen, 
deren sich grade die gröfsten Mathematiker bedient haben, ist die Mechanik 
eine blofse Erfahrun/s^s - Wissenschaft. Sie behandelt alsdann nicht die 
hypothetisch gedachte Bewegung geometrischer Gröfsen, sondern vielmehr die 
wirklich sichtbaren Bewegungen der in der Natur vorkommenden Körper". 

Diese Einteilung Sterns weist im Verein mit der Bemerkung Wolffs 
auf eine dreifache Bedeutung des Wortes Mechanik hin : 

I. Die Mechanik ist die Lehre von der Bewegung der Raum-Gebilde. 
IL Die Mechanik ist die Lehre von der Bewegung der physischen Körper. 
III. Die Mechanik ist die Lehre von der Lösung bestimmter Probleme der 
Technik. 

Es werden damit in der That drei verschiedene Wissens -Gebiete be- 
zeichnet, von denen immer das folgende in dem vorangestellten seine Stütze 
suchen mufs: es handelt sich einmal darum, alle möglichen (d. h. alle nur 
denkbaren) Bewegungen zu untersuchen, es handelt sich dann darum, aus dieser 
unendlichen Anzahl diejenigen auszuscheiden, welche den Bewegungen in der 
Körper- Welt entsprechen, es handelt sich endlich darum, die Kenntnis dieser 
ausgeschiedenen Bewegungen für die Technik nutzbar zu machen. 

Es ist kein Zufall, dafs grade die abstrakte Bedeutung des Wortes 
Mechanik am wenigsten übereinstimmt mit dem, was man ursprünglich dar- 
unter verstand. Die Wissenschaften haben sich Schritt für Schritt mit den 
Bedürfnissen des Lebens entwickelt und mufsten infolgedessen von ganz kon- 
kreten Problemen ihren Ausgang nehmen. Die Verallgemeinerung und Vertie-- 
fung der gestellten Aufgaben füSirte mit der Zeit zum Abstrakten und damit 
wurde die Wissenschaft selbst Bedürfnis. J)ie Namengebung stammt nattlrlich 
aus jener allerersten Epoche, wo es sich noch um durchaus konkrete Pro- 
bleme handelte, also in specie eine Bewegungs-Lehre der reinen Anschauung 
noch nicht in Frage kommen konnte. 

Die Veränderungen, welchen die Bedeutung des Wortes Mechanik mit 
der Zeit unterworfen wurde, beleuchten die Beziehungen, welche zwischen dem 
Differenzierungs-Procefs der Begriffe und der Entwicklung ihrer sprachlichen 
Bilder statt haben: ein Wort, das ursprünglich die Erkennungs-Marke eines 
bestimmten Begriffes ist, wird mit der Zeit vieldeutig, weil die geistige Ent- 
wicklung rascher vorwärts schreitet als die Fortbildung der Bezeichnungen. 

Die Arbeiten, welche in den letzten 50 Jahren auf dem Gebiete der 
Mechanik angestellt wurden, haben nun einerseits den oben*) angedeuteten 
Differenzierungs-Procefs in aller Schärfe durchgeführt und haben auch andrer- 
seits die dabei auftretenden Nomenklatur-Fragen 2) so ziemlich erledigt^). 



1) Mit Absicht wurde grade das Säcalum 1734 bis 1835 herausgegriffen: 
Die Herrschaft der Wolf fachen Schul-Philosophie , welche alles more geometrico 
bewies, bezeichnet den Anfang, das Ende bezeichnet der Sturz des deutschen 
Apriorismus (Vergl. Lange, Geschichte des Materialismus II, 85) und das Er- 
wachen der exakten Forschung, welcher die letzten fünfzig Jahre entschieden 
gehörten. 

2) Die sich natürlich nicht auf die Bezeichnung des Ganzen beschränken. 

3) Es hat ein gewisses Interesse, den Frocefs, welcher bei der Entwicklung 
der Mechanik skizziert wurde, auch für die Geometrie nachzuweisen. 

Im Hinblick auf die Drei-Teilung der Mechanik gelangt man zu folgender 
Scheidung : 

I. Die Geometrie ist die Lehre von den (möglichen) Baum-Gebilden. 
II. Die Greometrie ist die Lehre von den Raum - Gebilden , welche der 
physischen Körperwelt entsprechen. 
II I. Die Geometrie ist die Lehre von der Lösung bestimmter Probleme 
der Technik. 
Die Lehre von den möglichen Raum-Gebilden spaltet sich beim XI. Axiom 
Euklids in 3 Zweige, deren mittlerer (die Winkel -Summe des Dreiecks be- 
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Wenn es nun im allgemeinen wahr ist, dafs uns das Verständnis der 
Gegenwart nur durch das Studium der Vergangenheit erschlossen wird, und 
dafs nur ein solches, historisch begründetes, Verstäntnis unsrer Zeit einen Teil 
der Zukunft zu kalkulieren gestattet, so müssen im besondern in jener ge- 
schichtlichen Entwicklung, die wir soeben in grofsen Zügen skizziert haben, 
die Momente zu finden sein, welche eine bestimmte Auf^sung der Mechanik 
beglaubigen, und damit cbirthun, dafs dieselbe nicht einer ephemeren Laune 
dieses oder jenes Kopfes entsprungen ist. 

In dem Folgenden soll nun der Versuch gemacht werden, eine solche 
historisch geforderte Darstellung des fraglichen Gebietes zu liefern: Diese 
Darstellung, welche sich in erster Linie auf die Arbeiten von G. Kirchhof^ 
undW. Schell zu stützen sucht, ersetzt den Schematismus der Atome 
durch ein anderes Schema und ist insofern eine Antwort auf die im 
Eingange gestellte Frage, welche sich uns in Bezug auf die kulturhisto- 
rische Mission des Atomismus aufgedrängt hatte. 

3. 

In Bezug auf die Ausführung des Gedankenganges konnten sehr ver- 
schiedene Gesichtspunkte mafsgebend sein. 

Wenn sich die Untersuchung auf jenes Minimum von mathematischen 
Voraussetzungen stützen liefs, welches in den oberen Klassen unserer höheren 
Schulen nach und nach erworben wird, so mufste eine Bearbeitung für 
den Unterricht in mehrfacher Hinsicht nützlich erscheinen, zumal dadurch 
aufserdem für die Behandlung der philosophischen Propädeutik gewisse Fragen 
in Flufs gerathen können, deren Diskussion die Stellung, welche der mathe- 
matisch-naturwissenschaftliche Lehrer als Fachlehrer im Kollegium einnimmt, 
unter neuen Gesichtspunkten erscheinen läfst. 

In der Cirkular-Verfügung des königl. preufs. Ministeriums 
der geistlichen, Unterrichts- und Medicinal- Angelegenheiten 
vom 31. März 1882, durch welche auf den höheren Schulen Preufsens revi- 
dierte Lehrpläne eingeführt werden, findet sich folgender Passus: 

„Die philosophische Propädeutik ist nicht als besonderer obligatorischer Ge- 
genstand im Lehrplane bezeichnet. Es wird dabei nicht verkannt, dafs es von hohem 
Werte ist, die Gymnasialschüler von der Not wendigkeit des philosophi- 
schen Studiums für jedes Fachstudium zu überzeugen, femer, dafs es 
den Bildungsgang der obersten Klasse nicht überschreitet, insbesondere Haupt- 
punkte der Logik und der empirischen Psychologie zu diesem Zwecke zu verwenden 
endlich, dafs die philosophische Propäcfeutik aus andern Lehrgegenständen der 
Schule zwar Unterstützung findet, aber durch sie nicht ersetzt wird. Aber die 
Befähigung zu einem, das Nachdenken der Schüler weckenden, sie nicht ver- 
wirrenden oder überspannenden oder ermüdenden philosophischen Unterrichte 
ist verhältnismäfsig so selten, dafs sich nicht verlangen oder erreichen läfst, 
sie in jedem Lehrerkollegium eines Gymnasiums vertreten zu finden. Daher 
wird die Aufnahme dieses Lehrgegenstandes der Erwägung des einzelnen Di- 
rektors mit den dazu geneigten und durch ihre Studien vorbereiteten Lehrern 
zu überlassen sein, wobei dem königl. Provinzial-Schulkollegium sein ordnungs- 
mäfsiger Einflufs durch die ihm obliegende Prüfung und Genehmigung des 
Lehrplans gesichert ist*)". 



trägt 2 ß) zu den Raum-Gebilden führt, welche der physischen Körperwelt ent- 
sprechen; der letzte Teil ist die. sogenannte praktische Geometrie, mit deren 
Problemen die geometrische Entwicklung der Menschheit einst begonnen hat. 

Dafs sich anch die Arithmetik in zwei Äste(Weierstrafs, Vorlesungen) 
spaltet, von denen nnr der eine für die Darstellung der Sinnenwelt brauchbar 
ist, mag noch kurz bemerkt werden. 

1) Dieser Passus findet sich bei Abgrenzung des Lehrzieles für den deut- 
schen Unterricht eingeschoben und zwar unter folgender Motivierung: 
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Wenn man diesen praktischen Schwierigkeiten noch das theoretische Be- 
denken hinzufügt, dafs die Philosophie seit dem Antritte der lange vergessenen 
Eantischen Erbschaft (1866) eine tiefgreifende Umwandlung durchzumachen 
hat, aus welcher sich dieselbe jetzt endlich zu dem Range einer Wissenschaft 
zu erheben scheint, und dafs eine solche Umwandlung, bei der die erkenntnis- 
theoretischen Fragen zunächst in dem Vordergrund standen, auch die Grund- 
festender philosophischen Propädeutik erschüttern mufs, so wird man vielleicht 
zu der Ansicht kommen, dafs die Behandlung dieses Gebietes, vorläufig wenig- 
stens, von der Schule fern zu halten sei, in der das Werdende der Wissen- 
schaft mit Recht keinen Platz zu beanspruchen hat. 

Diesen theoretischen Bedenken gegenüber dürfte die Bemerkung am Platze 
sein, dafs dem Takte des einzelnen Lehrers bei der Verantwortlichkeit seiner 
Stellung ohnedies so viel überlassen werden mufs, dafs auch in der Heranziehung 
der philosophischen Propädeutik an und für sich keine Gefahr liegen kann. 

Hier ist der Umstand in Erwägung zu ziehen, dafs jeder Lehrer in gewissem 
Sinne eine Doppel-Stellung hat, insofern er sein Fach zwar in erster Linie 
innerhalb der Schule, andererseits aber auch der wissenschaftlichen Welt gegen- 
über zu vertreten hat: in erster Hinsicht mufs er sich von vornherein darüber 
klar sein, dafs innerhalb eines fest gefügten Schul-Organismus nicht Meinungen 
zur Äufserung kommen dürfen, welche dessen einheitliches Gefiige irgendwie 
stören könnten, in zweiter Hinsicht darf der Lehrer mit Recht die vollste Frei- 
heit der Diskussion beanspruchen. 

DieseGrenzen scheinen uns scharf genug bestimmt zu sein, 
so dafs sie weder von der einen Seite unbewufst überschritten, 
noch von der andernSeite (zu Ungunsten einzelner) bewufstermafsen 
verwischt werden können. 

Was aber die praktischen Schwierigkeiten betrifft, so . dürfte ein Teil der- 
selben gehoben werden können, wenn man die Lehrer der philosophischen 
Propädeutik in der Reihe der Mathematiker «) sucht, beziehungsweise die Stu- 
denten der Mathematik von vornherein darauf aufmerksam macht, dafs für sie 
das Studium der Philosophie von ganz besonderer Tragweite ist. 

Wenn der Lehrer des mathematisch-naturwissenschaftlichen Faches zu- 
gleich die philosophische Propädeutik zu vertreten hat, so dürften sich auch 
gewisse Bedenken abschwächen, welche ich unter sehr verschiedenen Verhält- 
nissen von äufserst mafsgebender Seite aussprechen hörte, Bedenken, welchen 
die Annahme zu Grunde liegt, dafs die Position des Mathematikers als eines 
Fachlehrers von vornherein in mehr als einer Beziehung (z. B. den Schülern 
gegenüber) schwächer sei als die Position jedes andern Lehrers. 

4. 

Wenn ich nun der Ansicht bin, dafs die vorliegende Arbeit geeignet ist 
in den oberen Klassen unserer höheren Schulen dem Unterrichte als Grundlage 



„Erwähnt wird der Gegenstand an dieser Stelle, weil am häufigsten und 
natürlichsten der Lehrer des Deutschen in den obersten Klassen diesen Gegen- 
stand übernehmen wird ; im Interesse sowohl des Deutschen als des philosophisch- 
propädeu tischen Unterrichts ist es wünschenswert, dafs Lehrer des Deutschen die 
Befähigung für den letzteren Unterrieht erwerben. Jedoch ist die Auf- 
nahme der philosophischen Propädeutik in den Lehrplan des 
Gymnasiums selbstverständlich nicht dadurch bedingt, dafs die 
Befähigung zu diesem Unterrichte grade bei dem Lehrer des 
Deutschen in Prima sich finde. 

1) Vergl. A. Riehl, Über wissenschaftliche und nichtwissenschaftliche 
Philosophie. 1883. 

2) Dafs in den letzten Jahren gerade vor der königl. wissenschaftlichen 
Prüfungs-Kommission in Berlin relativ viele Mathematiker die facultas für philo- 
sophische Propädeutik zu erwerben gesucht haben, mag hier ohne Unter- 
suchung der bezüglichen Gründe einfach erwähnt werden. 
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zu dienen, so verhehle ich mir doch andererseits nicht, dafs diese Ansicht auf 
bestimmten Voraussetzungen beruht, welche nicht tiberall erfüllt sind. 

Wenn man die Teilgebiete des mathematischen Pensums von vornherein 
atomistisch neben einander lagert, anstatt sie zu einem einheitlichen Organis- 
mus ^) zu verbinden, so kann man dem Ganzen auch nicht denAbschlufs geben, 
der hier erreicht werden soll. 

In welchem Sinne diese Bemerkungen zu fassen sind, kann hier nur kurz 
angedeutet werden. 

So müfste z. B. meiner Ansicht nach, sobald als möglich, in geeigneter 
Form betont werden, dafs es einerseits eine graphische Darstellung arithme- 
tischer Beziehungen (Zahlen-Grade und Zahlen-Ebene) und dals es andererseits 
eine numerische Darstellung geometrischer Gebilde (z. B. schon bei den dio- 
phantischen Gleichungen I. Grades mit 2 Unbekannten) giebt, dafs also ein Über- 
tragnBgs-Princip *) existiert, welches Arithmetik und Geometrie eng mit 
einander verkettet. Ferner mufs auf diesen beiden Gebieten schon früh die 
Verwendung des Inflnitesimal-Principes 3) gezeigt werden, damit der Grenz- 
übergang möglichst früh in die Reihe der geläufigen Operationen eintritt*)* 

Wenn es einerseits mit Recht als ein pädagogischer Fehler gilt, sich in- 
nerhalb der Schule in Abstraktionen zu bewegen, so scheint es mir doch an- 
drerseits notwendig, dafs man bei der Behandlung des Speciellen stets das 
Allgemeinere andeutet und von vornherein auf gewisse Entwicklungen aufmerk- 
sam macht, welche aufserhalb des zu behandelnden Gebietes liegen^). 

Damit hängt eng zusammen, dafs ich schon beim ersten Unterrichte eine 
Erweiterung der arithmetischen und geometrischen Anschauungen «) für äufserst 
fruchtbar halte, zumal grade die Ausbildung der Anschauung (beziehungsweise 
die Fähigkeit zu beobachten) überhaupt bei unserem Unterrichten nur allzu 
leicht in den Hintergrund tritt. 

Aufserdem halte ich es für äufserst wichtig, den Gegensatz von Apriori- 
schem und Empirischem von Anfang an in geeigneter Form mit aller Strenge 
zu betonen und es im besonderen zu vermeiden, Identitäten, wie es oft ge- 
schieht, als Ausflüsse tiefster Weisheit hinzustellen. 



1) Vergl. die preufs. Cirkular- Verfügung S. 24: der elementare Rechnen- 
unterricht in den unteren Klassen ist so zu erteilen, dafs er mit dem darauf 
folgenden arithmetischen Unterrichte nicht nur im Einklänge steht, sondern den- 
selben einzuleiten und zu unterstützen geeignet ist. 

2) Es handelt sich nicht etwa darum (vergl. die preufs. Cirkular- Verfügung 
S. 25) tief in die analytische Geometrie hineinzugehen, es handelt sich aber 
darum, die erwähnten Beziehungen soweit klar zu stellen, dafs ein Abiturient, 
z. B. die Konstruktion von statistischen Kurven oder von Wetterkarten zu über- 
sehen imstande ist. 

3) Vergl. meine Arbeit in der Vierteljahrsschrift für wissenschaftliche Phi- 
losophie, 1882, S. 392. 

4) Als Beispiel erwähne ich folgende Betrachtung, welche von mir in dem 
ersten geometrischen Unterrichte bei der Einteilung der Linien eingeführt wird. 
„Wenn man auf einer gegebenen Kurve eine Reihe von Teilpunkten annimmt und 
je zwei benachbarte durch eine Strecke verbindet, so resultiert ein Polygon, 
welches die gegebene Kurve mit einem gewissen Grade der Annäherung darstellt : 
der Fehler dieser Darstellung wird um eo geringer, je mehr man die Anzahl der 
Teilpunkte vergrÖfsert, d. h. man darf jede Kurve als ein Polygon aus sehr vielen 
Seiten von sehr kleiner Länge ansehen". 

Damit ist die dem Schüler so naheliegende Frage nach der Ersetzbarkeit 
krummer Linien durch grade Linien in hinreichender Schärfe beantwortet. 

5) Wenn ein Schüler, wie es oft geschieht, jedes Kurven-Stück als einen 
Kreisbogen zu bezeichnen bereit ist, so hat z. B. dem geometrischen Unterrichte 
jener Hinweis auf das Allgemeine gefehlt. 

6) Diese Erweiterung ist eventuell (vergl. die preufs. Cirkular-Verfügung, 
S. 25) durch geometrisches Zeichnen einzuleiten. 

Um ein Beispiel anzuführen, will ich erwähnen, dafs ein Schüler schon 
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Wenn man den Begriff der funktionellen Abhängigkeit dorch die Ein- 
führung von Indices vorbereitet, so kann man dieselben sehr bald mit grofsem 
Vorteile verwenden, ohne doch über das für die Schule abgegrenzte Gebiet 
hinauszugehen. 

Zum Schlüsse will ich noch erwähnen, dafs die oft geforderte Reichhaltig- 
keit des zur Behandlung kommenden Aufgaben-Gebietes mir wenig zu nützen 
scheint, wenn die Vorwürfe, an denen der Schüler seine Kraft erproben soll, 
des Interesses ermangeln. 

Wenn ich meine Lehrstunden, deren Charakterisierung an dieser Stelle 
nur sehr allgemein geschehen konnte, in ziemlich eigenartiger Weise zu 
gestalten suche, so bin ich mir wohl bewufst, dafs isolierte Kenntnisse auch 
auf anderm Wege erlangt werden können, während ich allerdings nicht ein- 
sehe, wie die allgemeine Bedeutung des mathematisch-naturwissenschaft- 
lichen Faches zur vollen Geltung kommen kann, wenn man nicht sorgfaltig 
die Berührungspunkte aufsucht, welche diese Disciplin mit anderen Disciplinen 
gemein hat. 

Für die Erkenntnis dieser allgemeinen Bedeutung unseres Faches ist 

mein Werk geschrieben und zwar als ein Htilfsbnch für den Ab- 

schlufs des g^esamten^) mathematisch-natnrwissenschaftlichen Unter- 
richtes. 

Erst am Schlüsse gestatte ich mir die Bemerkung, dafs die Gesichtspunkte, 
welche vornehmlich in meiner Studie : ^Die Philosophie als deskriptive Wissen- 
schaff* zur Geltung gekommen sind, in diesem Werke ihre praktische Be- 
währung finden sollen. 

Man kann ein System ^) auf doppelte Weise verteidigen und zwar entweder 
durch direkte Diskussion über die zu Grunde gelegten Principien oder durch 
den Nachweis der Fruchtbarkeit ihrer Verwendung: der erste Weg verliert 
sich nur allzu oft auf den schwindligen Höhen der Spekulation, der zweite Weg 
bleibt stets in dem fruchtbaren Bathos einer gesicherten Erfahrung^). 

Welcher Weg hier vorzuziehen ist, das zu entscheiden dürfte nicht schwer 
sein für eine Epoche, in der die Romane der Denker, um mit Sophie 
Germain zu reden, ihre Geltung mehr und mehr verlieren, weil die Philo- 
sophie sich endlich zum Range einer Wissenschaft zu erheben scheint. 



Eine der Thesen, welche ich seiner Zeit im Anschlufs an meine Disser- 
tation vor der philosophischen Fakultät der Berliner Universität zu verteidigen 
hatte, lautet: Die Physik kann und mufs der Vorstellung von Mole- 
külen und Atomen entbehren. 

Zu den Notizen, welche ich für die Apologie dieses Satzes gesammelt 
hatte, kam nach und nach neues Material, ohne dafs doch zunächst eine Be- 
arbeitung des Ganzen behufs einer Veröffentlichung in Aussicht genommen wurde. 

Zwei Gründe bestimmten mich hauptsächUch zur Ausführung des vorlie- 
genden Werkes, dessen Eigenartigkeit naturgemäfs mehr in der systematischen 



ziemlich früh imstande sein mufs, mit Sicherheit die Formen der verschiedenen 
Kegelschnitte zu erkennen oder eine gemeine Schrauben-Linie in seiner Weise zu 
beschreiben. 

1) Diesen Fragen hoffe ich in nicht allzu langer Frist in einer kleineren Ab- 
handlung näher treten zu können. 

2) Die mathematischen Fartieen des Buches sind eventuell in den mathe- 
matischen Lehrstunden durchzunehmen. 

3) Wenn für die systematische Grundlage meiner philosophischen Arbeiten 
ein Namen gefunden werden sollte, so würde mir dafür die Wort- Verbindung 
„Genetischer Kriticismus** geeignet erscheinen, insofern als der philoso- 
phische Kriticismus in ihnen vollkommen zur Geltung kommt, aber doch 
durch den Begriff der Entwicklung interpretiert wird. 

4) Vgl. Kant, Anhang zu den Prolegomena. 
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Durchbildung eines hinlänglich erforschten Gebietes als in einer Reihe von 
neuen Detail-Untersuchungen liegen mufs. 

.Einerseits wurde ich durch die Anerkennung, welche man meiner päda- 
gogischen Thätigkeit an mafsgebender SteUe stets in äufserst wohlwollender 
Weise gezollt hatte, darauf hingewiesen, mich Arbeiten zu widmen, welche in 
erster Linie einen pädagogischen Zweck verfolgen, während mich andererseits 
die Beurteilung*), welche ein Teil meiner wissenschaftlichen Abhandlungen 
(aus dem Gebiete der Philosophie) gefunden hatte, wohl dazu bestimmen 
konnte, die Veröffentlichung verwandter Arbeiten zunächst 2) zurückzuhalten, um 
dafür das oben bezeichnete Material zu ergänzen. 

Ob ein Werk, wie das vorliegende, darauf Anspruch machen darf, in un- 
serer pädagogischen Litteratur thatsächlich eine Lücke auszufüllen, das konnte 
natürlich nur nach eingehender Prüfung des einschlägigen Materials entschieden 
werden: die Gebiete der speciellen Physik scheinen mir in vielen Lehrbüchern 
ausreichend und zum Teil sogar sehr gut bearbeitet zu sein, während ich mich in 
Bezug auf die grundlegenden Kapitel nicht zu einer gleichen Beurteilung hin- 
neigen kann. Da diese Ansicht, soweit ich es ermitteln konnte, von meinem 
Fach-Kollegen vielfach geteilt wird, so trug ich kein Bedenken, die Bedürf- 
nisfrage schliefslich zu bejahen, obwohl ich dabei im Hinblick auf Buddes 
ausgezeichnetes Lehrbuch 3) (Berlin 1879) für einen Augenblick schwankend wurde. 

In Bezug auf die Quellen des vorliegenden Werkes bleibt mir an dieser 
Stelle nur noch übrig, dankbar einer Reihe von Werken zu erwähnen, welche 
mir vor Jahren bei der Klärung meiner physikalischen Anschauungen ausge- 
zeichnete Dienste geleistet haben: neben den Arbeiten*) meines Vaters 
(Gleiwitz i. 0. S.) sind hier Schellbach, „Neue Elemente der Mechanik" und 
V. Waltenhofen, „Grundrifs der allgemeinen mechanischen Physik" vor 
allem zu nennen. 

Aufserdem ist hier auch der einschlägigen Arbeiten von G. Kirchhoff 
und W. Schell, denen man wohl zum grofsen Teil die Durchbildung der Me- 
chanik im Geiste der Jal^% bischen These (vergl. das Motto dieses Werkes) 
verdankt, ausdrücklich zu gedenken. 

Endlich darf nicht unerwähnt bleiben, dafs ich meinen beiden Studien- 
freunden, den Gymnasiallehrern H. G eitel und J. Elster in Wolfenbüttel, 
mit denen ich während des Druckes fast Bogen für Bogen besprochen habe, 
die schärfere Fassung dieses oder jenes Satzes verdanke. 

Von eigenen Arbeiten eitlere ich bezüglich unter W. 1, W. 2, W. 3, W. 4, 
W. 5 Folgendes: 



1) Von den vielen Becensionen, mit denen man mein philosophisches Erst- 
lingswerk beehrt hat, bringen höchstens zehn (z.B. Nuova Rivista Internazionale 
1880, Litterarisches Centralblatt 1881, Schlesische Zeitung 1881, Österreichischer 
Protestant 1882, Revue philosophique , Paris 1882) mehr oder weniger Beleh- 
rung, während die anderen im wesentlichen zwischen den Extremen eines unbe- 
rechtigten Lobes und eines kritiklosen Tadels hin und her schwanken. 

2) Um hier eine Klärung anzubahnen, schrieb ich unter anderm eine 
Studie: „Die Philosophie als deskriptive Wissenschaft", welche 1882 veröffentlicht 
wurde. Dieselbe hat ihren Zweck insofern erfüllt, als Kreise, 
welche alsGegner meiner Arbeiten aufgetreten waren, denselben 
nunmehr eine gewisse Anerkennung zollten und darauf hin zum 
Teil sogar ihre Urteile über meine früheren Arbeiten modifi- 

cierten ich will hier nur der Theolog. Litteratur-Zeitung (1882) und 

der Schlesischen Zeitung (1882) gedenken. 

Diejenigen deutschen Recensenten , welche diese Stadie für äufserst 
schwer geschrieben halten, erlaube ich mir beiläufig darauf aufmerksam zu 
machen, dafs Mr. Jules Soury in der Pariser Revue philosophique (1882) den 
Gedankengang derselben in ganz ausgezeichneter Weise wiedergegeben hat. 

3) Warum ich mich doch entschlossen habe, diesem Buche, dem ich selbst 
die Anerkennung am wenigsten versagen kann, ein anderes an die Seite zu stellen, 
dürfte leicht gefunden werden. 

4) Lehrbuch der Mechanik, 2. Bd. Braunschweig bei Vieweg u. Sohn. 
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1. über eine Analogie des Chronioxyds mit den Oxyden der CeritmetaUe 
(Poggendorff, Annalen 1876). 

2. Arbeiten aus dem matbematiscb-physikalisclien Seminare ^) der Univer- 
sität Heidelberg 1875/76. 

3. Über Gleichgewichtslagen schwimmender Körper und Schwerpunkts- 
flächen. Dissertation, Berlin 1879. 

4. Die Entwicklung der endlichen Lichtgeschwindigkeit durch Olaf 
Roemer. Cantor-Schlömilchs Zeitschrift 1^. 

5. Die Philosophie als deskriptive Wissenschaft. Braunschweig 1882. 

* * 

Für die Ausstattung des Werkes wurde auf Grund einer Reihe von 
Satzproben durch Verleger und Autor eine Form gewählt, welche den For- 
derungen der modernen Sc hui- Hygiene, soweit es aus praktischen Gründen 
möglich erschien, in ausgedehnter Weise Rechnung trägt. 

In Bezug auf diesen Punkt möchten wir auf die Arbeiten (Naturforscher- 
Versammlung in Danzig 1880) von Herrn Professor Dr. Hermann Cohn 
(Breslau) und auf eine Abhandlung (Deutsche Vierteljahrsschrift für öffentliche 
Gesundheitspflege 1882) des Herrn Docenten Stabsarzt Dr. R. Blas ins (Braun- 
schweig) hinweisen. 

Wesentlich zu empfehlen dürfte vor allem der vollständige Ersatz des 
Petit-Druckes sein, für welchen hier im Gegensatz zum Korpus- Antiqua-Texte 
des Hauptdruckes durchweg Korpus-Kursiv eingeführt wurde. 

Das übliche Paragraphen-Schema, bei welchem ganz heterogene Dinge 
in eine Linie gestellt werden, haben wir durch eine bestimmte Gliederung des 
Textes zu ersetzen gesucht. 

Der so gegebenen Form der Ausstattung suchte ich auch den Cha- 
rakter der Figuren anzupassen, welche durchweg nach meinen Zeichnungen 
und unter meiner Kontrolle geschnitten wurden. 

# * * 

In anerkannt guten Büchern habe ich so viel des Verbesserungs-Bedürf- 
tigen gefunden, dals ich mein Werk in dieser Hinsicht selbst dann nicht 
überschätzen würde, wenn es mir vergönnt gewesen wäre, in gröfserer Mufse 
zu arbeiten, als es die Doppelstellung an Hochschule und Gymna- 
sium und die Vertretung zweier akademischer Fächer gestattet. 

Ich richte daher an meine Herren Kollegen die ergebenste Bitte, mich 
auf Mängel meiner Arbeit aufmerksam machen zu wollen, wie ich es selbst 
Andern gegenüber bald freiwillig, bald infolge einer Aufforderung des öfteren 
gethan habe .... nur durch gemeinsame Arbeit kann relativ Vollendetes er- 
reicht werden. 

Im besonderen möchte ich zur Diskussion stellen, ob gewisse Partieen 
des Buches in der Folge reduciert, beziehungsweise gestrichen werden könnten, 
da der Umfang des Buches bei der gewählten Ausstattung gröfser ge- 
worden ist, als es selbst dann wünschenswert erscheinen dürfte, wenn man 
berücksichtigt, dafs dies Werk dem formalen Abschlüsse des gesamten 
mathematisch-naturwissenschaftlichen Schul-Unterrichtes dienen soll und 
dafs die Anlage des Ganzen eine relativ leichte und zugleich relativ kurze 
Behandlung der Gebiete der speciellen Physik gestattet. 



1) Dieselben wurden seiner Zeit angefertigt unter Leitung des Herrn Profes- 
sor Dr. Quincke, dem meine oben erwähnten Studienfreunde gleich mir änfserst 
reichhaltige Anregungen verdanken. 

' Braunschweig, Ende April 1882. 

Alexander Wernicke. 
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A. Die Mechanik als Grundlage der Physik. 



L Die Mechanik. 

Die Mechanik ist die Lehre Ton der Bewegung der 
Kaum-GeMlde *)• 

Es handelt sich darum die Veränderungen räumlicher Objekte zu 
untersuchen und die Ergehnisse dieser Untersuchungen systematisch 
anztiordnen. 

Um- das eigentümliche Gefüge jener mathematischen Wissen- 
schaft, welche durch die eben aufgestellte Definition eingeführt 
wird, vollständig zu übersehen, hat man von der Betrachtung der 
Banm-Gebilde zu einer Untersuchung ihrer Bewegungen über- 
zugehen und nach den dabei gewonnenen Gesichtspunkten die 
Aufgabe der Mechanik im einzelnen festzustellen. 

Die Gestaltung der in Bede stehenden Wissenschaft soll also aus 

der gegebenen Definition entwickelt u^erden. 

Die Baum-Gebilde werden hier durchweg als Punkt-Systeme 

betrachtet, für deren Charakterisierung einerseits die Anordnung 
und andererseits die Wertigkeit der zusammentretenden Punkte 
mafsgebend ist. 

Auch die Geometrie, welche im allgemeinen nur den Specialfall 
der Gleichwertigkeit von Funkten behandelt, fordert in letzter 
Hinsicht für die Unterscheidung einzelner Tunkte die Einführung 
von Wert-Koefficienten. 

Die Bewegung der Baum-Gebilde wird auf die Lagen- 
Änderung unveränderlicher Punkt-Systeme zurückgeführt. 
Dieselben dürfen als Elemente des in Bewegung befindlichen 
Baum- Gebildes bezeichnet werden und charakterisieren sich dar 
durch, dafs sie stets sich selbst hmgruent bleiben. 



1) Vgl. Schell, Theorie der Bewegung und der Kräfte. Bd. I, Einl. und 
Litter. in Kap. V, ferner die Schriften von Möbius und Sterns Anmerk. zu 
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/ seiner Übersetzung (1835) von Poisson, Traite de M^canique. 2. ^d. 1833. 
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Die Lehre Ton der Bewegung der Banm-Oebilde hat zu- 
nächst schlechthin die Lagen-Änderungen der Elemente in Be- 
tracht zu ziehen und ist in dieser Hinsicht als Phoronomie zu 
bezeichnen. 

Die Frage nach der gegenseitigen Beeinflussung elementarer Be- 
wegungen fuhrt zu einer Erweiterung der Aufgabe, so dafs der 
Phoronomie eine Dynamik zur Seite zu stellen ist, innerhalb welcher 
etwa vorhandene Förderungen und Hemmungen verschiedener Be- 
wegungen zur Sprache kommen. 

Es mag schon hier bemerkt werden, dafs die oithergebraMe Ein- 
teilung der Mechanik in Statik und Dynamik, welche dem Gegen- 
sätze von Buhe und Bewegung entspricht, kaum noch aufrecht zu 
erhalten sein dürfte. 



1. Die Ramn-Gebilde. 

Die grundlegende Einteilung der geometrischen Objekte pflegt 
im Eingange der Raumlehre auf doppelte Weise abgeleitet zu 
werden, nämlich entweder durch eine zergliedernde Beschreibung 
des Gegebenen (Analyse) oder durch eine daraus entsprungene Er- 
zeugung (Synthese) von Abbildern des Gegebenen. 

In ersterem Falle geht man davon aus, dafs unsem Sinnen 

eine dreifache ausgedehnte Körper- Welt gegeben ist, deren Glieder 

durch Flächen gegen einander abgegrenzt werden. 

Dabei wird der Punkt als Grenze der Linie, die Linie als 

Gi'enze der Fläche, die Fläche als Grenze des Körpers eingeführt. 

In letzterem Falle sucht man den Weg, welchen die Analyse 
eingeschlagen, rückwärts zu verfolgen und vom Punkte zur Linie, 
von der Linie zur Fläche, von der Fläche zum Körper fortzu- 
schreiten. 
Dabei gelangt man zu Bildern des Gegebenen, zu Ideal-Gestaltun- 
gen, welche gegenüber den Unregelmäßigkeiten des Gegegeben in 
gemsser Hinsicht vollkommen genannt werden dürfen. 
Man geht hier vom Gebiete der empirischen Anschauung aus in 
das Gebiet der reinen Anschauung^, 

Bei der Synthese pflegt man die Linie durch Bewegung des 
Punktes, die Fläche durch Bewegung der Linie, den Körper durch 
Bewegung der Fläche entstanden zu denken. 

Damit führt man eine Betrachtung ein, welche der Geometrie 
als solcher durchaus fremd ist, weil dieselbe nicht in die Theorie 
d^r Raum-Gebilde, sondern in die Lehre von der Bewegung der 
Raum-Gebilde hineingehört. 



1) Vgl. Kant., Kritik der reinen Vernunft (Trans. Aesth.) und neben 
anderen auch Mill, System der deduktiven und induktiven Logik. 
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Eine genauere Untersuchung dieser Vorstellung gestattet aber 
hier das Fremdartige völlig abzustreifen, so dafs es möglich wird 
auch bei der Synthese durchaus innerhalb rein geometrischer An- 
schauungen stehn zu bleiben. 

Wenn ein Punkt P durch seine Bewegung die Linie AB er- 
zeugt, so durchläuft derselbe eine unendliche Reihe von Punkten, 
A . . . . B, welche in bestimmter Weise angeordnet sind, die 
also z. B. ein Stück einer Graden oder ein Stück eines Kreises 
darstellen. Diese Punkt-Reihe A . . . . B , welche durch die Be- 
wegung von P vor ihrer Umgebung ausgezeichnet und gewisser- 
mafsen aus derselben herausgelöst wird, enthält unendlich viele 
Individuen, deren Gesamtheit so beschaffen ist, dafs man von 
einem jeden Individuum zu jedem andern gelangen kann ohne 
Punkte zu berühren, welche nicht zu den ausgeschiedenen (defi- 
nierten) gehören (Stetigkeit). 

TeiU man eine endliche Strecke in n gleiche Teile^ so kann man 
von jedem der n + i Begrensungs^Punkte su jedem andern unter 
denselben nwr vermittelst eines Übergangs durch nicht definierte 
Zwischen- Punkte gelangen, falls n eine endliche Gröfse ist {Un- 
stetigkeit). 

Diese Anschauungsweise gestattet die Linien als einfach aus- 
gedehnte Gruppen von unendlich vielen Punkten anzusehen, welche 
so beschaffen sind, dafs man von jedem Punkt der Gruppe zu 
jedem andern Punkte der Gruppe gelangen kann ohne Punkte zu 
berühren, welche der Gruppe nicht angehören. 

Die Fruchtbarkeit dieser Anschauungsweise liegt darin , dafs 
dieselbe nicht blofs vom Punkt zur Linie, sondern auch von der 
Linie zur Fläche und von der Fläche zum Körper führt und so 
in letzter Hinsicht den Punkt als Element eines jeden Baum- 
Gebildes einzuführen gestattet. 
Bedenken gegen diese Auffassung, welche in letzter Hinsicht doch 
wiederum auf die allgemein anerkannten Vorstellungen ssurück- 
weist, mögen für unser Gebiet zunächst durch die Autorität 
Schells niedergeschlagen werden^). 

Sodann mag die Bemerkung einfliefsen, dafs dieselbe in genauem 
Zusammenhange steht mit der Anschauungsweise, welche in der 
modernen Funktionen-Theorie mehr und mehr zur Geltung kommt. 
Überall^ wo man vom Gebiete der Zahlen ausgehend zu stetigen 
Anordnungen zu gelangen sucht, sind ähnliche Überlegungen in 
Geltung, weil hier die Reihe der positiven ganzen Zahlen, bei 
welcher man stets zu beginnen hat, ein unstetiges Gebilde ist. 

Die bekannte Abbildung der reellen Zahlen, bei welcher jedem 
Individuum ein und nur ein Punkt einer graden Linie zugeordnet 
udrd, während auch andererseits jedem Punkte der Graden eine 
und nur eine Zahl des reellen GSietes entspricht, stellt den ein- 
fachsten Übergang vom Unstetigen zum Stetigen dar. 

1) Vgl. Theorie I, 2, 
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Die Forderungen j welche durch die vier Grundoperationen in 
Bezug auf die ursprünglich gegebene Eeihe der ganzen positiven 
Zahlen gestellt werden , führen zu einer Erweiterung des Zahlen- 
Gebietes f indem sie die Schöpfung des rationalen Zahl-Körpers ') 
veranlassen. 

Versucht man das System der rationalen Zahlen auf einer Graden 
abzubilden f so macht man die Erfahrung , da/s eine grade Linie 
unendlich viel reicher an PunU- Individuen ist, als das Gebiet 
der rationalen Zahlen an Zahl- Individuen^). Wül man von 
einem Punkte, welcher einer Bational-Zahl entspricht, zu einem 
andern Punkte gleicher Art übergehen, so hat man Punkte zu 
passieren, denen keine Bationäl- Zahlen entsprechen, d. h. der 
rationale Zahl-Körper zeigt im Gegensatze zu der abbildenden 
Graden eine gewisse Lückenhaftigkeit {Stetigkeit und Unstetigkeit), 
Die Korrespondenz läßt sich nur durch eine Schöpfung neuer 
Zahlen herstellen, indem man in die unendliche Beihe der Bor 
tional- Zahlen noch unendlich viele Zahlen anderen Charakters 
(Irrational-Zahlen) einschaltet, so da/s aus dem unstetigen Ge- 
biete ein stetiges Gebiet wird. 

Wie diese Neuschöpfung zu begründen ist, soll hier nicht er- 
örtert werden^), wo es nur darauf ankam zu zeigen, da/s der 
Übergang von unstetigen Punkt- Beihen zu Linien dv/rch Ein- 
schaltung von Zwischen- Punkten bewirkt werden kann und da/s 
ein solcher Übergang du/rchaus nichts Fremdartiges an sich hol. 
Das Verfahren, welches von der unstetigen BeiJie der ganzen 
positiven Zahlen zur stetigen Beihe der reellen Zahlen führt, be- 
glaubigt die Anschauung, welche in der Linie eine Gruppe von 
unendlich vielen Punkten sieht, deren Anordnung in dem oben 
bezeichneten Sinne zu charakterisieren ist. 

Die hier gegebene Anschauungsweise gestattet jedes Raum- 
Gebilde, welches nicht selbst ein Punkt ist, als ein Punkt-System 
einzuführen. 
Die gemeinhin im Eingange der Geometrie gegebene Erläuterung, 
da/s die Teile von Körpern, Flächen, Linien wiederum Körper, 



1) Vgl. Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen über Zahlentheorie, 2. Aufl. 
§. 159. 

2) Vgl. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen. S. 16. 

3) Man vgl. Dedekind a. a. 0. 16 ff. Diese kleine Schrift, welche für 
die strenge Begründung der Infinitesimal-Rechnung von hoher Bedeutung ist, regt 
eine Reihe von Aufgaben an, welche bereits zum Teil von Weiertrass in den 
einleitenden Vorlesungen zur Funktionen-Theorie gelöst worden sind. Die aus- 
führliche Untersuchung von Pasch (Einleitung in die Differenzial- und Integral- 
rechnung, 1882), welche auf der von Dedekind geschaffenen Basis dasWeier- 
trassische Material wenigstens teilweise verwendet, kommt auch demiJ^Be- 
dürfnisse der Schule in vieler Hinsicht entgegen, besonders da die Arbeiten von 
U. Dini, welche ähnliche Zwecke verfolgen, in Deutschland noch nicht aus- 
reichend benutzt werden. 

Es wäre sehr erfreulich, wenn Fasch seine Untersuchungen auf das kom- 
plexe Gebiet ausdehnte. 
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Flächen y Linien sind, bleibt nur für endliche Einteilungen ohne 
Ausnahme in Geltung. 

Innerhalb jedes Systems von Punkten grenzen sich stetige 
oder unstetige Gruppen ab, welche Punkt-Folgen genannt werden 
mögen. 
Es ist als ein Specialfall jsu bejseichnen, wenn ein ganzes System 
als eine einzige PunM-Folge aufgefaßt werden mu/s. 

Die stetigen Punkt-Folgen heifsen Punkt-Eontinua. 

Das Charakteristicum derselben ist, da/s man von irgend einem 
Punkte der Folge isu jedem anderen Funkte der Folge gelangen 
kann ohne PunJcte zu berühren, welche der Folge nicht angehören. 
Die Anzahl der Punkte, ivelche zu einem Kontinuum zusammen- 
treten,'ist unendlich grofs. 

Man unterscheidet einfach-, zweifach- und dreifach-ausgedehnte 
Punkt-Kontinua, d. h. Linien, Flächen und Körper. 

Die unstetigen Punkt-Folgen heifsen Punkt- Aggregate. 
Das Charakteristicum derselben ist, da/s man von irgend einem 
Punkte der Folge zu keinem andern Punkte der Folge gelangen 
kann ohne Punkte zu berühren, welche der Folge nicht ange- 
hören. 

Mit Bücksicht auf die Anzahl der Punkte, welche zu einem 
Aggregate zusammentreten, kann man von endlichen und un- 
endlichen PunJst-Aggregaten sprechen. 

Man unterscheidet einfach-, zweifach- und dreifach-ausgedehnte 
Punkt -Aggregate, d. h. Punkt-Reihen, Punkt-Netze und Punkt- 
Körper *). 

Durch Einschaltung von unendlich vielen Zwischen-Punkten kann 
man aus der Punkt-Beihe die Linie, durch Ausschaltung von un- 
endlich vielen Zwischen-Punkten kann man aus der Linie die 
Punkt-Beihe hergestellt^) denken» Ähnliche Beziehungen gelten 
zwischen Flächen und Punlct - Netzen einerseits und zwischen 
Körpern und Punkt-Körpern andererseits. 

Die Punkt-Kontinua, welche in einem System enthalten sind, 
heben sich im allgemeinen in scharfer gegenseitiger Abgrenzung 
heraus, während in Bezug auf die Punkt-Aggregate ein Gleiches 
nicht behauptet werden kann. 

Die Zusammenfassung von unstetig angeordneten Punkten zu ein- 
zelnen Aggregaten ist stets einer gewissen Willkür unterworfen, 
sie wird erst bestimmt, wenn man Punkt-Kontinua fixiert , aus 
denen man die Aggregate entstanden denken will% Diese ün* 



1) Für die dreifach-ansgedehnten Punkt-Aggregate besteht noch keine kon- 
ventionelle Bezeichnung. 

2) Das weist auf jenes Verfahren hin, welches im Hinblick auf die Be- 
ziehungen zwischen Irrational-Zahlen und Rational-Zahlen besprochen wurde. 

3) Die Begründung dieser Eigentümlichkeit folgt aus dem später zu er- 



hestimmtheit erstreckt sich sogar auf die Frage nach der Dimen- 
sion eines Punkt- Aggregates '^). 

So hann man z. B. das durch Figur 1 skizzierte FunM-Aggregat 
einerseits ais zweifach-ausgedehnt ansehen, it)dem man es aus dem 
Ebenen-Stücke AB CD ausgeschieden denkt; man kann dasselbe 



andererseÜs als einfach-ausgedehnt ansehen, indem man es aus 
dem Linien-Stücke MN oder aus dem Linien-StUcke M' N' etc. 
ausgeschieden denkt. 

Wenn sich ein Punkt-System auf verscliiedene Arten in Pnnkt- 
Folgen zerlegen läfet, so bestimmt jede Zerlegnngsart ein ge- 
wisses Gefüge des Systems, z. B. eine gewisse Schichtung, 
Faserung etc. 
So kann z. B. das in Figur 1 dargestdlie Aggregat als ein Netz 
aufgefaßt werden, in welchem die Linien MN, M' N' etc. je 
eine gewisse Schichtung bestimmen. 

Neben der Anordnnng der zusammentretenden Punkte kann 
noch ein anderer Umstand für die Charakteristik eines Kaum-Ge- 
bildes mafsgebend werden: die Wertigkeit der zusammentreten- 
den Punkte. 



iHihDenden UmMande, dafs sieb die Aggregate im Hinblick saf die Wertigkeit 
der Fuakte in die Reihe der Kontinaa einschalten lassen. 

l) In wiefern dieselbe auch in Bezng auf Punkt-KoDtinna vorhanden ist, 
mag man ans den Arbeiten tqd G, Cantor (Grelles Joamal Bd. gl) und 
E. Netto (Grelles Joaroal Bd. 86} entnehmen. 
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Man pflegt in der Elementar-Geomefrie alle PunUe ohne weiteres 
als völlig gleichwertig anzusehen, während man sonst in der Ma- 
thematik die Gleichwertigkeit zweier oder mehrerer Größen stets 
als einen Spezialfall zu betrachten gewohnt ist. Die allgemeinere 
Auffassung, wonach jedem Punkt ein bestimmter Zahlen- Koefß- 
cient zukommt und nur in besonderen Fällen eine Gleichwertigkeit 
dieser Koefficienten eintreten kann, stellt sich als ein Bedürfnis 
der Mechanik heraus, sie wird aber au^h durch einzelne geome- 
trische Untersuchungen gefordert. So können sich z, B, n grade 

Linien höchstens in ^ — - Punkten schneiden. Wenn dieser 

Maximalfall, bei welchem die n Graden in einer Ebene liegen, 
eintritt, so wird jeder Schnittpunkt durch je zwei Linien gebildet. 
In anderen Fällen — die Graden mögen auch hier in einer 
Ebene liegen — gehen drei , vier , fünf etc. Linien durch einen 
Schnittpunkt. Ein durch 3, 4, 5 etc. Linien gebildeter Schnitt- 
punkt vereinigt in sich 1 '\- 2, 1 -^ 2 -{- 3, 1 -^^ 2 -{- 3 -{- 4, 
etc. gewöhnliche Schnittpunkte und ist demnach als ein 3-, 6-, 
10- etc. f acher Punkt zu rechnen^ wenn man den gewöhnlichen 
Schnittpunkt als einfachen Punkt rechnet. Jm allgemeinen schnei- 
den sich also n grade Linien der Ebene in einer veränder- 
lichen Anzahl 1-, 5-, 6-, 10-, 15-, etc, f acher Schnittpunkte, 
für welche die Summe der einzelnen Wert -Koefficienten stets 

dieselbe und zwar — -ist. 

Analoges gut stets beim Zusammenfallen verschiedener Baum- 
Gebilde. So läfst z. B. die oben durchgeführte Betrachtung fol- 
gende ümkehrung zu: Durch n Punkte in der Ebene werden 

höchstens — — ^ — - grade Linien bestimmt. Wenn dieser Maxi- 
malfall eintritt, so wird jede Verbindungs-Linie durch je zwei 
Punkte gegeben. In anderen Fällen liegen auf einzelnen Ver- 
bindungs-Linien dreiy vier, fünf etc. Punkte. Eins durch 3, 4, 
5, etc. Punkte bestimmte Grade vereinigt in sich 1 -\- 2, 1 -\- 2 
-\- 3, 1 -^ 2 -\- 3 -\- 4 etc. gewöhnliche Verbindungs-Linien und 
ist demnach als eine 5-, 6-, 10- etc. fache Grade zu rechnen, wenn 
man die gewöhnliche Verbindungs-Linie als einfache Grade rech- 
net. Im allgemeinen bestimmen also n Punkte in der Ebene eine 
veränderliche Anzahl von 1-, 3-, 6-^ 10-, 15- etc. fachen 
Graden, für welche die Summe der einzelnen Wert-Koefficienten 

stets dieselbe und zwar ^ — - ist. 

Die Graden sind hier Punkt-Kontinua, deren Elemente verschie- 
dene Werte haben und zwar sind die Elemente einer und derselben 
Graden gleichwertig, während die Elemente verschiedener Graden 
im allgemeinen nicht gleichwertig sind. • 

Weitere Beispiele lassen sich in der Elementar-Geometrie leicht 



- 8 — 

auffinden. So mufs z. B. der Berühnrngs- Punkt einer Kreis- 
Tangente als doppelter SchnittpunM gelte$i, während die Tangente 
selbst als Doppel-Linie *) aufzufassen ist. 

Wenn man jeden Punkt eines Raum- Gebildes mit einem be- 
stimmten Zahlen-Koefficienten behaftet denkt, so kann man auch 
die Aggregate in die Schar der Kontinua einschalten, indem man 
I die fehlenden Zwischen-Punkte als Punkte mit dem Koefficienten 
^NuU^ einführt. 
Diese Anschauungsweise entspricht der Thatsache^ da/s uns innerhalb 
der Geometrie das Stetige immer als Ursprüngliches^ 
das Unstetige als Abgeleitetes erscheint, während innerhalb 
der Arithmetik das Umgekehrte stattfindet. Wenn man 
mit einem Bleistifte auf Papier eine PunM-Beihe zeichnet, so 
beschreibt man in der Luft einen kontinuierlichen Zug und 
markiert einzelne Punkte desselben durch die Fixation auf 
dem Papier^ d, h. man giebt eimelnen Punkten andere Wert- 
Koefficienten als ihrer Umgebung, Wenn man eine vorgezeichnete 
Punkt-Eeihe betrachtet, so läfst man einen Punkt nach dem andern 
in den Blick-Punkt des Auges fallen j indem man mit diesem 
einen kontinuierlichen Zug beschreibt etc. 

Wenn Raum-Gebilde aus lauter Punkten mit gleichen Koeffi- 
cienten bestehen, so sollen dieselben homogen genannt werden, 
während alle andern Raum-Gebilde heterogen heifsen mögen. 
Diejenige Geometrie, welche von der Wertigkeit der Punkte über- 
haupt nicht spricht, untersucht daher in genauer Bezeichnung die 
homogetien Raum-Gebilde, wahrend sie von der Betrachtung hetero- 
gener Punkt-Systeme absieht. 

Wenn es sich nun um einen einzelnen Punkt handelt^ so tritt der 
Zahlen-Koefficient desselben natürlich nicht in Rechnung, weü alle 
Zahlen -Bestimmungen auf Verhältnisse zurückweisen und zwei 
Dinge notwendig sind, um ein Verhältnis zu begründen. Jeder 
Gröfsenbegriff ist ja, was nur zu oft vergessen ivird, ein rela- 
tiver Begriff. 



3. Die Bewegung der Baum-Gebilde. 

.. Die Bewegung der Baum-Gebilde besteht in der Lagen- 
Änderung ihrer Elemente 2). 

Als Elemente eines Raum-Gebildes sind stets diejenigen Teile 
desselben anzusehen, welche während der Bewegung sich selbst 
kongruent bleiben. 



1) Man kann ja von einem Funkte an einen Kreis im aUgemeinen zwei 
Tangenten ziehen. 

2) Hapdelt es sich um einen einzelnen Punkt , so ist der Ausdruck dieses 
Satzes und der folgenden Sätze entsprechend zu modifizieren. 
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Die Zerlegung in Elemente, welche in letzter Instanz bis auf die 
einzelnen (sich stets kongruenten) Punkte des Baum^GeUldes zu- 
rückgehen Äaww, hängt hier .also von der Natur der Bewegung ab. 

Bleibt ein Banm-Gebilde bei der Bewegung stets sich selbst 
kongruent^ so darf man von der Lagen -Änderung des ganzen 
Raum-Gebildes sprechen , es bandelt sich dann um die Bewegung 
eines nnTeränderlichen Systems. 

In jedem andern Falle liegt die Bewegung eines yeränder- 
lichen Systems vor, welche auf die Bewegung nnTeränderlicher 
Elemente zurückgeführt werden mufs. 
In einzelnen Fallen gelingt es auch die Bewegung eines veränder- 
lichen Systems schlie/slich ohne Bücksicht auf die Bewegung seiner 
Elemente darzustellen. 

Das tritt z. B. ein, wenn ein System bei der Bewegung stets 
sich selbst ähnlich bleibt. 

Die Lage eines Raum-Gebildes kann nur in Bezug auf ein 
anderes Raum-Gebilde bestimmt werden. 
,Lage* ist (ebenso wie Größe) ein relativer Begriff, d. h. das 
Wort jLage' hat überhaupt nur Sinn, wenn es sich mindestens 
um zwei Dinge handelt: man darf, streng genommen, nur von 
der Lage zweier Baum-Gebilde gegen einander sprechen. Ebenso 
aber, une man schlechthin von der Größe ei/ner graden Linie zu 
sprechen pflegt, indem man dieselbe auf irgend eine andere, zum 
Maßstab genommene, grade Linie bezogen denkt, so ist es auch 
gestattet von der Lage eines Baum-Gebildes zu sprechen, indem 
man dasselbe auf irgend ein anderes , ein für aUe Mal fixiertes, 
Baum-Gebilde bezogen denkt. Der Sprachgebrauch erlaubt eben 
von der wiederholten Erwähnung eines durdiaus notwendigen und 
deshalb stets stillschweigend gemachten Voraussetzung abzusehen. 

Jede Lagen-Bestimmung eines Raum-Gebildes kann unmit- 
telbar oder mittelbar durch Längen-Messungen ausgeführt werden 
und zwar reicht man dabei unter allen Umständen mit einer Ein- 
heits- Graden (Mafsstab) und einem Einheits- Kreise (Trans- 
porteur) aus. 

Die Geometrie des Euklide s, auf welcher unsere Schulbücher 
fast durchweg fußen, ist im wesentlichen eine Geometrie des 
Maßes und fordert deshalb zu ihrer weiteren Ausbildung, daß 
aUe Lagen- Bestimmungen auf Maß-Bestimmungen zurückgeführt 
werden. 

Im Gegensatz dazu ist eine Geometrie der Lage^) ausgebildet 
worden, in welcher Maß- Bestimmungen Oberhaupt keine Stelle 
haben. 



1) Dieselbe liefse sich bei passender Bearbeitung dem ersten Unterrichte in 
der Geometrie vielleicht ebenso gut zu Grunde legen, wie die Geometrie des 
Hiafses. Die allgemeine bildende Kraft dieser Disciplin dürfte zudem bei weitem 
gröfser sein, während der unmittelbar gegebene praktische Nutzen allerdings yiel- 
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Die Längen, welche durch ihre Mafse die Lage eines Raum- 
Gebildes charakterisieren sollen, müssen so ausgewählt werden, 

dafs die Beziehungen zwischen 
der Lage des Raum -Gebildes 
und dem zugehörigen Mafs- 
Zahlen-Systerae eine durchaus 
eindeutige ist. 
Die VermiUelung soll ein- 
deutig sein^ df. h. einer und 
derselben Lage soll ein und 
dasselbe Mafs- Zahlen- System 
und einem und demselben 
MafS' Zahlen- System soll ein 
und dieselbe Lage entsprechen. 
So tvird z. B, in der Figur 2 
die Jjage des Punktes P im 
Winkel-Eaume YO X durch 
die Mafs-Zahlen der Paralle- 
len au>s P eindeutig bestimmt. 

Bei eindeutiger Vermittelung werden zwei verschiedene 
Lagen eines Raum-Gebildes durch verschiedene Mafs- Zahlen- 
Systeme dargestellt,, während auch umgekehrt verschiedenen Mafs- 
Zahlen-Systemen verschiedene Lagen entsprechen. 

Die graphische Darstellung des Zahlen -Gebietes dient hier zur 

Erläuterung. 

Der ^^Ubergang von einer Lage in eine andere , d. h. die 
Lagen - Änderung wird durch eine Beihe von Systemen ver- 
schiedener Mafs-Zahlen dargestellt, welche sich stetig an einander 
anschliefsen. 

Geht z. B. {in Figur 2) der Punkt P in die durch P* bezeichnete 
Lage über, welche durch die Mafs-Zahlen der^ Parallelen aus P' 
charakterisiert wird, so entspricht diesem Übergänge einerseits 
eine stetige Beihe von Mafs-Zahlen, als deren Anfangs- Glied 
die eine Mafs-Zahl (3) von P und als deren End- Glied die ent- 
sprechende Mafs-ZaM (4) von P' auftritt, und andererseits eine 
stetige Beihe von Mafs-Zahlen, als deren Anfangs-Glied die 
andere Mafs-Zahl (5) von P und als deren End-Glied wiederum 
die entsprechende Mafs-Zahl (7) von P' auftritt. 

Nennt man die beiden Mafs-Zahlen, welche die Lage von P ein- 
deutig bestimmen, Mx und My, so läfst sich die Lage von P 
darstellen durch das Zeichen (Jm^; My). 



leicht geringer wäre. Anfser den Arbeiten von Steiner, Foncelet, v. Stand t, 
Chasles u. a. würde für eine solche elementare Verwendung dieser Disciplin 
besonders Beye, Geometrie der Lage, in erster Linie zu benutzen sein. Dafs die 
Wort- Verbindung Geometrie der Lage auf ein Oxymoron hinweist, mag wenig- 
stens erwähnt werden. 
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Wenn in der ersten Lage M^g = 3 und My = 5 und in der zweiten 
Lage Mx = 4 und My -=' 7 ist, so wird die Lagen- Änderung 
P , , . P^ dargestellt durch die Änderung (3; 5) ... . {4; 7) 
des MafS' Zahlen- Systenfhs {Mx ; My) , welches dabei eine Eeihe stetig 
anschließender Werte von (3; 5) bis (4; 7) nach einander annimmt. 

Die Bewegung eines Raum-Gebildes wird zurückgefülirt auf die 
Lagen-Änderung der elementaren Raum-Gebilde, welche bei der 
Bewegung sich selbst kongruent bleiben, während wiederum solche 
Lagen-Änderungen durch Reihen bestimmter Mafs-Zahlen-Systeme 
darstellbar sind. 

Die Bewegung eines Banm-Gebildes ist gegeben, wenn die 
Lagen seiner Elemente in jedem Zeit-Momente bekannt sind, 
d. h. wenn die entsprechenden Systeme Ton Mafs- Zahlen für 
jeden Zeit-Moment ermittelt werden können. 

Jede Mafs 'Zahl mu/s dabei als ein Hechnungs- Ausdruck er- 
scheinen, welcher eine Größe t, die Zeit^Datier , enthält. Ist 

js^. B. das oben erwähnte Mx = ^ — — — , während 

My = 8t -^ 5 ist, so hat man für t = 1 das Wert- Paar 
Mx = 1,5 und My = 13 und für t = J2' das Wert-Paar 
Mx = 12,5 und My = 21 gegeben. Während also die Zeit- 
Dauer 1 . . . 2 d. h. ß. B. eine bestimmte Stunde verfließt, be- 
wegt sich P von der durch (Mx; My) == (1,5; 13) bezeichneten 
Stelle nach der durch {Mx; My) = {12,5; 21) bezeichneten Stelle 

hin. Dabei lassen sich alle Zwischen- Stellen aus den gegebenen 

g 
Ausdrücken berechnen; für t = — findet man z. B. 

{Mx; My) ^ {4,75; 17). 
Zwischen M^ und t einerseits und zwischen My und t anderer- 
seits besteht je eine diophantische Gleichung '). 

Die Bewegung eines Baum-Gebildes darstellen heifst die- 
selbe mit dem Flusse der Zeit yergleichen, welcher das Mafs 2) 
aller Bewegung ist. 

Indem man die Maß-ZahlenrSysteme, welche die Lagen- Bestimmung 
vermitteln, für jeden Zeit-Moment darstellt, ordnet man einer Eeihe 
auf einander folgender ZeiUMomente Beihen auf einander folgen- 
der Maß-Zahlen zu und vergleicht dadurch die aus der Bewe- 
gung folgenden Änderungen dieser Zahlen mit der gleichmäßigen 



1) Die Lösung derselben wird hier nicht anf das Gebiet der ganzen Zahlen 
beschränkt. 

2) Dasselbe ist in unserer Anlage begründet und deshalb sind Versuche, 
welche das Dehnungs-Mafs der Zeit yariabel setzen, von vornherein abzuweisen. 
Die Wahl einer gleichförmig fliefsenden Zeit als Grundlage für die Beurteilung 
der Bewegungen ist nicht Sache der Konvention. Wollte man den Ur-Variablen 
ein ungleichförmiges Wachstum vorschreiben, so würde man dieselbe stillschweigend 
anf eine andere gleichförmig wachsende Ur-Yariable beziehen, d. h. ihr den Cha- 
rakter der unabhängigen Variablen nehmen. Vgl. dagegen Schell, Theorie I, 7. 
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Änderung der Zeit-Bauer, Der Zusammenhang je jsweier solcher 
Änderungen wird stets durch einen BechnungsausdrucJc {di(h 
p hantische Gleichung) dargestellt, in welchem irgend eineMafs- 
Zahl M und die Zeit-Dauer t vorJcommt , . . , als Beispiel wurde 

bereits Jlf, = -— -t- — und My = 8t + 5 angeführt. 

Diejenige Bewegung eines Raum-Gebildes, bei welcher die Mars- 
Zahlen der Lagen-Bestimmung stets dieselben bleiben, heilst Buhe. 
Bs scheint nicht überflüssig 0ubetoneny da/s die Buhe als Spezial- 
fall der Bewegung gleichfalls ein relativer Begriff ist, da/s 
man also, streng genommen, nur von der Buhe eines Gebildes in 
Bezug auf ein anderes sprechen darf Ein Gebilde, das in Betrug 
auf ein anderes Gebilde ruht, hann trotzdem in Bezug auf ein 
drittes in Bewegung sein. Wenn eine Strecke in einem ebenen 
Winkel-Baume Bewegungen ausführt, bei denen sie stets sich selbst 
kongruent bleibt, so herrscht unter den Punkten der Strecke gegen- 
seitige Buhe, während sich dieselben gegen die Grenz-Linien des 
Winkel-Baumes in Bewegung befinden. 

Eine Person , die in einem im Gange befindlichen Wagen still 
sitzt j bewegt sich in Bezug auf die Strafse und ruht in Bezug auf 
den Wagen. 

Gegenstände, die in Bezug auf die Erde ruhen, drehen sich 
doch einerseits mit dieser um die Polar -Achse u/nd bewegen sich 
anderseits auch mit ihr um die Sonne. 

Es verdient erwähnt zu werden, dafs ein Zusammenfallen zweier 
kongruenter Gebilde deren gegenseitige Buhe nicht durchaus be- 
dingt, weil hier Lagen-Änderungen möglich sind, welche die Kon- 
gruenz nicht stören. 

Als ein Beispiel für solche relativ seltenen Fälle diene eine um 
ihren Mittelpunkt rotierende Kugel, welche mit einer ihr kon- 
gruenten, fest gedachten, Kugel stets zusammenfällt 

Grade, Kreisperipherie, Schraubenlinie, Cylinder, Kegel, Schrau- 
benfläche, Kreisring etc. sind weitere Beispiele, 

Um die Bewegung der Raum-Gebilde durch Mafs-Zahlen dar- 
zustellen, welche, mit der Zeit veränderlich, eine eindeutige Lagen- 
Bestimmung gestatten, pflegt man besonders einfache Raum-Ge- 
bilde einzuführen. Solche Hülf s-Konstruktionen , in Bezug auf 
welche man alle Lagen-Bestimmungen und damit auch alle Lagen- 
Änderungen (d. h. Bewegungen) zurückfuhrt, nennt man Koordi- 
naten-Systeme '). 

Der Fufsboden und zwei aneinander stoßende Wände eines paral- 
lelepipedischm Zimmers weisen z. B. auf ein sehr einfaches Koor- 
dinaten-System hin. Die Lage eines Punktes im Baume des 
Zimmers ist bestimmt, wenn man seine Entfernungen von den 



]) D. b. Systeme für koordinierte (d. s. zusammeDgehörige) Bestimmungs- 
Stücke der Lage. 
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drei genannten Oberflächen, die cds Ebenen vorausgesetid werden 
müssen, kennt 

3. Bie Lielire Ton der Bewegung der Baum-Gebilde. 

Die Mechanik hat die Aufgabe die Gesetze der Yeränderungen 
räumlicher Objekte zu untersuchen. 

Auch wenn es sich um die Bewegung eines unveränderlichen 
Systems handelt, ist eine Veränderung des räumlichen Objektes vor- 
handen. Basselbe besteht hier au^ dem unveränderlichen Systeme 
und aus dem Koordinaten- Systeme, Es ist stets eu betonen, dafs 
^Bewegung' ein relativer Begriff ist. 

Die Mechanik ist eine mathematische Wissenschaft und 

gehört als solche zu dem kleinen Gebiete der Wissenschaften 
a. priori, innerhalb dessen die zahlreichen Wissenschaften a 
posteriori (Erfahrungs-Wissenschaften) ihre Begründung suchen 
und finden müssen. 

Bie Wissenschaften a priori *) entwickeln das System ihrer 
Urteile ohne der Bestätigung durch die Erfahrung au bedürfen. 
Ihr Gebiet eerfäUt in Logik ^) und Mathematik. 

Bie Logik bestimmt das wissenschaftliche Verfahren als solches 
und ist infolge dessen die Grundlage jeder Wissenschaft. 
Bie Mathematik beschäftigt sich teils mit dem Studium der 
Raum- Gebilde f teils mit dem Studium der Zahlen: ihre Unter- 
suchungen erstrecken sich einerseits auf die Beschaffenheit dieser 
Objekte und andererseits auf die Gesetze ihrer Veränderungen. 
Bemnach ergiebt sich die folgende Vierteilung der Mathematik : 

A. Maum-Lehre. 

L Bie Creom^etrie untersucht {als die Lehre von den 
Eaum- Gebilden) die Beschaffenheit der räumlichen Ob- 
jekte. 
IL Bie Mechanik untersucht (als die Lehre von der Be- 
wegung der Raum- Gebilde) die Gesetze der Veränderung 
räumlicher Objekte. 

B. Zahlen^Lehre. 

L Bie Arithmetik wntersuM {als die Lehre von den 
Zahlen) die Beschaffenheit der numerischen Objekte. 
IL Bie Funktionen" Theorie untersucht (als die Lehre 
von der Bewegung der Zahlen) die Gesetze der Ver- 
änderung numerischer Objekte. 

1) WiU man dieselben, wie es neuerdings geschehen ist, auch als Er- 
fabrungsvnssenschaften hinstellen, so läfst sich dagegen zunächst nichts sagen. — 
Namen müssen sich fügen. Man würde aber sofort gezwungen sein Erfahrungs- 
wissenschaft erster und zweiter Ordnung zu unterscheiden, was schliefslich in der 
Sache auf die alte Einteilung hinausläuft. Den fundamentalen Unterschied der 
beiden Gebiete wird man nicht wegläugnen können. 

2) Genauer „Erkenntnis-theoretische Logik". 
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Als mathematische Wissenschaft hat die Mechanik die Auf- 
gabe bei der Wahl und Behandlung ihrer Probleme die gröfst- 
mogliche Yerallgemeinernng anzustreben, d. h. also einerseits 
bei ihren Voraussetzungen über die Objekte und andererseits bei 
ihren Annahmen über die Veränderung derselben alle Mög- 
lichkeiten durchzugehen und dieselben, wenn es irgend angeht, zu 
erschöpfen. 
Dabei tritt der Charakter einer Wissenschaft a priori Mar zu 
Tage. Weil eine solche in jedem Falle aUe nur möglichen An- 
nahmen zu machen und jede einzelne zu verfolgen hat, so i^t 
sie im Stande, ihren Ergebnissen diejenige Allgemeingültig^ 
Iceit und Notwendigkeit zu wahren, welche Erfahrungswissen- 
schaften nur in der Anlehnung an apriorische Grundlagen er- 
reichen können. 

Wenn die Elementar-Geometrie zum XL Axiom des Euilides 
gelangt, welches nicht beweisbar ist, so hat dieselbe zu erwägen, 
welche Annahmen hier überhaupt möglich sind. So gelangt 
sie zu drei verschiedenen Voraussetzungen für die weitere Be- 
handlung und jeder Voraussetzung entspricht ein eigenes Systetn 
von Folgerungen: Die Geometrie, in welcher die Summe der 
Breiecks- Winkel konstant und zwar gleich zwei Bechten ist, 
scheidet sich zunächst von der Geometrie, in welcher jene Summe 
veränderlich ist und diese nicht- euklidische Geometrie zerfällt 
wieder in zwei Formen, je nachdem jene Winkel- Summe beständig 
gröfser oder beständig kleiner ais zwei Rechte ist. 

Die allgemeinste Annahme, welche man hier machen kann, 
ist nun offenbar die, dafs verschiedene Bewegungen, welche gleich- 
zeitig zu Stande kommen, auf einander irgend welchen Einflufs 
ausüben *), dafs sie sich gegenseitig fördern und hemmen und dafs 
also das Ganze der Baum-Gebilde, welches bei einem Probleme zu 
behandeln ist, in seinen Veränderungen von den gegenseitigen 
Einwirkungen der einzelnen Teile abhängig ist. 

Als Specialfall dieser allgemeinen Annahme^ bei welcher die 
gegenseitige Einwirkung in der Gestalt von irgend welchen Mafs- 
Zahhn in die Rechnung eingehen wird, ist dann die Voraus- 
setzung zu betrachten, dafs keine gegenseitige Beeinflussung der 
Bewegungen staltfindet .... jene Mafs-Zahlen werden hier den 
Special -Wert Null annehmen. 

Im Hinblick auf diese allgemeinste Annahme können nun die 
Veränderungen räumlicher Objekte einerseits schlechthin als Lagen- 



1) Solche Beeinflussangen sind zunächst nicht kausal, sondern koncessiv zu 
erklären, es handelt sich um Bedingendes und Bedingtes. Vgl. W. 5. S. 23. 
So sagt auch Herwig, Physikalische Begriffe und absolute Mafse S. 19: Wenn 
man die physikalischen Erscheinungen ausschliefslich als Bewegungserscheinungen 
auffafst, so ist ... . die Ursache einer Bewegung, um überhaupt dieses wenig 
bestimmte "Wort zu gebrauchen, .... eine vorangegangene Bewegung. 
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Änderungen aufgefafst, sie können aber auch andererseits auf die 
gegenseitige Störung und Förderung von Teil-Bewegungen zurück- 
gefiihrt werden. 

Im ersten Falle richtet man sein Augenmerk sozusagen nur auf 
das BewegungS'Bild , indem man entweder ein gegebenes zu ana- 
lysieren oder ein gefordertes her zustellen bestrebt ist, im zweiten 
Falle berücksichtigt man aufserdem alle Bedingungen, unter 
denen überhaupt Veränderungen eines Baum- Gebildes derikbar 
sind, indem man die Annahme einer gegenseitigen Beeinflussung 
der Teü' Bewegungen macht. 

Die Mechanik wird demnach mit einer Theorie der Lagen- 
Ändernngen: beginnen: dieselbe mag Phoronomie heifsen. 
Dieser Teil umfafst analytische und synthetische Probleme: man 
hat entweder gegebene Bewegungen auf elementare Beziehungen 
zurückzuführen oder man hat aus solchen elementaren Beziehungen 
geforderte Bewegungen herzustellen. Im ersten Falle handelt es 
sich darum eine gegebene Bewegung (KtVTjfia) zu betrachten , also 
Kinematik zu treiben, im zweiten Falle darum zu einer ge- 
forderten Bewegung (KtVTjatg) zu gelangen, also Kinetik zu 
treiben. Man könnte daher die Phoronomie in Kinematik und 
Kinetik einteilen '). Diese Einteilung bietet bei elementarer Be- 
handlung der Probleme keinen Vorteil und ist hier überdies schwer 
durchzuführen. 

Der zweite Teil der Mechanik, welcher sich mit der gegen- 
seitigen Störung und Förderung der Bewegungen beschäftigt, 
mag Dynamik heifsen. * 

Diese Nomenklatur entspricht der alten Finteilung in Statik und 
Dynamik durchaus nicht, sie trägt den Umbildungen Eechnung, 
welche die Mechanik in den letzten Decennien durchgemacht hat 
und toelche die alte Teilung der Probleme in statische und 
dynamische als zu wenig durchgreifend erscheinen läfst. 

Die Theorie der Lagen -Änderung zerfällt naturgemäfs in die 
Phoronomie des Punktes und in die Phoronomie der Punkt- 
Systeme. 

Es handelt sich stets um die Lagen-Änderung der Elemente eines 
Baum-Gebildes d. h, der Teile desselben, welche bei der Bewegung 
sich selbst kongruent bleiben. Als solche Teile stellen sich in 
letzter . Instanz die einzelnen Punkte dar, so dafs die Bewegung 
eines Baum - Gebildes unter allen Umständen auf die Lagen- 
Änderung der konstituierenden Punkte zurückgeführt werden kann. 
Zudem weist jede Lagen-Bestimmung auf die Lagen-Bestimmung 
von Punkten zurück, so dafs auch die Bewegungen unverändert 
licher Systeme der Gesetze über die Lagen-Änderung eines Punktes 
behufs ihrer Darstellung bedürfen. 



1) Vgl. Schell, Theorie I, Einl. 
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in der Phoronomie des Punktes werden die grundlegenden 
Methoden für die Vergleichung der Bewegung eines Punktes mit 
dem Flusse der Zeit entwickelt, in der Phoronomie der Pankt- 
Systeme werden diese Methoden auf einzelne Punkt-Systeme an- 
gewendet. 
Durch diese Bemerkungen bestimmt sich die weitere Einteilung 
der leiden Disciplinen, die einerseits nach der Art der Methoden 
und andererseits außerdem rujLch der Art der PmHU-Systeme vor- 
genommen werden mufs. 

Eine bedeu/tende BoUe spielt das unveränderliche System. 
Die festen Körper der Natur dürfen innerhalb gewisser Grenzen 
der Annäherung aisunveränderliche Systeme betrachtet werden. 

Die Einteilung der Dynamik wird durch die Voraussetzungen, 
welche man über die gegenseitige Hemmung und Förderung der 
Bewegungen macht, in erster Linie bestimmt. Damach wird die 
Dynamik in verschiedene Gebiete zerfallen und innerhalb jedes 
derselben wird die Art der zu behandelnden Punkt-Systeme als 
Einteilungs-Moment gelten dürfen. 

Eine Dynamik des Punktes kann nicht existieren, da es sich stets 
um gegenseitige Hemmungen und Förderungen handelt , also minde- 
stens ein Aggregat von ewei Funkten in Frage kommt. 

Die so bestimmte Gliederung der Mechanik bedarf noch einer 
Ergänzung. Die Theorie der Lagen-Änderung setzt eine Theorie 
der Lagen - Bestimmung voraus. Da dieser Teil der Geometrie in 
den Schulbüchern nicht behandelt wird, so mufs den Grundzügen 
der Elementar -Mechanik ein Abschnitt vorausgeschickt werden, 
in welchem einerseits das Notwendigste über Lagen-Bestimmungen 
gegeben wird und in welchem andrerseits überhaupt die Fühlung 
mit dem bereits aufgenommenen Lehrstoff herzustellen ist. 

Es handelt sich darum einerseits den Begriff der La^ge , dem ge- 
wöhnlich wenig Sorgfalt zugewandt wird, isu Mären und aufser- 
dem einiges hineumfügen , was bei seiner Verwendung in der 
Mechanik vorausgesdd werden mufs. 

Damit ist der Grundrifs fiir die Einteilung und Behandlung 
der Elementar-Mechanik gegeben. 

Dieser Grundrifs umrde Tiergeleitet — das ist m betonen — aus 
der Forderung, welche in der Definition der Mechanik ausge- 
sprochen ist, und swar geschah diese Herleitung unter Berück- 
sichtigung der, bei unserer jetzigen Schulorganisation, gegebenen 
Verhältnisse. 

Die Ausführung folgt zunächst dem Schema: 
I. Die geometrische Grundlage der Mechanik. 
n. Phoronomie. 

1. Der Punkt. 

2. Die Punkt-Systeme, 
in. Dynamik. 
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Des Näheren bestimmt wird die Ausführung hier durch das 
deutlich begrenzte Ziel die Grundzüge der Elementar- 
Mechanik als Einleitung in die Physik darzustellen. 

Es handelt sich darum aus dem grofsen Gebiete der Me- 
chanik dasjenige herauszugreifen, was der Physik zu Grunde zu 
legen ist, d. h. aus dem Ganzen aller möglichen Bewegungen die- 
jenigen auszuwählen, welche den Bewegungen der Naturkörper 
entsprechen. 
Ebenso wie die Geometrie, welche auf der Schule gelehrt wird, 
nur ein bestimmter Zweig der Geometrie ist und zwar derjenige 
Zweig, welchen man von jeher mit Erfolg zur Lösung der in der 
Natur gegebenen geometrischen Aufgaben (z. B. Landes - Ver- 
messung) verwendet hat, so wird auch bei den durch die Bedürf- 
nisse der Schule geforderten Beschränkungen in der Mechanik zu- 
nächst nur ein bestimmter Zweig zur Behandlung kommen können. 
Es wird zweckmäfsig sein, auch hier denjenigen Teil auszu- 
wählen, welchen man mit Erfolg zur Lösung der in der Natur 
gegebenen Bewegungs- Probleme verwenden kann. Die so geforderte 
Beschränkung wird schon in der Phoronomie {bei der Auswahl 
der Punkt-Systeme, welche zur Behandlung kommen) von Einflufs 
sein, sie wird aber vor allem die Voraussetzung der Dynamik in 
ganz bestimmter Weise begrenzen, es wird sich darum handeln, 
die Annahme über die gegenseitige Hemmung und Förderung der 
Bewegungen nicht völlig willkürlich zu machen, sondern dieselben 
so zu gestalten^ da/s eine Verwendung derselben bei der Behand- 
lung der physischen Bewegungen von vornherein gesichert er- 
scheint 

Eine solche Abgrenzung des mechanischen Gebietes kann nur 
mit Hülfe der Erfahrung durchgeführt werden. 

Die Erfolge der versuchten Verwendung einer speziellen Annahme 
entscheiden in letzter Instanz für die Brauchbarkeit derselben, sie 
lösen dieselbe aus dem grofsen Gddete aller möglichen Annahmen 
und stellen sie als diejenige hin, welche dem Wirklichen ent- 
spricht. 

Es kommt hier zur Geltung, dafs jede Erfahrungswissenschaft 
einer apriorischen Grundlage bedarf, welche in dem Gebiete einer 
Wissenschaft a priori abzugrenzen ist und dafs diese Abgrenzung 
nur durch Erfahrung geschehen kann. 

So bildet auch die Mechanik die Grundlage für eine Reihe 
von Erfahrungswissenschaften. 

Durch Vermittelung der Physik, welche sich unmittelbar auf 
die Lehre von der Bewegung der Raum-Gebilde stützt, treten eine 
grofse Anzahl physikalischer und technischer Wissenschaften 
(z. B. die Astronomie oder die Maschinen-Lehre) in enge Beziehung 
zur Mechanik. 

In allen diesen kommt eine Form der Mechanik zur Geltung^ 
deren Verwendbarkeit durch die Physik gesichert ist, 

W e r II i c k e. 2 
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Ebenso me zu unterstichen ist, welche Form der Geometrie und 
welche Form der Arithmetik hei den in der Natur gegebenen Ver- 
hältnissen verwendbar ist, ebenso mufs untersucht werden, welche 
Form der Mechanik für die Behandlung der in der Natur ge- 
gebenen Bewegungen paßt Ist man gezwungen bei dieser Spe- 
ziod-Form der Mechanik stehen zu bleiben, so wird doch bei der 
Darstellung derselben stets hervortreten müssen, da/s nicht das 
Allgemeine gegeben wird. 

Wie die so bestimmte Spezialform der Mechanik abzugrenzen 
ist, das ergiebt sich aus der Aufgabe der Physik, zu deren Er- 
örterung nun übergegangen werden soll. 



IL Die Physik. 

Um jene bestimmte Form der Mechanik^ welche den phy- 
sischen Bewegungen zu Grunde zu legen ist, abgrenzen zu 
können, mufs man einerseits ein allgemeines Verfahren kennen, 
welches derartige Abgrenzungen gestattet, während man andrer- 
seits im besonderen die in der Natur gegebenen Bewegungen sorg- 
faltig zu studieren hat. 

Es handelt sich also einmal um eine bestimmte Methode, 
welche aus dem Gebiete aller möglichen (denkbaren) Formen einer 
Wissenschaft a priori (Mechanik) diejenige Form herausschält, 
welche einer bestimmten Erfahrungswissenschaft (Physik) zur Stütze 
dienen soll. 

Dabei wird es hauptsächlich darauf ankommen, den wissenschaft- 
lichen Charakter der Physik des Näheren festzustellen. 

Andererseits handelt es sich um eine genaue Durchmusterung 
des hier in Rede stehenden Erscheinungsgebietes, dessen Eigen- 
tümlichkeit gegenüber andern Gruppen von Erfahrungsthatsachen 
deutlich hervorzuheben ist. 

Dazu wird auch die Begründung einer sachgemäfsen Elassifika- 

Hon des ganzen Gebiets gehören. 

Die Betrachtungen führen dazu, dem Mafs-System der Physik 
eine besondere Wichtigkeit zuzusprechen und von Anfang an zu 
betonen, dafs alle Mafse dieses Gebietes auf drei und zwar auf 
Länge^ Masse und Zeit zurückgeführt werden können. 



1. Der Cliarakter der Physik. 

Die Physik ist eine Natur- Wissenschaf t auf mathematischer 

Grundlage. 

Als solche gehört dieselbe zu dem grofsen Gebiete der 
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Erfahrangswissenschaften und zwar zu derjenigen Gruppe 
derselben, welche in der Mathematik ihre Begründung suchen 
müssen. 

Als Erfahrnngswissenschaft bedarf die Physik der unmit- 
telbaren und der mittelbaren Beobachtung, als Erfahrnngs- 
wissenschaft auf mathematischer Grundlage *) bedarf sie aufser- 
dem der Messung und der Rechnung. Die unmittelbare Be- 
obachtung der Naturerscheinungen führt einerseits zu .einer vor- 
läufigen Orientierung, sie dient andererseits dazu, die Mittel zu 
bestimmen, welche in diesem oder jenem Falle für eine mittel- 
bare Beobachtung anzuwenden sind. 

Die Mannigfaltigkeit der Bedingungen, unter denen die phy- 
sikalischen Erscheinungen eintreten, erschwert hier die Aufgabe 
der Wissenschaft, nämlich Gesetze festzustellen, in hohem Mafse. 
Man mufs daher einerseits Gruppen von Erscheinungen trennen, 
um dieselben einzeln der Beobachtung zu unterwerfen und mufs 
andererseits die mutmafslichen Bedingungen ihres Eintretens ändern, 
um die wirklichen Bedingungen desselben zu fixieren. 

Die Beobachtungsmittel^ welche diesen Bestrebungen dienen, 
heifsen wissenschaftliche Apparate. 

Indem man so in den Gang der Natur-Ereignisse eingreift und 
denselben auf diese oder jene Weise verändert, gelangt man einer- 
seits zu einer genauen Beobachtung von Erscheinungen, welche 
auch ohne unser Zuthun mehr oder minder deutlich hervorgetreten 
wären, während man andrerseits auf neue Erscheinungen stößt, 
welche sich sonst nicht entwickelt Jiätten oder doch unbeachtet ge- 
blieben wären. 

So war schon dem Altertum bekannt, da/s geriebener Bernstein 
leichte Körperchen anseht, während es einer großen Reihe von 
unmittelbaren und mittelbaren Beobachtungen bedurfte, um au^ 
dieser Thaisache das Gewitter su erklären oder um dieselbe in der 
Konstruktion der Elektrisier-Maschine nutzbar zu machen. 

Ein schwer abzugrenzendes Gebiet von mittelbaren Beob- 
achtungen pflegt man wissenschaftliche Versuche zu nennen. 
Hierher gehört jedes Verfahren, bei welchem es sich nicht sowohl 
um eine mehr oder minder vereinfachte Beobachtung gegebener 
Erscheinungen, sondern um die Beobachtung selbst veran- 
lafster Ereignisse handelt. 

Die Grenzen sind natürlich fließend. Bei jedem noch so geringen 
Eingriffe durch irgend welche Apparate wirkt man auf den Ver- 
lauf der gegebenen Erscheinungen ein und erzeugt Veränderungen 
derselben, d. h. neue Erscheinungen, während man andererseits 
durch keinen noch so großen Aufwand von Apparaten wirklich 

fwues erzeugen kann man muß stets bei der Änderung 

von Bedingungen stehen bleiben. Wenn man z. B. die Hand zu 



1) D. h. als exakte Wissenschaft. 
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einer Bohre schliefst^ um durch dieselbe entfernte Gegenstände un- 
gestört beobachten zu können oder um sich von der Zerlegung des 
weifsen Lichtes eu überzeugen, so läßt man ebensowohl einen 
Teil der gegebenen Erscheinungen bestehen, wahrend man einen 
andern aufhebt, als wenn man mit Fizeaus künstlichem Mecha- 
nismus die Geschwindigkeit des Lichtes zu konstatieren {ganz ah- 
gesehen von einer Messung) sucht Eine gebräuchliche Definition 
nennt jede, zu/r Bestätigung einer bestimmten wissenschaftlichen 
Anschauung gemachte^ mittelbare Beobachtung einen Versuch. 
Auch diese Definition hat nur scheinbar die gewünschte Schärfe. 

Macht man etwa kein Experiment, wenn man Natrium auf Wasser 
uÄrft, um die dabei auftretenden Erscheinungen zu studieren ohne 
doch über deren Beschaffenheit irgend etwas vorauszusetzen oder 
entbehrt andererseits irgend eine unssenschaftlicJie Beobachtung jeder 
Idee? Mit Becht sagt^) Liebig: „Das Experiment ist nur 
Hülfsmittd für den Denkprocefs, ähnlich wie die Bechnung; 
der Gedanke mufs ihm in edlen Fällen und mit Notwendigkeit 
vorausgehen, wenn es irgend eine Bedeutung haben soll^. 

Es scheint im Hinblick auf diese Schwierigkeit der Abgrenzung 
nicht unberechtigt in der Wissenschaft j ede mittelbare Beobachtung 
einen wissenschaftlichen Versuch zu nennen. 

Beim Messen handelt es sich um die Feststellung von 
Zahlen- Werten, d. h. um die numerische Vergleichung zweier oder 
mehrerer Dinge. 
Jede Größen 'Angabe ist das Ergebnis ein^r aufgeführten oder 
ausgeführt gedachten Messung, d, h eine Vergleichung. Der Be- 
griff Größe ist durchaus relativ. 

Um eine Reihe Ton Objekten^ welche in bestimmter Be- 
ziehung gleichartig sind, messen zu können, wählt man irgend 
eins derselben zur Einheit und sucht zu bestimmen, wie viel- 
mal die Einheit in jedem der andern Objekte enthalten ist. 
Soll z. B. die Entfernung zweier Bäume gemessen werden, so 
spannt man eine Schnur zwischen denselben aus, wählt irgend 
eine Strecke (markiert z. B. durch Einschnitte auf einem prisma^ 
tischen Stabe oder durch ein gespanntes Stück Schnur etc.) zur Ein- 
heit wid trägt dieselbe in bekannter Weise auf der zu messenden 
Schnur so oft als möglich ab. Läßt sich die Einheit 12mal 
abtragen, so entlialt die Schnur 12mal die gewählte Einheit. 

Im allgemeinen wird das zu messende Objekt nicht ein ganzes 
Vielfaches der Einheit sein. Um Bruchteile der Einheit messen 
zu können, mufs man dieselbe in kleinere Einheiten auflösen, indem 
man sie in gleiche Teile zerlegt. 

Die Zerlegung einer graden Linie in n gleiche Teile wird be- 
kanntlich dadurch vermittelt, daß man auf einer beliebigen 
Graden n beliebige Teile aufträgt t^d diese Teilung durch 

1) Rede über Baco v. Vernlam. 
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ein System von PardlleUinien auf die 0u teilende Grade über- 
trägt. Das Charakteristische dabei ist^ da/s man eine durch Zu- 
sammensetzung von gleichen Stücken konstruierte Teilung, welche 
man stets herstdlen kann, benutd, um eine geforderte Zerlegung 
auszuführen. Ähnliches tritt bei allen Messungen ein. 

Hat man 0. B. die beliebig gewählte Einheit des oben gegebenen 
Beispiels in 10 Teile zerlegt, so wird man nun das etwa übrig 
bleibende Stück der Schnur^ welches kleiner als die Einheit ist, 
in Zehnteln der Einheit ausdrücken können und zwar genau bis 
auf einen Bruchteil, der kleiner ist als ein Zehntel, 

Um genauer messen zu können, mufs man eine weitere Zer- 
legung der abgeleiteten Einheit {Zehntel) eintreten lassen, indem 
man diese weiter {z, B, wiederum in Zehntel) einteilt. 

Dieses Verfahren führt entweder bei Kommensurabilität 
des Gegenstandes und der Einheit (resp, eines aliquoten Teiles 
der Einheit) zu einem genauen Mafse oder es führt bei In- 
kommensurabilität des Gegenstandes und der Einheit (resp, 
eines aliquoten Teils der Einheit) zu einer beliebig weit hinaus- 
geschobenen Annäherung, für welche die Grenze der Genauig- 
keit (z. B, bis auf 0,0001 der Einheit) jederzeit angebbar ist 

Da die Festsetzung der Einheit innerhalb einer Gruppe von 
Objekten, die in bestimmter Beziehung gleichartig sind, der Will- 
kür unterworfen ist, während andrerseits nach Fixierung der Ein- 
heit jede Messung bestimmt ist, so müssen verschiedene Einheiten 
mit einander verglichen werden, wenn damit abgeleitete Zahlen in 
Beziehung gesetzt werden sollen. Ein solches vergleichendes 
Verfahren nennt man die Reduktion einer Einheit auf eine 
andere. 
Die Vergleichung zweier Einheiten kann auf doppelte Weise ge- 
schehen , indem man entweder die erste auf die zweite oder die 
zweite auf die erste reduziert. In jedem Falle handelt es sich 
darum, die eine Einheit durch die andere zu messen und dabei 
ist das Verfahren maßgebend, das überhaupt beim Messen in 
Frage kommt. 

Solche Beduktions- Gleichungen sind z, B, 5 frcs. = 4 Mk, 
oder 1 Meter = 3,186199 Fuß rhein, oder 1 Liter = 0,2201 Gal- 
lon, engl. 

Eine Messung, welche für eine Länge 0,5 -Meter ergeben hat, 
ist für Jemanden, welcher mit rhein. Fußen rechnen will, brauch- 
bar, sobald er die Eeduktions- Gleichung zwischen Meter und 
rhein. Fuß kennt: er findet für dieselbe Länge 1,5930995 Fuß 
rhein. 

Die Apparate, wel(?he zur Bestimmung numerischer Werte 
dienen, werden im Gegensatz zu den nur der Beobachtung gewid- 
meten Instrumenten, Mefs-Apparate genannt. 
Beobachtungs- Apparate sind z. B. Fernrohr, Mikroskop, Luft- 
pumpe, Magnetnadel etc. 
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Als Meß -Apparate mögen genannt werden : Gradlinige und 
kreisförmige Skala (Ma/s-Stab und Kreis-Teilung), Hebel- und 
Feder- Wage, Uhr, Barometer, Sirene und Thermometer. 

Viele BeobachiungS' Apparate können mit Hülfe einer Skala, 
Uhr etc. in Mefs-Apparate umgewandelt werden. So kann ein 
gewöhnliches Mikroskop 0. B. in Verein mit einer Gitter-Skala 
aus Glas {Mikrometer) zur Messung dienen. 

Jeder Me/s-Apparat ist mit einer Teilung versehen, welche für 
eim bestimmte Eirtheit konstruiert ist. Auf einem Thermometer 
ist z. B. eine gradlinige Längenteilung aufgetragen, zu einer 
Hebel-Wage gehört ein wohlgegliederter Gewichtssatz, eine Sirene 
ist mit Kränzen von äquidistanten Löchern oder Ausfräsungen 
versehen. 

Wenn schon die Ergebnisse blofser Beobachtungen durch 
Wiederholung und Abänderung von Versuchen geprüft und be- 
richtigt werden müssen, so gut das in noch höherem Mafse von 
den Resultaten der Messungen. 
Jede Messung ist wegen der ünvollkommenheit der Apparate und 
wegen der Ungenauigkeit der Beobachtung innerhalb gewisser 
Grenzen fehlerhaft. Wiederholte Messungen gestatten einerseits 
die gemachten Fehler zu verringern und andererseits Grenzen 
für deren Größen abzuleiten. 

Mi/st man z. B. unter sonst gleichen Umständen mit einer 
Skala eine bestimmte Länge mehrere Male, so findet man nicht 
genau übereinstimmende Werte. In dem arithmetischen Mittel der 
einzelnen Werte erhält man denjenigen Ausdruck der gesuc/iten 
Gröfse, welcher am wahrscheinlichsten ist. Die Annäherung dieses^ 
durch die Beobachtungen gefundenen, Mittel -Wertes an d^ ge- 
suchten wahren Wert läfst sich berechnen, indem man die Quadrate 
der mittleren Fehler {Abweichungen der Einzel- Werte vom Mittel- 
Werte) benutzt^). 

Handelt es sich nicht um den Wert einer Gröfse, welcJie un- 
mittelbar mehrere Male gemessen wird, sondern um verwickeitere 
FäUe, d. h. im allgemeinen um die Berechnung von Größen und 
Messungen verschiedener anderer Größen, so versagt die Methode 
des arithmetischen Mittels. Dieselbe ist nur ein speciell er 
Fall einer sehr allgemeinen Fehler-Bechnung, welche die Jfe- 
thode der kleinsten Quddrate heißt, weil sie für die ge- 
suchten Größen aus den Beobachtungen Mittel -Werte ableitet, 
welche der Bechnung zu Grunde gelegt, die Summe der Quadrate 
der Abweichungen von den Beobachtungen möglichst klein machen *). 

Neben der Verkleinerung und Bestimmung der Beob- 
achtungsfehler ist bei genaueren Messungen noch die Berück- 
sichtigung von sogenannten Korrektionen erforderhch. Der Wert 



1) Einfache Beispiele findet man bei Kohlransch in der Einleitung zu 
seinem Leitfaden der praktischen Physik. 
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der beobachtenden Gröfsen hängt oft von einer Reihe von Bedin- 
gungen, ab, die man zunächst vielleicht gar nicht oder doch nur 
unvollkommen in Rechnung ziehen konnte. Infolge dessen werden 
bei genaueren Bestimmungen einerseits Korrekturen der ge- 
wonnenen Zahlen und andererseits wiederum Betrachtungen über 
den Einflufs dieser Korrekturen nötig. Im allgemeinen 
müssen solche Verbesserungen des Resultates berücksichtigt werden, 
so lange der Betrag derselben gröfser ist als der Fehler, mit dem 
die Messung infolge der Ungenauigkeit der Beobachtung und der 
UnvoUkommenheit der Apparate so wie so behaftet ist. 

Eine solche Korrektion, welche fast bei allen Messungen angebracht 
werden mufs^ entspringt z. B. aus der Thatsache, da/s ein Natur- 
körper bei verschiedenen Temperaturen verschiedene Volumina hat 
Man darf daher hier streng genommen, nur von dem Volumen bei be- 
stimmter Temperatur, nicht aber schlechthin vom Volumen sprechen. 
Da aber andererseits die Änderung des Volumens bei wechselnder 
Temperatur gewisse Grenzen nicht übersteigt {die LängerhEinheit 
eines Messing- Körpers vergröfsert sich z. li, für 1 Grad um 
0,000019), so giebf eine beliebige Volumen-Messung einen Wert, 
der unter gewissen Umständen genau gentig ist und unter andern 
Umständen der Korrektur bedarf 

So wird IS, B. ein Tischler bei seinen Abmessungen anif die 
Volumen-Änderung von Material und Maßstab nur selten Bücksicht 
zu nehmen haben, während ein Mechaniker die Ausdehnung durch 
die Wärme bei seinen Arbeiten sehr oft zu beachten hat, 

Beobachtungen und Messungen bilden das Material für eine 
Erfahrungswissenschaft auf mathematischer Grundlage y die 

nicht blofs die qualitativen Beziehungen ihrer Objekte festzu- 
stellen sucht, sondern auch bemüht ist, die quantitativen Verhält- 
nisse derselben zu bestimmen. Im Gegensatz zu andern Erfahrungs- 
wissenschaften , welche den Zusammenhang von Bedingendem und 
Bedingtem ohne Messungen vermitteln, bedient sich eine solche 
mathematisch begründete Wissenschaft vor allem der Rechnung 
um ihre Gesetze herzuleiten und dieselben scharf zu formuUeren, 
sie drückt dieselben in Gleichungen aus und zwar in Gleichungen, 
deren Seiten stets homogen sind >). 

Die Homogeneität der beiden Seiten einer Gleichung kann nicht 
scJiarf gefiiug hervorgehoben werden. Wenn z, B, die Einheit der 
linken Seite eine Länge oder ein Gewicht oder eine Zeit-Bauer ist, so 
ist auch die Einheit der rechten Seite eine Länge oder ein Gewicht 
oder eine Zeit-Dauer, Scheinbare Abiveichungen treten ein, wenn 
die Einheit der einen oder der anderen Seite in irgend welcher 
Verhüllung erscheint und erst durch Umformungen auf ihren ein- 
fachsten Ausdruck gebracht werden mufs. 



l) Es ist ein groCses pädagogisches Verdienst von Schell bach, diesem be- 
reits von Foisson angedeuteten Umstand seine volle Aufmerksamkeit (Neue 
Elemente der Mechanik 1860) geschenkt zu haben. 



I 
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Da alle Messungen nur innerhalb gewisser Grenzen^ d. h, mit 
einem bestimmten Grade der Annäherung richtig sind, so^ kann 
die Rechnung, welche die Ergebnisse derselben benutd, des Öfteren 
bärächtlicfi abgelcürzt werden. Es ist ewechlos die Rechnung 
weiter auszudehnen, als es die vorgeschriebene {d. h. durch die 
Grenjsen der Beobachtungsfehler bedingte) Genauigkeit einerseits 
fordert und andererseits evHäfst. 

Eine Erfahmngswissenschaft verarbeitet ihr Material nach 
induktiv-deduktiver Methode. 

Unter Induktion versteht man ein Verfahren, welches von der 
einzelnen Beobachtung {resp. Messung) aus zu allgemeinen und 
immer allgemeineren Beziehungen aufsteigt und so aus dem Be- 
dingten auf die näheren und entfernteren Bedingungen schliefst, 
während die Deduktion umgekehrt verfährt. 

Die Deduktion, deren Wert lange überschätzt worden ist, dient 
im wesentlichen zur Prüfung und Berichtigung der auf induktivem 
Wege gewonnenen Ergebnisse und ist deshalb ein durchaus not- 
wendiges Hülfsmütel der Erfahrungswissenschaften, 

Wenn z, B, ein Philologe über den Gebrauch der Präposition 
cum aus den verschiedensten lateinischen Schriftstellern Material 
gesammelt und aus diesem gewisse Regeln abgeleitet hat, so kann 
die Prüfung dieser Regeln nur dadurch geschehen, da/s man die 
(deduktiv gewonnenen) Folgerungen derselben wiederum mit der 
Erfahrung vergleicht. 

Eine rein induktive Methode giebt es nicht, wohl aber eine in- 
duktiv-deduktive, d. h. eine Methode, bei welcher die Induktion in 
erster Linie zur Geltung kommt, ohne doch der Deduktion entbehren 
zu können. 

Man hat lange Zeit hindurch die Naturtvissenschaften rein de- 
duktiv zu behandeln versucht , indem man es unternahm, die Er- 
scheinungen aus Bedingungen zu erklären, die man selbst mit 
mehr oder weniger WÜlkür konstruiert hatte. Der Erfolg war 
durchaus negativ ; man gelangte zu steinen Erklärungen, so lange 
man es verschmähte, die Bedingungen der Erscheinungen aus diesen 
selbst herzuleiten. 

Das Verfahren der Mathematik und jeder anderen Wissen- 
schaft a priori muß dagegen mit Recht als deduktiv bezeichnet 
werden. Hier handelt es sich nicht darum, Gesetze aus der Er- 
fahrung abzuleiten, sondern darum, aus wohl formulierten Be- 
dingungen Folgerungen zu ziehen. 

Eine Erfahrungswissenschaft geht von den beobachteten 
(resp. aufserdem gemessenen) Beziehungen der einzelnen Er- 
scheinungen aus und prüft den Zusammenhang von Bedingendem 
und Bedingtem, welcher sich so im einzelnen dargestellt hat, zu- 
nächst immer und immer wieder an der Erfahrung. Wenn die Control- 
Beobachtungen (resp. Messungen) die mutmafslichen Beziehungen 
mehr und mehr bestätigen, so gelten dieselben als Thatsachen. 
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Es ist nicht ausgeschlossen, daß eine neue BeöbaMungsmethode 
oder {namentlich durch Vervollkommnung der Instrumente er- 
möglicMe) genauere Beobachtungen die Ergebnisse früherer Beob- 
achtungen , welche für festgestellt galten, beriditigt und also den 
Ausdruck für bestimmte Thatsachen mehr oder minder abzuändern 
zwingt. 

Als Beispiel mag die Untersuchung über eine etwa vorhandefie 
endliche Geschwindigkeit des Lichtes dienen,^), Descartes fand 
aus seinen Beobachtungen keinen Wert für eine solche und blieb 
daher bei der damals herrschenden Ansicht, da/s das Licht keine Zeit 
gebrauche, um sich fortisupflansseti. Olaf Boemer wies später auf 
anderem Wege nach, dafs die Geschwindigkeit des Lichtes eine 
endliche sei. 

Wo eigene Beobachtung unmöglich ist und man also auf An- 
gäben Anderer angewiesen ist {2, B. bei geschichtlichen Arbeitern), 
mufs man in der Anerkennung von Thatsachen äufserst vorsichtig 
sein; es giebt besondere Begeln für die wissenschaftliche Prüfung 
fremder Aussagen^). 

Es handelt sich dann darum, aus den einzelnen Thatsachen 
ein systematisch angeordnetes Ganzes zu machen. 
Neben die Beobachtung resp, Messung tritt die Verarbeitung des 
Materials durch Schlüsse und die Prüfung der Schlüsse am 
Material. Dabei darf das Ziel eines einheitlichen Abschlusses 
nie völlig aufser Acht gelassen tverden, obwohl auch Fälle denkbar 
sind^ in welchen die Beziehung auf den endlichen Abschlufs zu- 
rücktreten mufs. Die Voraussetzung für solches Arbeiten 
ist, dafs die Thatsachen selbst ein einheitlich-organisiertes Gebiet 
bilden .... sonst wäre die Forderung, das Wissen von den- 
selben zu einem systematisch angeordneten Ganzen zu machen, eine 
sinnlose. 

Den Znsammenhang der Thatsachen stellt man zunächst' 
in einzelnen Gesetzen dar. Jedes Gesetz ist ein Ausdruck für 
eine bestimmte Gleichförmigkeit des Geschehens, d. h. für eine 
bestimmte Beziehung bedingender und bedingter Thatsachen, welche 
mittelbar durch Beobachtungen gefunden wurde und als allgemein- 
gültig vorausgesetzt wird. 

Es verdient betont zu werden, dafs man eine hie und da beob- 
achtete Gleichförmigkeit des Geschehens, gegen welche keine under- 
sprechenden Thatsachen ins Feld geführt werden können, als eine 
allgemeingültige voraussetzt. Diese Voraussetzung hat ihre Be- 
rechtigung erlangt durch die Fruchtbarkeit ihrer Verwendungen, 
sie stützt sich auf das Aodom von der Begreiflichkeit der 
Welt gemäfs deren gesetzlicher Organisation ®). 



1) Vgj. w. 4. S. 2. 

2) Vgl. Zell er, Logik (Üniv.-Vorles.). 

3) Vgl. Helmholtz, die Thatsachen in der Wahrnehmung. Schlnss. 
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Eine Reihe von einzelnen Gesetzen verbindet man in einer 
Theorie zu einem einheitliehen Ganzen. 
Da Jceine Erfahrungswissenschaft abgeschlossen ist, so wird es 
jederzeit notwendig^ Lüchen im Zuhammenhange der einzelnen 
Thatsachen und der verbindenden Gesetze durch Annahmen aus- 
zufüllen, für welche zunächst nur die negative Bedingung gilt^ 
da/s sie selbst und die aus ihnen gezogenen Folgerungen keiner 
Tliatsache und keinem Gesetze widersprechen. Solche Annahmen 
nennt man Hypothesen, Wenn schon erfahrungsmä/sig festge- 
stellte Gesetze und Theorieen durch die Deduktion ihrer Folgerungen 
und die Prüfung dieser Folgerungen an der Erfahrung bestätigt 
werden müssen, so gilt das in noch höherem Maße von allen hypo- 
thetischen Ausfüllungen der Lücken unseres Wissens. Je frucht- 
barer sich eine durch Hypothesen gestützte Theorie erweist, um 
so wahrscheinlicher ist dieselbe. Die Aufstellung glücklich ge- 
wählter Hypothesen hat des Öfteren dazu geführt, neue Erscheinungen 
zu entdecken und neue Gesetze aufzufinden. Ein schlagendes 
Beispiel dafür ist die Galle sehe Entdeckung (1846) des Planeten 
Neptun, dessen Existenz und Stellung auf Grund von Leverriers 
Beobachtungen und Rechnungen erscUossen werden konnte: die 
Entdeckung umrde möglich durch die hypothetische Verallgemeinerung 
der Fall-Gesetze, welche in Newton s Satz niedergelegt worden war. 

Andere Beispiele bietet die moderne Chemie, welche neue Ver- 
bindungen erst hypothetisch konstruiert und dann durch Versuche 
hergestellt hat, in grofser Fülle. 

Das Ziel einer Erfahmngswissenschaft ist erreicht, wenn sie 
alle Thatsachen ihres Gebietes durch Vermittelung der beherr- 
schenden Gesetze in einer Theorie zusanmiengefafst hat, von 
welcher man auf deduktivem Wege zu den einzelnen Thatsachen 
zurückzukehren im Stande ist. 

Die Deduktion schreitet vom allgemeinen zum besonderen fort, ent- 
weder um aus anerkannten Sätzen logisch notwendige Folgerungen 
abzuleiten oder um die Folgerungen bestrittener Sätze an That- 
sachen zu prüfen und damit über die Berechtigung der pro- 
blematischen Thesen zu entscheiden (direkter und indireMer Beweis). 
Innerhalb der Erfahrungswissenschaften sitwl die allgemeinen Sätze, 
von denen die Deduktion ausgeht, stets durch Induktioti gewonnen. 
Bei mathematisch begründeten Erfahrungswissenschaften wird im 
speciellen auch mathematische Deduktion {z. B. Rechnimg) auf- 
treten, wenn es sich darum handelt, einzelne Gesetze oder ganze 
Theorieen an der Erfahrung zu prüfen. In une weit es in einer 
Wissenschaft möglich ist, den geforderten Abschlufs zu erreichen, 
das kann im allgemeinen nicht bestimmt werden. 

Als klassisches Beispiel für die induktiv -deduktive Methode 
der Erfahrungs Wissenschaften können die Kepler- Newton sehen 
Arbeiten über die Bewegung der Himmelskörper dienen. 

Die alexandrinische Schule hatte dem ptolemäischen Weltsystem 
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zur Herrschaft verholfen, in welchem die Erde die centrale Stellung 
einnimmt, welche der Sonne zukommt. Im Jahre 1543 erschien 
das Buch von den ,Bahnen der Himmelskörper' von Nikolaus 
Kopernikus, in welchem die Doppelbewegung der Erde (um ihre 
Achse und um die Sonne) gelehrt wurde. Damit war zunächst 
der älteren Hypothese, welche jene Epoche beherrschte, eine neue ') 
Hjrpothese entgegengestellt und nun handelte es sich darum, zu 
entscheiden, welcher von beiden der Sieg gebühre. Während einer- 
seits Galilei durch die Entdeckung der Jupiter -Trabanten auf 
eine ,Welt im Kleinen* hinwies, an welcher man die Annahmen 
des grofsen Astronomen von Thom prüfen konnte-), unternahm 
es andererseits Kepler, durch Beobachtung eines bestimmten 
Planeten (Mars) Zahlen abzuleiten, welche über die fraglichen Be- 
wegungsverhältnisse Auskunft geben konnten. Aus diesen Mes- 
sungen folgte, dafs der Mittelpunkt des Mars eine bestimmte, ge- 
schlossene, ebene Kurve und zwar eine Ellipse beschreibt und dafs 
der Mittelpunkt der Sonne in dem durch die Planeten-Bahn be- 
grenzten Ebenen-Stücke seine feste Stellung hat. Aus den Mes- 
sungen folgte ferner, dafs, die Verbindungs-Linie vom Sonnen-Mit- 
telpunkt und Mars-Mittelpunkt in gleichen Zeiten gleiche Ebenen- 
Stücke beschreibt. 

Diesen beiden Gesetzen (1609) konnte Kepler später (1618) 
noch ein drittes hinzufügen, welches den Zusammenhang zwischen 
der Zeit eines Umlaufes des Planeten und der Gestalt seiner Bahn 
aufdeckte. 

Die Messungen Keplers schienen zunächst auf eine elliptiscJie 
Bahn des PlanetenrCentrums hinzuweisen^ so dafs die Existenz 
einer so hestimmten Bahn vorläufig als Thatsache hingestellt 
werden durfte. Aus dieser Thatsache folgten durch Rechnung he- 
stimmte Angaben über die Stellung der Planeten und diese durch 
mathematische Deduktion gewonnenen Folgerungen mufsten wiederum 
an der Erfahrung geprüft werden etc. 

Indem man die für das Verhältnis von Sonne und Mars ge- 
wonnejien Gesetze auf alle Planeten des Sonnensystems ausdehnte, 
machte man eine Hypothese, welche wiederum an der Erfahrung 
geprüft werden mufste. Als dann Newton nachwies, dafs sich 
alle diese Gesetze in einer Theorie vereinigen liefsen, welche die 
einzelnen Thatsachen deduktiv zu ermitteln gestattete, da war ein 
grofses Gebiet von Erscheinungen einheitlich aufgefafst worden: 
die Bewegungen der Himmelskörper gehen so vor sich, als wenn 
sie sich direkt proportional ihren Massen und umgekehrt propor- 
tional den Quadraten ihrer Central-Entfemung anzögen. 

Oh man nun wirklich Anziehungs-Kräfte anzunehmen hat oder oh 
sich diese Kräfte noch weiter auflösen lassen oder oh man den 



1) welche allerdings einzelne Vorläufer hatte. 

2) Vgl. W. 4. S. 2. 
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Begriff der Kraft ganz enibehren Icann, das sind Fragen, deren 
Beantwortung zwar für die Beutung der Theorie nickt gUichgiUtig 
ist, welche (ä>€T den erfahrungsmä/sig festgestellten Zusammenhang 
der Erscheinungen durchaus nicht anzulasten vermögen. 

Das induktiv-deduktive Verfahren der „Wissenschaften a poste- 
riori" steht und fällt mit der Voraussetzung, dafs die Gebiete der- 
selben in sich gesetzmäfsig organisiert sind. Das Axiom von der 
Begreiflichkeit der Erscheinungen ') ist aber überhaupt der Grund- 
pfeiler der modernen Wissenschaft . . . man kann denselben nicht 
umstürzen, ohne zugleich die Wissenschaft selbst zu vernichten. 



2. Bas Gebiet der Physik. 

Die Physik^) hat einerseits die Aufgabe, die mechanische 
Grundlage für die in der Natur gegebenen Bewegungen fest- 
zustellen und hat andererseits die Aufgabe, die Empfindungen^ 
welche diesen Bewegungen entsprechen, in systematischem 
Zusammenhange zu beschreiben. 
Aus dem relativ großen Gebiete aller möglichen Bewegungen hat 
die Physih den relativ-Meinen Teü auszuscheiden, welcher wirk- 
lichen Bewegungen entspricht. Die Mechanik wird z. B, unter- 
suchen dürfen, welche Bewegungen in einem Systeme von Kugeln vor 
sich gehen, wenn sich dieselben direkt proportional der Iten, 2ten, 
3ten etc. Potenz ihrer Centrai-Entfernungen anziehen, während es 
der Physik obliegt nachzuweisen, ob solche Bewegungen m der 
Natur vorkommen und unter welchen Umständen sie dort etwa 
auftreten. Andererseits steht erfahrungsmä/sig fest, dafs gewissen 
Bewegungen stets nur Licht-Empfindungen j anderen aber immer 
nur Schall-Empfindmigen , noch anderen wiederum nur Wärme- 
Empfindungen entsprechen etc. Diese Korrespondenzen im einzelnen 
festzustellen und nachzuweisen, in welcher Art Gruppen von Be- 
wegungen und Gruppen von Empfindungen zusammenhängen, das 
ist der andere Teil der Aufgabe, welche der Physik obliegt. 

Das Bewegliche ist für die Mechanik schlechthin ein Baum- 
Gebilde, d. h. ein Punkt oder irgend ein Punkt-System, während 
die physischen Bewegungen von vornherein als Bewegungen 

von Körpern, d. h. von dreifach ausgedehnten Gebilden, aufgefafst 
werden müssen. Es fragt sich nun, welche Punkt-Systeme für die 
Darstellung physischer Körper geeignet erscheinen, d. h. welche 
Anordnung und welche Beschaffenheit von Punkten vorausgesetzt 



1) Im Sinne Kants. Vgl. W. 5. S. 17. 

2) Herwig, Physikalische Begriffe, sagt: Die Naturerscheinungen, deren 
Erklärung der Physik obliegt, sind Bewegungserscheinungen. Vgl. auch Buff, 
Lehrbuch der physikalischen Mechanik, I, 1 : „Bewegung ist der natürliche Zustand 
der ganzen Körperwelt" etc. 
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werden muTs, wenn man zu mögUchst genauen Abbildern der Natur- 
körper gelangen will. 

Bei dieser Frage scheint es sich jsunächst noch gar nicht um 
B ew e g ung s Verhältnisse irgend welcher Art jsu handeln. Man ge- 
langt hier eu dem Hauptproblem einer eigenen Wissenschaft, welche 
Physische Geometrie genannt {Helmholte) werden Jcann *). 
Teile derselben sind bisher wohl nur in einzelnen Kapiteln der 
Mechanik dargestellt worden, obgleich jede Messung, bei welcher 
man mathematische Vorstellungen für die Praxis verwendet, die 
Anwendung gewisser Sätjse der physischen Geometrie voraussetd. 
Es fehlt hier noch an geschlossenen Darstellungen des Ganssen 
und an scharfer Begrenzung der einzelnen Teile, 

Auf die Frage, was ein physischer Körper sei, giebt es nur 
eine Antwort : AUes^ was wir mit unsern Sinnen wahrnehmen^ 
gestaltet sich nns zn einem ränmlich-ausgedehnten Ganzen^ 
dessen einzelne Teile Körper genannt werden^). 

Es verdient bemerkt zu werden, da/s auch unser eigener Körper 
in diesem Ganzen seine Stelle hat, wie jeder andere Körper, Für 
das schauende Auge ist der Gipfel eines fernen Berges ebensowohl 
Aufsenwelt, wie irgend ein Glied des zugehörigen Körpers, für 
den tastenden Finger ist der benachbarte Finger ebensowohl Aufsen- 
welt, wie die Wölbung eines nahen Thürbogens etc. 

Obwohl die einzelnen Teile gegen einander eine gewisse, ge- 
setzmäfsig bestimmte, Selbständigkeit zeigen, so können wir 
einen physischen Körper doch nur in nnsern eigenen Empfin- 
dungen beschreiben. 

Diese Bemerkung folgt unmittelbar aus dem oben Gesagten, wenn 
man sich erinnert, da/s die Elemente des von den Sinnen Darge- 
botenen, insofern sich dasselbe räumlich anordnet, Empfindungen 
genannt werden. Diese Verhältnisse sind zum ersten Male von 
Arthur Collier {1703) und George Berkeley {1709) Mar 
übersehen worden. Letzterer sagt {1710) in seinen Abhandlungen 
über die Principien des menschliclien Erkennens: „Der Geruchs- 
sinn verschafft uns GerücJie, der Geschmackssinn Geschmacks- 
empfindungen, der Sinn des Gehörs führt dem Geiste SchaMem- 
pfindungen zu in ihrer ganzen Mannigfaltigkeit nach Ton und 
Zusammensetzung. Da nun beobachtet wird, da/s einige von 
diesen Empfindungen einander begleiten, so geschieht es, da/s sie 
mit einem Namen bezeichnet und infolge dessen als ein Ding be- 
trachtet werden. Ist z. B. beobachtet worden, da/s eine gewisse 
Farbe, Geschmacksempfindung, Geruchsempfindung, Gestalt und 
Festigkeit vereint auftreten, so werden sie für ein bestimmtes Ding 
gehalten, weklies durch den Namen Apfel bezeichnet wird. 



1) Vgl. das Vorwort. 

2) Vg]. auch Bnff, Lehrbuch I, 38: Stoff ist alles sinnlich Wahr- 
nehmbare. 
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Andere Gruppen bilden einen Stein ^ einen Baum^ ein Buch und 
ähnliche sinnliche Dinge^. Es ist in der Thai die Zusammen- 
gelmrigheit bestimmter Empfindungen, nicht mehr und nicht weniger, 
welche uns veranla/st, die einzelnen Körper in dem Ganzen unserer 
Empfindungen von einander abzugrenzen. 

Ein bestimmter Körper wird, so weit er uns sinnlich bekannt 
ist, durch eine bestimmte Gruppe zusammengehöriger Empfindungen 
gebildet y für welche im übrigen die räumliche Anordnung charah- 
teristisch ist: derselbe läßt sich definieren als ein unbekanntes 
Etwas im Baume y welches unter diesen Bedingungen diese, unter 
jenen Bedingungen jene Empfindungen in uns hervorruft *). 

Da sich die Beschaffenheit eines bestimmten physischen Kör- 
pers nur durch eine bestimmte Gruppe von Empfindungen dar- 
stellen läfst, so wird man das Charakteristische des physischen 
Körpers überhaupt nur durch die Analyse von Empflndnngs- 

Grnppen ermitteln können. 
Dabei spielen die Sinnesgebiete des Tastens und des Sehens eine 
ganz hervorragende Bolle, Gruppen von Gesichts-Empfindungen 
und vor allem Gruppen von Tast- Empfindungen'^) bilden ge- 
wissermafsen die Skelette der Körper^ welche andern Empfindungen 
Halt gewähren. Es kann kein physischer Körper vorgestellt werden, 
welcher nicJd unter gewissen Bedingungen getijistet oder ^ehen 
werden könnte, während man sich durchaus nicht alle Körper 
immer tönend oder immer warm oder immer riechend vorzustellen 
pflegt. Dafß in letzter Instanz für alle Sinnes-Gebiete kongruente 
Beziehungen gelten und da/s scheinbare Abweichungen auf eine 

' ungleiche Ausbildung der Sprache etc. zurückzufüJiren sind, soll 
hier wenigstens erwähnt werden. 

Einer bestimmten Empfindnngs-Gruppe läfst sich stets eine 
bestimmte Gruppe von Bewegungen zuordnen, welche für dieselbe 
durchaus charakteristisch ist. 

Hier ist von vornherein jeder Ansicht , welche Empfindungen auf 
Bewegungen zurückzuführen versucht, mit aller Schärfe entgegen- 
zutreten. Man kann nur feststellen, da/s einer Empfindung, z. B. 
dem Blau der Kornblume eine bestimmte Bewegung zugeordnet wer- 
den kann, welche von einer andern Bewegung, die vielleicht dem 
Tone a entspricht^ völlig verschieden ist. 

Man hat demnach jeden physischen Körper als ein in 
steter Bewegung befindliches Etwas anzusehen, dessen einzelnen 
Bewegungen, insofern dieselben wahrgenommen werden, ganz be- 
stimmten Empfindungen entsprechen. 

1) Auf die Verschiedenheit der beiden Definitionen braucht wohl kaum 
hingewiesen zu werden. Die erste entsteht aus der zweiten durch Elimination 
des unbekannten Etwas, mit dem die Wissenschaft doch nichts anfangen kann. 

2) Bei Lähmung aller andern Sinnesgebiete (Laura Bridgeman) genügt 
der Tastsinn zur Ausbildung der Vorstellungen von der räumlich angeordneten 
Körper- Welt. Vgl. Wundt, Phys. Psych. II, 13. 
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In Erinnerung an die Relativität des Begriffes „Bewegung^ kann 
man die Bewegungen eines physischen Körpers als gegenseitige 
Lagen -Änderungen seiner Elemente präcisieren, wobei mit dem 
Wort „Element^ nur der oben erläuterte Sinn zu verbinden ist 
Was schliejslich das in Bewegung befindliche Mtwas ist, bleibt 
vöUig dunkel^). 

Die Empfiudnngen sind nach Qualität und Intensität be- 
stimmt, d. h. sie haben eine bestimmte Beschaffenheit und 
eine bestimmte Stärke. 

Qualitäten sind z, B. blau, süfs, wohlriechend, schrill, kalt, rauh etc. 
Hier mag daran erinnert werden, da/s Zustände der Lust und 
Unlust in der Wissenschaft als Gefühle von den JEm- 
pfindungen streng zu scheiden sind, während der Gebrauch 
des gemeinen Lebens Fühlen und Empfinden beständig durch ein- 
ander mengt. Das Empfundene ist stets irgendwo im Baume, 
das Gefühl kann erst durch Beziehung auf Empfundenes lokali- 
siert werden'^). 

Demnach wird man auch die physischen Bewegungen in 

zweifacher Hinsicht bestimmt denken müssen^ Gemäfs der Qualität 
der entsprechenden Empfindungen wird eine Klassifikation der Be- 
wegungen eintreten können, während das allen Empfindungen ge- 
meinsame Moment ;,eine gewisse Stärke zu haben ^' auf eine allen 
Bewegungen gemeinsame Bestimmung hinweist. 

Diese Korrespondenzen zu begründen ist Sache der modernen 
Psychologie^ welche sich am besten als physiologische Psycho- 
logie charakterisieren läßt. 

Nach der Beschaffenheit zerfällt das Ganze der menschlichen 
Empfindungen in sechs Qualitäten-Kreise^), welche den Sinnesge- 
bieten des Menschen, wie sie Anatomie und Physiologie abgrenzen, 
völlig entsprechen. 

Jedem Sinnesgebiet korrespondiert ein bestimmtem körperliches 
Organ, das in enger Verbindung mit dem Central- Nerven-Systeme 
steht. Die einzelnen Organe sind nicht in gleichem Grade aus- 
gebildet Am besten entwickelt sind Auge und Ohr mit ihrem 
Zubehör, am wenigsten entwickelt ist das System der Nerven- 
Endigungen, welches für die Aufnahme von Tast- und Wärme- 



1) Ein Körper ist schliefslich für die Physik eine Gruppe von Bewegungen. 
Nennt man das Bewegliche „Stoff-*, so bezeichnet man das Unbekannte mit einem 
Namen und macht es dadurch scheinbar bekannt. Es liegt gar kein Grund vor, 
in irgend einer Hinsicht über die Bewegung selbst zum Beweglichen fortzugehen, 
welcher sich schliefslich nur als ein Erbstück aus den Zeiten des scholastischen 
Kealismus entpuppt. 

2) Vgl. die Literaturangabe in W. 5. I. 

3) Das Wort stammt von J. G. Fichte. Im Anschlufs an Helm hol tz 
sprechen einzelne Forscher von den sechs Modalitäten der Empfindung und von 
den Qualitäts-Unterschieden bei gleicher Modalität. Vgl. Helmholtz, die That- 
sachen, S. 9. 
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Empfindungen gemacM ist Da/s trotzdetn eine äufserst feine 
Ausbildung des Tastsinnes vorhanden ist, liegt daran, dafs die 
Beweglichkeü der tastenden Glieder eine relativ grofse ist 

Die sechs Qualitäten-Kreise entsprechen den Tast-, Wärme-, 
Geruchs-, Geschmacks-, Licht- und Ton-Empfindungen. 

Man vergifst oft, dafs es ohne ein sefiendes Auge ebensowenig 
Licht giebt, wie es ohne schmeckende Gaumpapillen einen Ge- 
schmack oder ohne geruchvermittelnde Nervenenden Gerüche giebt. 
Die Sprache ist eben in diesem Gebiete nicht gleichmäßig ausge- 
bildet. 

Die Unterschiede innerhalb eines Qualitäten -Kreises treten 

gegen die Unterschiede verschiedener Qualitäten-Kreise um ein 

Bedeutendes zurück, sie sind in gewissem Sinne vergleichbar. 

Eine Vergleichung zwischen „blau^ und yySüfs^ ist unmöglich, 

nicht aber eine solcfie zwiscJien zwei Tönen oder zwischen zwei 

Gerüchen. 

Die moderne Psychologie hat dön äufserst wichtigen Satz ge- 
funden, dafs die Qualität der Empflndnngen stets mit der Form 
der Bewegungen koi:respondiert , welche denselben entsprechen. 
Unter der Form einer Bewegung ist die Gesamtheit der Bahnen 
( Wege) zu verstehen, welche die an der Bewegung beteiligten Funkte 
durchlaufen. So sind z. B. grade Linie, Kreis, Ellipse, Schrauben- 
linie etc. bestimmte Formen der Bewegung eines Punktes, Strahlen- 
büsdiel, KreisscJmren , Ellipsenbündel, Systeme von Schrauben- 
linien etc. bestimmte Formen der Bewegung eines Punkt-Aggre- 
gates etc. 

Einem bestimmten Qualitäten -Kreise der Empfindungen 
entspricht eine bestimmte Klasse materieller Bewegungen. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus der Korrespondenz von Em- 
pfindungS'Qualität und Bewegungs-Form. 

Demnach hat man zu unterscheiden: 

1. Bewegungen, denen Tast-Empfindungen entsprechen, 

2. Bewegungen, denen Wärme-Empfindungen entsprechen, 

3. Bewegungen, denen Geruchs-Empfindungen entsprechen, 

4. Bewegungen, denen Geschmacks-Empfindungen entsprechen, 

5. Bewegungen, denen Ton-Empfindungen entsprechen und 

6. Bewegungen, denen Licht-Empfindungen entsprechen. 

Ein physischer Körper, welcher sich als eine bestimmte Gruppe 
von Bewegungen darstellt, ist uns zunächst als eine bestimmte 
Gruppe von Empfindungen gegeben, wdclie durchaus nicht einem 
ei/nzigen Kreise zu entstammen brauchen. 

Ein in Brand befindlicher Feuerwerks-Körper, z. B. ein Feuer- 
rad, ruft in uns gleichzeitig gewisse Licht-. Ton-, Geruchs-Em- 
pfindungen etc. hervor. 

Was nun das gemeinsame Moment aller physischen Bewegungen 
anbelangt, so wurde bereits bemerkt, dafs den Empfindungen aller. 
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Qualitäten-Kreise eine bestimmte Intensität zukommt und dafs 
aus diesem Umstände wiederum auf eine gewisse Korrespondenz 
zwischen Bewegung und Empfindung geschlossen werden darf 

In der That findet sich eine solche allgemeine Eigenschaft. 
Es ist wiederum ein äufserst wichtiger Satz der modernen Psycho- 
logie, dafs die Intensität der Empfindungen stets mit der Energie 
der Bewegungen korrespondiert, welche denselben entsprechen. 
Unter der Energie einer physischen Bewegung ist jenes eigentüm- 
liche Moment derselben 0u verstehen, welches man im gemeinen 
Leben bald Wirksamkeit , bald Stärke y bald Wucht, Gewalt etc. 
nennt *). 

Die Energie der Bewegung ist verschieden für eine' geworfene 
und für eine abgeschossene Büchsenkugel, sie ist wiederum eine 
andere für den seine Bahn durcheilenden Planeten. 

Um das Korrespondensgesetz zu specialisieren , mag bemerkt 
werden, dafs z. B. die Stärke einer Ton-Empfindung in be- 
stimmter Beziehung zu der Energie der entsprechenden Luft-Be- 
wegung steht: das leise Säuseln entspricht einer gelinden, der 
laute Knall einer äufserst starken Erschütterung der Luft. 

Der Begriff der Energie als eines Mafses für die Wirksam- 
keit der physischen Bewegungen bildet den Mittelpunkt der 
modernen Physik. 

Die Energie der Bewegungen bestimmt die Gröfse ihrer gegen- 
seitigen Hemmungen und Förderungen. Auf den Begriff der 
Energie gründet sich diejenige Spezialform der Dynamik, 
welche der Physik als Basis dient, d. h. diejenige Form, deren 
Verwendbarkeit für die Lösung der in der Nalur gegebenen Pro* 
bleme durch den Erfolg erwiesen wurde. 

Da die Intensität der Empfindungen im allgemeinen mit 
der Energie der entsprechenden Bewegungen wächst^), so hat 
man in der unmittelbar gegebenen Abschätzung der Empfin- 
dungs-Stärke zugleich einMafs für die korrespondierende Energie. 
Diese Abschätzung der Empfindungs- Stärke beruht auf dem Ver- 
hältnisse, in welchem die äufsern Bewegungen zu den durch sie 
im Nerven- Systeme hervorgerufenen, Gegenbewegungen ( Innerva- 
tiomb^)egungeny stehen. Dafs keine Empfindung ohne Inner- 
vation zu Stande kommt, ist wiederum ein wicktiger Satz der 
modernen Psychologie, welcher übrigens noch etwas allgemeiner^) 
gefafst werden kann. 

Man sollte nie vergessen, dafs wir stäs unmittelbar oder 



1) Statt der Definition hat überaU der Hinweis anf die Thatsache ein- 
zutreten, sobald es sich um etwas handelt, das man nicht definieren kann. Vgl. 
W. 5. S. V. 

2) Die Art dieser AKT.ati^Y,'jr]^^|'f (^^^>|||.|.f^f,)^||>f^ fipnfftri) iflt flTigVnb]ii*1r]iAh G^g^n- 
stand lebhafter Diskussionen. 

3) Kein Bewnfstsein ohne Willensthätigkeit Vgl. Wnndt, Physiologische 
Psychologie II, 4 und W. 5. ö. 6. 

Wernicke. 3 
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mittelbar ans der Stärke unserer Empfindungen auf die 
Energie von Bewegungen schliefsen, ja da/s wir eine soUke 
überhaupt nur annehmen, weil wir das Game der Erscheinungen, 
welches einer Empfindung korrespondiert, in einen geistigen ^) und 
in einen körperlichen Teil verlegen und beide Teilvorgänge einander 
genau entsprechen lassen, also im besonderen aus der Stärke der 
Empfindung auf eine bestimmte StärJce der korrespondierenden 
Bewegung schließen. 

Das Geistige ist stets das unmittelbar Gegebene, das 
Körperliche das Erschlossene, also mittelbar Gegebene. 

Weil wir die Energie dieser oder jener Bewegung {z, B. bei 
einem, auf unsern Fufs geworfenen. Stein oder bei unserem, gegen 
einen Balken gestoßenen, Kopfe etc) an der Stärke der ent- 
sprechenden Empfindung kennen gelernt haben, deshalb schreiben 
wir auch bei einer vorüberfliegenden Kugel der Bewegung eine be- 
stimmte Energie 0U, obwohl dieselbe ja auch ganz energielos sein 
könnte. 

Jede Bewegung von besti/mmter Energie 0u denken, umd 
schließlich nur durch das Ergebnis einer Beihe von Induktions- 
schlüssen gefordert, welche in letzter Instanz auf die Erfahrung 
zurückgreifen, daß einzelne Bewegungen ihre Energie durch die 
Intensität entsprechender Empfindungen kund gegeben haben. 

Im Hinblick auf die verschiedene Qualität der Empfindangen 
hat man verschiedene Formen der Energie zu unterscheiden. 
Die Energie einer Bewegung, welcher Licht -Empfindungen ent- 
sprechen, steht z. B. der Energie einer Bewegung, welcher Ton- 
Empfindungen entsprechen, entgegen: Energie der Licht- Bewegung 
und Energie der Ton-Bewegung sind zwei verschiedene Formen 
der Energie. 

Durch die hier eingeführte Bezeichnung (Form der Energie), 
welche übrigens allgemein eingebürgert ist, hebt man das gemein- 
same Momenl aller physischen Bewegungen nachdrücklich hervor, 
ohne doch die Verschiedenartigkeit der Bewegungsgruppen außer 
Acht zu lassen, welche durch die Qualität der entsprechenden 
Empfindungen bestimmt wird. 

Es ist ein wichtiger Erfahrungssatz ^ dafs sich Bewegungen 
der verschiedenen Gruppen in einander verwandeln können, dafs 
also eine Form der Energie in eine andere Form der Energie 
übergehen kann. 

Dieses Theorem heifst der Satz von der Transformation der 
Energie. 
In der hier gegebenen Darstellung verschwindet das Mystische 



1) Dieser geistige Teil ist die Empfindnng und ihr Geleitgefiihl nnd aufser- 
dem fremde und eigene Thätigkeit — der körperliche Teil ist Aktions-Bewegung, 
Beaktions-Bewegung und Deformation. Der Empfindung und dem Gefühle ent- 
spricht die Deformation etc. Vgl. W. 5. S. 6 fg. 
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dieser Beziehungen. JEs scheint von vornherein Mar, daß ver- 
schiedene BewegungS'Formen in einander übergehen können und 
da/s dabei natürlich die der Bewegungs Form entsprechende 
Qualität der Empfindung bes, einem Wechsel unterliegt. 

Wenn also 0, B, statt einer Licht-Bewegung eine Wärme-Be- 
wegung auftritt, so hat man anzunehmen, da/s die Bewegungs- 
Form, welcher Licht-Fmpfindungen entsprechen, übergegangen ist 
in eine Bewegungs- Form, welcher Wärme- Empfindungen entsprechen. 
Ein solcher Fall tritt ein, wenn die Sonne einen Körper bescheint. 
Die Licht' Bewegung, welche von der Sonne ausgeht, erregt in dem 
beleuchteten Körper einerseits Licht-Bewegungen und andererseits 
Wärme- Bewegungen, Die Licht-Bewegungen sind vorhanden, denn 
wir sehen den Körper; die Wärme- Bewegungen sind vorhanden, 
denn wir empfinden die Wärme des beleuchteten Körpers, Im ersten 
Falle hat eine Erregung von Bewegungen derselben Form, d, h. 
eine Übertragung derselben Bewegungs- Form, im zweiten Falle 
hat ein Übergang von einer Form zur andern, d. h, eine Trans- 
formation statt gefunden, 

Energie kann als Mafs für die Wirksamkeit der physischen 
Bewegungen ebensowenig unabhängig von der Erfahrung definiert 
werden, wie etwa Länge oder Zeit-Daner. 

Alle Versuche, die Energie auf andere Art Mar -zu machen als 
durch den Hinweis auf die Thatsache, sind fehlgeschlagen,, weil 
sie sich durchaus in Zirkeln bewegen müssen. Man kann auch 
niemandem begreiflich machen, was grün ist, wenn er es nicht 
selbst empfindet oder es doch einmal selbst empfunden hat. 

Eine Analyse des Begriffes Energie gestattet, denselben auf 
die bekannten Begriffe von Länge und Daner und aufserdem auf 
den noch unbekannten Begriff der Masse zurückzuführen, so dafs 
die Einheit der Energie auf Einheiten der Länge^ Daner und 
Masse zurückweist. 

Die Energie einer Bewegung ist das unmittelbar Gegebene, 
die Masse einer Bewegung das mittelbar Gegebene, Es zeigt 
sich aber, dafs man bei gegebener Masse unter Bezugnahme 
auf Längen- und Zeit-Einheiten stets einen Ausdruck für die 
Energie finden kann. 

Diese Zurückführung ist von hoher Bedeutung, weil die Energie 
eines bewegten Körpers unter verschiedenen Umständen verschie- 
den ist, während die Masse desselben unter allen Umständen 
konstant ist 

Schleudert man dieselbe Büchsenkugel einmal mit der Hand, 
während man dieselbe ein afideres Mal aus einem Gewehre ab- 
schiefst, so ist die Energie der Bewegung im ersten Falle bei 
weitem kleiner als im zweiten, während die Masse in beiden Fällen 
dieselbe ist. 

Es ist ein Erf ahrnngssatz , dafs es für jeden Körper einen 
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bestimmten Zahlen-Koefflcient seiner Wirksamkeit giebt, welcher 
bei jeder Bewegung desselben für den Wert der Energie mafs- 
gebend ist. Diesen Zahlen-Koefflcient nennt man die Mafs-Zahl 
der Masse des Körpers. 

Das so bestimmte Theorem heifst der Satz von der Konstanz 
der Masse. 

Was die Masse seihst ist, bleut völlig dunkel *). Wenn man die- 
selbe als „Menge der Materie^, als „das, was Widerstand leistet^, 
als das „Träge^ etc. definiert, so umschreibt man nur mehr 
oder weniger geschickt^ da/s man es hier mit einem Etwas im 
thun hat, das unserem Ich als etwas Fremdes {als ein Nicht-Ich) 
entgegentritt. Die Grund-Thatsache bleibt, da/s wir uns selbst 
bei jeder Empfindung als das Empfindende von dem Fremden als 
dem Empfundenen unterscheiden und dessen WirksamJceit in Beeug 
auf unse^*e eigene Wirksamkeit der Stärke nach in der Em- 
pfindungS'Intensität ahschätsen. Diese psychische GrundrThatsache 
kann im Hinblick auf den Erfahrungssatz, dafs es möglich ist, für 
jeden Körper eine Konstante der Wirksamen abzusondern, auf 
verschiedene Weise interpretiert werden, . 

Die Erfahrung hat gelehrt, dafs die Physik alle Mafs-Zahlen, 
deren sie bedarf, aus den Mafs-Zahlen von Längen, Zeit-Dauern 
und Massen zusammenzusetzen im Stande ist, dafs sie also alle 
ihre Gröfsenarten auf drei verschieden geartete Gröfsen zurück- 
zuführen vermag und dafs demnach jede physikalische Gröfse als 
ein Rechnungsausdruck in Längen-, Zeit- und Massen-Einheiten 
erscheinen mufs. 

Die eigentümliche Beschaffenheit eines solchen Rechnungsaus- 
drucks, welcher eine bestimmte physikalische Gröfsenart darstellt, 
nennt man die Dimension^) der Gröfse. 

Bezeichnet man Länge, Zeit-Dauer und Masse der Reihe nach 
durch h t und m, so charakterisieren die Ausdrücke l^, l^, 

—, -5, * , l^ . m etc. bestimmte physikalische Größen, 

Der Dimension l^ entspricht z. B,' eine Fläche, der Dimension 

l 
l^ ein Volumen {Raumteil), der Dimension — eine eigentümliche 

t 

physikalische Größe, welche Geschwindigkeit heißt etc. 

Als Einheiten für die Bestimmung von Länge ^ Masse und 
Daner wählt man Meter, Gramm und Sekunde mittlerer Zeit, 

resp. gewisse Vielfache oder aliquote Teile dieser Einheiten. 



1) Das ist sehr natürlich, weil wir hier eine verblafste Personifikation der 
Konstanz eines Zahlen-Verhältnisses vor uns haben nnd weil ans dem Begriffe 
dieser oder jener Snbstanz nur gerade soviel herausgenommen werden kann, als 
man hineingelegt hat. Vgl. W. 5. S. V. 

2) Nach dem Vorgange von Maxwell und J c n k i n , Rep. Brit. Assoc. 1863, 
S. 132. 
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Dieses MafS' System, welches innerhalb der Wissenschaft dllgemein 
angenommen ist, soll bald ausführlich erläutert werden. Hier 
mag nur betont werden, da/s die der Physik eigentümliche Grö/sCj 
welche man Masse nennt, durch das Gramm gemessen wird, d. h. 
sich in Gewichten ausdrücken läßt. Dabei ist allerdings jsu 6e- 
merken, da/s der Sprachgebrauch des gemeinen Lebens das Wort 
„Gewicht^ in doppelter Hinsicht benutzt und darunter bald ein 
Mafs für die Menge einer Ware (Masse), bald ein Maß für den 
Druck eines Körpers versteht. 

Die Dimension einer physikalischen Gröfse ändert sich 

nichts wenn für ihre Bestimmung statt einer Einheit eine 

andere Einheit derselben Art eingeführt wird, während die Mafs- 

Zahl einer physikalischen Gröfse von den gewählten Einheiten 

durchaus abhängig ist. 

Daß man Einheiten nur durch Einheiten derselben Art ersetzen 

darf, ist selbstverständlich : es lassen sich weder Meter mit Grammen, 

noch Sekunden mit Dukaten etc. vertauschen. Eine Redük- 

tionS'Gleichung , welche verschiedene Einheiten verbindet (z. B. 

IMark =100 Pf), führt demnach stets, ohne die Dimension zu 

ändern, zu andern Zahlen. 

So geht z. B. für 1 Quadratmeter, dessen Dimension stets l* 
ist^ die Maß-Zahl 1 in 1000 000 über, wenn man die Einheit 
Meter durch Millimeter ersetzt. 

So geht femer für 1 Kubik-MiUimeter, dessen Dimension stets 
l^ ist, die Maß- Zahl in 0,001 über, wenn man die Einheit Milli- 
meter durch Centimeter ersäzt. 

Die Energie einer Bewegung läfst sich als eine physikalische 
Gröfse von bestimmter Dimension darstellen. 
Man kann zunächst durch Erfahrung feststellen, daß unter sonst 
gleichen Verhältnissen die Energie (JE) einer Bewegung mit der 
Maß- Zahl der bewegten Masse wächst und abnimmt y daß man 
also einen Bechnungsausdruck für E konstruieren muß^ bei 
welchem E gleichzeitig mit m wächst und abnimmt. Ein solcher 
Ausdruck wäre z. B. E = k .m oder E = kQ . m^ -}■ k^ . i»* 
oder E =^ ko .m^ -\- ki .m^ + k2 .m^ + k^.m^ etc., wobei die 
Größen k, Jcq, ki , Äg , k^ irgend welche positive Zahlen bedeuten 
soUen : in jedem dieser Fälle wird E zugleich mit m größer und kleiner. 

Andere Erfahrungen führen dann dazu, daß E auch von den 
Maß-Zahlen bestimmter Längen und Zeit-Dauern abhängt. 

Es giebt nun eine Bei he von AusdrücJcen, welche allen 
diesen Erfahrungen gerecht werden, so daß eine gewisse Will- 
kür für die Festsetzung der Dimension der Energie 
herrscM. Man kann das Wort „Energie^ unter den gegebenen 
umständen auf mannigfache Weise in einem mathematischen 
Ausdrucke der aus l, m und t gebildet wird, übersetzen und muß 
infolge dessen irgend eine bestimmte Auswahl treffen, durch 
welche man dieser Vieldeutigkeit ein für alle Mal ein Ende macht. 
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Es hat sich zweckmäfsig erwiesen, das Wort ;, Energie^ 
durch eine physikalische Gröfse von der Dimension P.m. t~^ dar- 
zustellen. 
Diese Festsetzung ist innerhalb der Wissenschaft als eine allge- 
meingültige au betrachten. Nachdem das Wort „Energie'^ auf 
diese Weise eine ganz bestimmte Bedeutung erhalten hat, ergiebt 
sich auch die Maß-Zahl der Energie einer Bewegung in jedem 
Falle aus den Ma/s-Zahlen der bestimmten Längen, Zeit-Dauern 
und Massen in Bezug auf deren Einheiten, Wenn sich z. B. der 
Mittelpunkt einer Messinghugel von der Masse 3 Kilogramm 
in 7 Sekunden um 5 Meter in gerader Linie fortbewegt, so ist 
die mittlere Energie der Bewegung 

' 5 Meter y o-l — Fii o 7-2 Jf g^er . Meter ^ 

7 Sekunden) * ^ ' ' Sekunden . Sekunden * * 

wenn sich dagegen der Mittelpunkt einer Messingku^el von der 
Masse 7 kg in 3 Sekunden um 9 m fortbewegt, so ist die mittlere 
Energie der Bewegung 

9 Meter X* « , ^„ ^ ^ « Meter . Meter 



(: 



(; 



] . 7kg =z 9'^.7.3-^ 



,3 Sekunden) ' ' '"^ ^ . > .^ Sekunden . Sekunden 
Ändert man die Einheiten und verwandelt z. B. die Meter in 
FufSj Kilogramme in Pfunde, Sekunden in Tage, so ändert sich 
die Mafs-Zahl der Energie , aber ihre Dimension bleibt immer 
P.m. ir-^. Gewöhnlich nimmt man die Hälfte der hier berechneten 
Energie zur Einheit, eine Festsetzung, welche an dieser Stelle 
noch nicht berücksichtigt zu werden braucht ^ welche aber doch 
erwähnt werden soll^ zumal dieselbe später eingeführt werden wird. 

Infolge dieser Festsetzungen hat nun das Wort ;, Energie" 
eine scharf begrenzte Bedeutung, welche die Energie in jedem 
Falle als eine nach Dimension und Mafs-Zahl bestimmte Gröfse 
der Physik erscheinen läfst und also mit der Energie verschiedener 
Bewegungen zu rechnen gestattet. 

Die unbestimmte Bezeichnung „Stärke^ oder j,Wucht^ oder „Ge- 
walt^ der Bewegung hat jetzt mathematische Gestaltung gewonnen. 
Für diese Gestaltung waren gewisse Bedingungen vorgeschrieben, 
welche bestimmte Rechnungsausdrücke von vornherein ausschlössen^ 
und unter andern eine Auswahl gestatteten. Nachdem aber ein 
Mal gewählt worden, ist auch jegliche Unbestimmtheit verschwunden. 

Unter diesen Voraussetzungen ist man im Stande, den wichtigen 
Erfahrungssatz, welcher die moderne Physik durchaus beherrscht, 
in seiner einfachsten Gestalt zu formulieren. Man hat gefunden, 
dafs weder bei Übertragungen noch bei Transformationen von 
Bewegungen ein Gewinn oder Verlust an Energie stattiSndet *) 
und dafs also die im Weltall für irgend einen Zeit-Moment ge- 
gebene Energie für jeden andern Moment denselben Wert hat. 



1) Eine andere Deutung des Wortes Energie würde zu einer minder ein- 
fachen Form dieses Satzes führen. 
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Dieses Theorem heifst der Satz von der Konstanz der Ener- 
gieen-Summe. 

Wenn e. B. eim Sprengkugel platzt, so hat man die Energie des 
ganzen Geschosses vor dem Zerspringen und die Energieen der 
einzelnm Teile nach dem Zerspringen in Rechnung zu ziehen. 
Man findet, da/s die ganze Energie der Summe der einzelnen 
Energieen gleich ist, da/s also bei der Teilung der Bewegung weder 
ein Verlust noch ein Geivinn an Energie stattgefunden hat, 
Basselbe gilt auch für Transformationen. Verschtmndet z. B. 
eine bestimmte Licht-Energie, so tritt dafür dieselbe Energie 
in irgend einer andern Form, z. B. als Wärme-Energie auf. 

Diesem Satze steht ein anderer zur Seite, dessen allgemeine 
Gültigkeit schon ziemlich früh erkannt worden ist Man hat ge- 
funden, dafs für eine beliebige Gruppe von Körpern bei allen Um- 
wandlungen derselben die Summe der einzelnen Massen dieselbe 
bleibt, dafs also unter keinen Umständen ein Gewinn oder Ver- 
lust an Masse stattfindet und dafs also die im Weltall für irgend 
einen Zeit-Moment gegebene Gesamtmasse für jeden anderen Mo- 
ment denselben Wert hat. 

Dieses Theorem heifst der Satz von der Eonstanz der Massen- 
Snmme. 

Stellt man z. B. die Massen für Stücke von Schwefel und Eisen 
fest, so findet man nach einer Bildung von Schwefel-Eisen für 
die Masse desselben, vermehrt um die Massen von etwa zurück-- 
geblid)enen Stücken von Schwefel oder Eisen, wiederum den Wert, 
den man vor der Operation festgestellt hatte. 

Diese beiden Theoreme, welche nicht mehr und nicht weniger 

besagen, als dafs die Summen bestimmter Zahlen -Werte 

nnter den yerschiedensten Bedingungen dieselben bleiben, 

sind unter dem Namen des Satzes von der Unzerstörbarkeit 

der Kraft und des Satzes von derEwigkeit des Stoffes zur 

Grundlage weitgehender naturphilosophischer Spekulationen gemacht 

worden, welche die Anschauungen auf den verschiedensten Gebieten 

(namentlich auch in der Physik) in höchstem Mafse verwirrt haben'). 

Es ist charakteristisch für den hier vertretenen Standpunkt^ da/s 

alle jene vagen Schlüsse ihren Halt verlieren, sobald man von 

Anfang an streng darauf sieht, da/s die Grenzen des Thaisäch- 

liehen nicht überschritten werden. 

Thatsächlich ist hier nur die Konstanz der Zahlen-Werte. 

Die bisher gemachten Angaben gestatten nun das Gebiet der 
Physik des Näheren zu beschreiben und eine Klassifikation derselben 
vorzunehmen. 
Dabei wird sich ein allgemeiner Teü von einer Gruppe specieller 

1) Ähnliches ^Ut von einem Teil der chemischen Theorieen, in denen man 
dieThatsache der Eonstanz gewisser Massen-Verhältnisse (Verbindnngs-Gewichte) 
mit einer üppig wnchernden Spekulation umrankt hat. Vergl. A. W. Hof- 
mann, Einleitung in die moderne Chemie. X. 



— 40 - 

Teüe absondern, da es sich einerseits um das Gemeinsame in 
allen physischen Bewegungen und andererseits um das Gharakr 
teristische bestimmter physischer Bewegungen handelt. 

Die Gesamtheit unserer Empfindungen ordnet sich zu einem 
lückenlosen Ganzen von dreifacher Ausdehnung, in welchem sich 
bestimmte Empfindungs-Gruppen als physische Körper gegen ein- 
ander abgrenzen. 
Man pflegt infolge dessen die Ausdeh/n/ung als die Grund- 
Eigenschaft der physischen Körper zu bezeichnen. 

Die Analyse führte zunächst dazu, jeden physischen Korper 
als ein System von Bewegungen anzusehen. 

Durch diese Vorstellung wird der Körper so zu sagen selb- 
ständig^) gemacht, indem er unabhängig gedacht wird von 
dem Umstände, in diesem oder jenem Momente eine Gruppe 
meiner Empfindungen zu sein. 

Andererseits setzt diese Vorstellung eine Teilbarkeit der 
Körper voraus, da sonst nicht von der gegenseitigen Lagen- 
Änderung ihrer Elemente gesprochen werden könnte. 

Es ist kei/n Grund vorhanden für diese Teilbarkeit irgend 
welche Grenzen vorauszusetzen. 

Als Elemente gelten, wie immer, alle Teile des Körpers^ 
welche bei der Bewegung sich selbst kongruent bleiben, also 
in letzter Instanz die einzelnen Funkte desselben. 

Die Analyse führte femer dazu, jeder Bewegung innerhalb eines 
physischen Körpers eine bestimmte Energie zuzuschreiben. 

Indem man die physischen Bewegungen im Gegensatz zu 
energielosen Bewegungen in der angegebenen Weise bestimmt 
denkt, schreibt man dem physischen Körper Undurehr- 
dri/nglichkeit zu. ErlätUernd kann man nun die Undurch- 
dringlichheit der Körper die Bedingung nennen, unter 
welcher wir überhaupt nur im Stande sind, Körper zu tasten, zu 
sehen, zu hören etc. 

Bei dieser Vorstellung drängt sich wiederum die Bedeutung 
des Tastsinnes in den Vordergrund. Es ist heute keine Frage 
mehr, da/s dieses Sinnes-Gebiet die Grundlage für die Ent- 
wicklung der andern Sinnes -Gebiete bildet, welche nach und 
nach durch Differentiation aus demselben entstanden sind, da/s 
also die verschiedensten Empfindungen nur als modijficierte 
resp. weiter ausgebildete Tast- Empfindungen aufgefafst werden 
müssen. Wenn also einerseits die überwiegende^) Bedeutung, 
welche der Tastsinn für die Konstatierung der verschiedenen 



1) Eine genauere Analyse leitet diese Selbständigkeit aus der Gesetzmäfsig- 
keit des Seienden her. Vergl. W. 5. S. 4. 

2) Dieselbe wird nicht blofs durch die grofse Verbreitung -der Tastnerven, 
welche allenthalben im Integumente (Haut) enden, bestimmt, sondern auch durch 
den Umstand hervorgerufen, dafs Sinnestäuschungen, denen gewisse, sehr feine, Be- 
wegungen der Nerven-Masse entsprechen, nur äuCserst selten im Gebiete des Tast-* 
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Körper hat, ohne Zweifel sugegehen werden mufs, so ist doch 
andererseits zu betonen, da/s die TJndurchdringlichTmt der Körper 
ebenso durch jedes andere Sinnes-Gebiet dargethan tvird. 

Während sich ein physischer Körper einerseits überhaupt als 
ein System von Bewegungen darstellt, beobachten wir andererseits 
auch Bewegungen solcher Systeme, d. h. Lagen-Änderungen phy- 
sischer Körper. 
Erläuternd Jcann man wiederum die Beweglichkeit der Körper 
die Bedingung nennen, unter welcher wir überhaupt nur im 
Stande sind, Bewegungen in sich geschlossener Bewegungs-Systeme 
wahrzunehmen. 

Bei einer solchen Bewegung ändert ein Körper seine Lage zu 
andern Körpern im Baume, d, ä. er nimmt den Baum ein, welchen 
vorher andere Körper inne hatten. 

Wegen der Un durchdringlichlceit muß dabei ein Aus- 
weichen stattfinden. 

Sowohl bei den Teil-Bewegungen der physischen Körper als 
auch bei den Lagen-Änderungen ganzer Bewegungs-Systeme treten 
im allgemeinen Volumen-Änderungen ein. 
Die VariaMlität des Volumens ist mit gleichem Bechte 
wie andere allgemeine Eigenschaften der Körper nachdrücklich zu 
betonen. Die Erfahrung lehrt, da/s ein physischer Körper streng 
genommen nie als unveränderliches System zu behandeln ist. 

Nach dem Orade der Abweichung, welchen die gege- 
benen Verhältnisse der physischen Korper in Bezug auf die 
Vorstellung eines nnYeränderlicheii Systems darbieten, kann 
man die physischen Bewegungs-Systeme in verschiedene Klassen 
teilen . . . man unterscheidet vornehmlich feste Körper, Flüssig- 
keiten und Gase. 

Weil ein Körper, welcher in einer dieser Formen erscheint, unter 
gewissen Bedingungen in jede^) der beiden andern übergeführt 
werden Jcann, so handelt es sich hier gleichfalls um eine allge- 
meine Eigenschaft der Körper. 

Zwischen den drei Hauptformen, welche man Aggregat'Zu^ 
stände nennt, bestehen tjbergangsformen. Die Wissenschaft ist 
noch damit beschäftigt zu untersuchen, ob als viertes Glied der 
gegebenen Beihe noch ein neuer AggregaUZustand anzunehmen ist. 

Die Erfahrung lehrt, dafs alle physischen Bewegungen ein 
gesetzmärsig organisiertes Ganzes bilden, in welchem jeder 
Vorgang durch andere Vorgänge bedingt wird, um zugleich selbst 
wiederum andere Vorgänge zu bedingen. 

Sinnes vorkommen, während sie in andern Gebieten relativ hänfig sind. Das 
erklärt sich nur ans der gröberen Konstruktion dieses einen Gebietes im Gegensatz 
zu der feineren Entwicklung der andern Gebiete. 

1) Wenn diese Überführung bisher nur in den meisten und nicht in allen 
Fällen gelungen ist, so hat doch die Voraussetzung der Allgemeingültigkeit dieser 
Yerhältnisse als eine Forderung der induktiv-deduktiven Methode zu gelten. 
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In dieser Form ist der Hat» der Trägheit auf das Thatsäch- 
liehe zurückgeführt: Ein Körper, der in Bezug auf einen andern 
eine bestimmte Bewegung ausführt, beziehungsweise in Buhe ist, 
tritt nur dann in einen andern Bewegungs- Zustand ein, wenn 
andere Vorgänge dies bedingen. 

Diese Oesetzmärsigkeit spricht sich zunächst in den beiden 
Theoremen aus, welche als Satz von der Konstanz der Masse und 
als Satz Yon der Konstanz der Massen - Summe eingeführt 
wurden. 

Da/s der zweite Satz mehr ist als das Ergebnis einer meder- 
holten Anwendung des ersten Satzes, soU hier im Hinblick auf 
die chemischen Vorgänge, von denen noch zu reden ist, nachdrück- 
lich betont werden. 

Diese Gesetzmäfsigkeit wird femer bestimmt durch den Satz 
von der Konstanz der Energieen-Summe. 
Diesem Theorem entspricht kei/n Satz von der Konstanz der 
Energie, weil die Energie eines Körpers, wie schon gesagt wurde, 
durchaus veränderlich ist. 

Dieser Satz weist zurück auf das Newton sehe Theorem, 
welches zunächst die gegenseitigen Lagen-Änderungen zweier 
kugelförmiger Körper von homogener Struktur aUein durch 
deren Massen und deren Central-Entfernung bestimmt*) sein läfst 
und dann von da aus auch auf anders gestaltete Körper schliefst. 
Nennt man mit C. Neumann^) ein System von Kugeln, welches 
seiner inneren Konstitution nach denjenigen Vorstellungen ent- 
spricht, die man seit Newton über das Planeten- System adop- 
tiert hat, kurzweg ein Newtonsches System, so kommt man zu 
dem Theoreme: Für ein sich selbst überlassenes Newtonsches 
System gilt der Satz von der Konstanz der Energieen-Summe. 

Andererseits hat man sich bemüht, das Weltall als ein New» 
tonsches System aufzufassen, indem man sich alle Körper am 
kleinen Kugeln von homogener Struktur (Moleküle) zusammengesetzt 
dachte. 

Diese Vorstellung ist durchaus nicht notwendig um jenem Satze 
die Anwendbarkeit zu sichern, d. h. derselbe gilt nicht bhfs für 
Newtonsche Systeme. Bestehen bleibt in jedem Falle ^ da/s 
Newtons Theorem die Grundlage für eine große Beihe von 
Bewegungen der physischen Körper bildet und da/s es bei ge- 
wissen Voraussetzungen (Molekular-Hypothese) zum Satz von der 
Konstanz der Energieen-Summe führt. Man kann das New- 
tonsche Theorem folgendermaßen einumrfsfrei formulieren: Die 
Lagen-Änderungen zweier Ku^dn von homogener Struktur gehen 
so vor sich^ (äs wenn sich dieselben proportional ihren Massen 



1) Abgesehen von Bedingtingen, welche im einzelnen Falle in Bechnnng zu 
bringen sind. 

2) Vgl. Vorlesungen über die mechanische Theorie der Wärme, S. 12. 
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und umgekehrt proportional dem Quadrate ihrer Central -Ent- 
fernung anzögen. 

Aus dem Vorangehenden ergiebt sich nun zunächst die Auf- 
gabe einer allgemeinen Theorie der physischen Bewegungen. 
Die undurchdringlich ausgedehnten Körper von variablem Volumen 
vollführen einerseits als Ganzes und andererseits als Gesamtheit 
ihrer Elemente Bewegungen mannigfacher Art. Alle diese Be- 
wegungen bilden ein gesetzmäfsig organisiertes Ganzes, dessen 
Charakteristicum zunächst in den Sätzen über die Massen-Konstanz 
und in dem Theoreme von der Konstanz der Energieen- Summe 
zum Ausdruck gelangt. 

Eine Darstellung dieser Gesetzmäfsigkeit, insofern dieselbe für 
jedes der sechs, unsem sechs Empfindungs-Qualitäten entsprechen- 
den, Bewegungs-Gebiete gültig ist, wird eine allgemeine Theorie 
der physischen Bewegungen genannt werden dürfen. 
Da/s sich der physische Körper hier als ein Punkt-System, welches 
durch Funkt'-JK.onti/mui gebildet wird, darstellt, braucht kaum 
ausdrücklich erwähnt zu werden, gumal die Anwendung von WerU 
Koefßdenten der Punkte (Null) jedes Aggregat in ein Kontinuum 
zu verwandeln gestattet. 

Diese Annahme wird den Verfechtern von Molektdar- Hypothesen 
zunächst nicht konvenieren. Deshalb mag vor allem daran er- 
innert werden, da/s G» Kirchhojf^) seinen TJntersuxJiungen die 
Voraussetzung zu Grunde legt, ^,daf8 die Materie stetig 
den JEtamm erfüllt, tvie sie es ^u thun schei/nP^. 

Andererseits mufs betont werden, da/s unsere modernen Ato- 
mistiJcer in letzter Instanz doch auf die Punkt-Kontinua zurück- 
kommen, indem sie zwischen die Körper-Moleküle Ather-Atome 
einschalten, zwischen welche wiederum bei einiger Konsequenz 
Äther- Atome zweiter Ordnung eingeschaltet werden müfsten etc., 
so da/s man schließlich durch einen Grenz- Übergang vom Aggre- 
gate zumKontinuum gelangt^). Die Helmholtz- Thomsonsche 
Hypothese, nach welcher die Körper-Moleküle als Wirbelringe in 
einem Äther aufgefaßt werden können^ führt zunächst zu der 
Vorstellung, das Weltall mit ei/nem Stoffe kontinuierlich aus- 
gefüllt zu denken, welcher sich in sehr verschiedenen Bewegungs- 
verhäUnissen befindet. Von hier aus ist nur ein Schritt bis zur 
JEli/mi/nation des Stoffes, dessen Undurchdri/nglichkeit 
in der Energie der Bewegungen wiederkehrt , beziehungsweise 
durch diese Annahme ersetzt wird. 

Für den speziellen Teil der Physik bildet die Qualität der 
Empfindungen das Einteilungs-Moment. Man hat demnach zunächst 
zu unterscheiden: 



1) Mechanik (Vorrede). 

2) Die Frende über die elastischen Gas-Kngeln der modernen Atomistiker 
dürfte doch sehr getrübt werden durch die Erwägnng, dafs ein elastisches Atom 
jedenfalls teilbar gedacht werden mufs. 
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1. Theorie der Bewegungen, denen Tast-Empfindungen entsprechen 
(Ästhematik) •), 

2. Th. d. B., denen Wärme-E. entsprechen (CalorikV 

3. Th. d. B., denen Geruchs-E. entsprechen (Osmetit) »), 

4. Th. d. B., denen Geschmacks-E. entsprechen (Gustik) '), 

5. Th. d. B., denen Ton-E. entsprechen (Akustik), 

6. Th. d. B., denen Licht-E. entsprechen (Optik). 

Von diesen sechs Special- Gebieten sind bisher nur drei, 
nämlich Calorik^ Akustik und Optik mit Erfolg behandelt 
worden. 
Es ist sehr bezeichnend ^ dafs für die drei hier fehlenden Ge- 
biete auch in der modernen Psychologie eigentlich nur leere 
Fächer vorhanden sind. Es ist nicht wahrscheinlich ^ da/s sich 
diese Verhältnisse in nächster Zeit^) ändern werden. 

Die Ästhematik würde zu untersuchen haben, welche Be- 
wegungen an der Grenze zweier Körper den Übergang vermitteln, 
ohne doch die Körper als einen Körper erscheinen zu lassen, 
welche Bewegungs-Formen der Rauhigkeit der Oberflächen, dem 
Schlüpfrigen, Trockenen, Fettigen, entsprechen etc. 
In der Optik spielen die Betrachtungen für die Grenze ver- 
schiedener Körper in der That eine große BoUe, Das wird hier 
erwähnt^ weü Tast- und Seh-Nerven in erster Linie für die 
Abgrenzung der einzelnen Teile des physischen Ganzen thätig 
sind, 

Anfänge der Ästhematik sind in der Lehre von der JBeibung 
gegeben, 

Gnstik und Osmetik hängen wahrscheinlich unter einander 
eng zusammen. 
In psychologischer Hinsicht sind für diese Gebiete bereits einige 
wenige Daten festgestellt worden , während eine physikalische Be- 
handlung noch in keiner Weise gelungen ist. 

Andererseits hat man erst in allerjüngster ^) Zeit eingesehen, 
dafs die Elektrik, welche bisher als Spezial-Gebiet galt, in die 
allgemeine Theorie der physischen Bewegungen einzufügen ist. 
Darauf hätte schon der Umstand hinweisen können^ da/s wir kein 
SinneS'Gebiet für die Empfindung elektrischer Bewegungen haben^ 
eine ThatsachCy welche die Annahme specifisch elektrischer Be- 
wegungen von vornherein mißlich erscheinen läßt Wir nehmen 
ja auch die elektrischen Zustände mit Hülfe der verschiedensten 
Sinnesgebiete wahr, ein Umstand^ der ganz entschieden auf ihren 
allgemeinen Charakter hindeutet. 



»s 



Das Wort findet sich bei Scheffler, Natargesetze. 

Obwohl ans Jägers Schriften für eine physiologische Psychologie des 
Geruches manches entnommen werden könnte. 

3) Mit Bezugnahme auf die Arbeiten von C]. Maxwell und Jenkinsf, 
Rep. Brit. Assoc, / ' 
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An dieser Einfügung der Elektrik arbeitet die wissenschaft- 
Kche Forschung unserer Zeit mit grofsem Erfolge. Da diese Be- 
strebungen ihr Ziel noch nicht erreicht haben, obwohl die Er- 
reichung desselben wohl als gesichert gelten darf, so wird die 
Elektrik bis auf weiteres noch als Special-Gebiet behandelt werden 
müssen '). 

iDemnach ist für den speciellen Teil der Physik zunächst fol- 
gende Disposition zu entwerfen: 

1. Elektrik (incl. Magnetik). 

2. Calorik. 

3. Akustik. 

4. Optik. 

Die Eeihenfolge der Gebiete ist so gewählt, da/s die Elektrik, 
welche rudern auf der Schule relativ leicht zu behandeln ist, dem 
dllgemeinen Teile am nächsten steht, und dafs dann die Calorik 
folgt, deren Erscheinungen nicht dieselbe Specialisierung wie die 
Akustik und vor allem die Optik erlauben. 

Diese Disposition bedarf noch einer Erweiterung. Die Er- 
fahrung lehrt, dafs Empfindungen von ungleicher Qualität nicht 
auf jede mögliche Weise zu selbständigen Gruppen (entsprechend 
verschiedenen Körpern) zusammentreten, wenn auch aie räumliche 
Anordnung (Gestalt) unter übrigens gleichen Umständen äufserst 
verschieden sein kann. 

Man findet z. B, keinen Körper^ welcher die Härte des Eisens 
mit der Farbe des Schwefels und dem Gerüche des Apfels etc. 
in sich vereinigte, während man des Öfteren die Gestalt eines 
Körpers mit Recht für etwas Nebensächliches zu halten geneigt ist. 

Wenn man das physische Charakteristikum ^) eines bestimmten 
Körpers, insoweit dieses von der Form (Gestalt) desselben unab- 
hängig ist, mit dem Namen Stoff bezeichnet, so erhält die eben 
erwähnte Thatsache den Ausdruck: 

Das Gebiet der wirklich vorhandenen Stoffe ist bei weitem 
kleiner als das Gebiet aller möglichen (denkbaren) Stoffe. 
Wenn man die thaisächlich gegebenen Empfindungen zu allen 
möglichen Gruppen zusammenstellen (kombinieren) könnte, so würde 
die Gesamtheit dieser Gruppen, ganz abgesehen von den dabei auf- 
tretenden Baum-Formen bei weitem gröfser sein als die Gesamt- 
heit der vorhandenen Stoffe. 

Das Gebiet des Möglichen ist eben gröfser als das Gebiet des 
Wirklichen. 

Die Erfahrung lehrt femer, dafs unter gewissen Bedingungen 
Zerlegungen und Zusammensetzungen von Stoffen eintreten. 



1) Znmal hier eine elementare Darstellang der allgemeinen Gesichtspunkte 
Tor der Hand unmöglich erscheint. 

2) Von den psychischen Erscheinungen, mit denen die physischen yielleicht 
korrespondieren, ist hier selbstverständlich gar nicht die Rede. Vgl. W. 5. S. 38. 
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Statt bestimmter Empfindungs- Gruppen, welche bestimmten 
Stoffen entsprechen, erscheinen andere Empfindungs -Gruppen, 
welche auf andere Stoffe hinweisen. 

Man gelangt dabei zu einer Reihe von Grand-Stoffen^ welche 
sich bis jetzt als unzerlegbar erwiesen haben. 

Man darf nicht etwa schließen, da/s dieselben überhaupt unzer- 
legbar sind. Für den augenblicklich gegebenen Standpunkt der 
Wissenschaft sind einige sechzig Grundstoffe vorhanden, z, B. 
Eisen, Schwefel, Chlor etc. Lange Zeit hindurch hat man versucht, die 
edlen Metalle aus unedlen zusammenzusetzen (Stein der Weisen) 
und sich z. B, die Aufgabe gestellt Gold zu machen {Alchimie). 

So erwächst die ganz bestimmte Aufgabe, alle in der Er- 
fahrung gegebenen Stoffe, soweit sich dieselben nicht als unzer- 
legbar erweisen, als Znsammensetznngen Ton Grund-Stoffen 
darzustellen. 
Dabei handelt es sich darum, die Anzahl der Grund-Stoffe immer 
mehr zu verringern und womöglich zu einem einzigen Grund-Stoffe 
zu gelangen. 

Die Lehre Ton der Analyse und der Synthese der Stoffe 
wird Chemie genannt. 
Der Namen dieser Wissenschaft soll von einer alten Bezeichnung 
Ägyptens herstammen, weil man dort zuerst „Chemie^ getrieben 
habe. 

Die Chemie ist ein Zweig der speciellen Physik. 

Die Grundlage, welche durch die allgemeine Physik geschaffen 
wird, dient der Chemie grade so gut zur Stütze, wie z. B. der 
Akustik oder der Optik. 

Vor äUem kommt hier der Salz von der Konstanz der 
Massen^Sti/m/me {Hebelwage) zu völler Geltung. 

Die Chemie beschäftigt sich nicht mit Bewegungen, welche 
Empfindungen eines bestimmten Qualitäten -Kreises entsprechen, 
sie untersucht vielmehr die stoflQichen Beziehungen gegebener Em- 
pfindungs - Gruppen , deren Teile übrigens den yerschiedensten 
Kreisen angehören. 

Wenn man nicht im Hinblick auf den herrschenden Atomismus 
grobe Mifsverständnisse befürchten müfste, so könnte man die 
Chemie die Lehre von der Transformation des Stoffes nennen. 

Infolgedessen tritt die Chemie in gewisser Hinsicht der Elek- 
trik nahe, welche ja auch zu den verschiedensten Sinnes-Gebieten 
in Beziehung steht. 
Es ist bezeichnend, da/s man sowohl eine chemische Theorie der 
Elektricität *) als auch eine elektrische Theorie des Chemismus auf- 
zustellen gesucht hat. 



l) Vgl. z. B. Wüllner, Lehrbach der Experimentalphysik, IV, 385. 
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Es mufs als eine Thatsache der allgemeinen Physik bezeichnet 
werden, dafs überhaupt in der Körperwelt verschiedene Stoffe 
nachweisbar sind und dafs dabei eine endUche Anzahl von Grund- 
stoffen in Frage kommt, während es Sache der speciellen Physik 
ist, die Gesetze dieses Gebietes im besonderen aufzusuchen. 
In den elektrischen Vorgängen tritt dagegen vermutlich ein Mo- 
ment jsu Tage, welches allen physischen Bewegungen gemeinsam ist. 

Für die Einteilung der speciellen Physik, deren Gebiete höchst 
wahrscheinlich durch die Elektrik mit dem Gebiete der allgemeinen 
Physik zu verbinden sind, gilt nun folgendes Schema: 

I. Lehre von den Bewegungen, welche den Empfindungen 

je eines Qualitäten-Kreises entsprechen. 
n. Lehre von den stofflichen Beziehungen gegebener Em- 
pfindungs-Gruppen. 
Die sechs Unterabteilungen des Abschnittes I reduzieren sich, me 
schon bemerkt , auf drei (Calorik, Akustik, Optik) Gebiete, denen 
aus praktischen Gründen besonders bei einer elementaren Behand- 
lung die Elektrik voranzustellen ist. 
Der Abschnitt II umfafst die Chemie. 



3. Das llaris-8ysteiii der Physik. 

Alle Grofsen der Physik stellen sich als Rechnungsausdrücke 
in drei Fundamental-Gröfsen dar, welche als Länge, Masse und 
Zeit-Dauer eingeführt wurden. 

Herwig {Physikalische Begriffe, Einl.) sagt: „Diese (3) Begriffe 
sind in solchem Mafse elementar, dafs sie keiner eigentlichen 
Definition fähig, vielmehr ohne weiteres verständlich sind^. 

Aufserdem „operiert die Physik noch mit Zahlen, deren Bedeutung 
ebenfalls nicht weiter definiert *) eu werden braucht^. 

Um Längen, Zeit-Dauern und Massen in Zahlen- Worten aus- 
zudrücken, mufs man nach dem oben Bemerkten eine bestimmte 
Länge^ eine bestimmte Zeit-Dauer und eine bestimmte Masse 
zu Einheiten wählen. Nachdem eine solche Wahl, für welche 
zunächst volle Freiheit herrscht, vorgenommen worden ist, sind alle 
Mafs-Zahlen der Physik eindeutig bestimmt. 

Was oben im allgemeinen über Teilung der Einheiten und 
über Vergleichung verschiedener Einheiten gesagt wurde, gilt 
hier im Speciellen. 

Innerhalb der Wissenschaft hat man sich jetzt im grofsen und 
ganzen über eine gemeinsame Wahl der Einheiten geeinigt. 

Beduktionen einer Einheit auf eine andere kommen nur noch 
in beschränktem Mafse vor, es handelt sich dann fast immer um 



1) Sie kann überhaupt nicht definiert werden. 
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die BeduMion einer Einheit auf ganse Vielfache oder aliquote 
Teile derselben Einheit. 

So hat man s, B. des Öfteren Meter in Millimeter oder Gramm 
in Kilogramm etc, umzurechnen, während Angaben in Fufsen oder 
veralteten Pfunden etc. hier kaum noch vorkommen. 

Da unser Zahlen-System ein dekadisches System ist, so 

ist es zweckmäfsig für die Einteilung der Einheiten die Zahl ^Zehn*^ 

zu benutzen. 

Dieser Erwägung hat man bei der Aufstellung des metrischen 

^Mafs-Systems für Längen und Massen^ in der That Rechnung 

getragen. 
Der Vorteil eines dekadischen Maß-Systems liegt darin, da/s die 
DedmaUn einer Einheit, der Beihe nach genommen^ die Beihe 
der Unter-Einheiten dieser Einheit darstellen etc. So sind 0. B. 
3, 14 Meter = 3 Meter 1 Decimeter 4 Centimeter. 

Als Einheit für die Längen-Messung hat man eine Strecke 
gewählt, welche sich bei Grad-Messungen als der zehnmillionte 
Teil des Quadranten eines Erd-Meridians ergeben hatte. 
Diese Strecke nennt man das Meter. 
Spätere Untersuchungen {B es sei) ergaben, da/s der Quadrant 
10 000859 Meter enthält, da/s also ein Meter nicht genau gleich 
dem 40-miUionten Teüe eines Erd-Meridians ^u setzen ist. 

Ein Platinstab von der Länge eines Meters, welcher im Staats- 
Archiv zu Paris aufbewahrt wird, ist die Original-Einheit (ür- 
Meter), nach welcher Kopieen angefertigt worden sind. 

Im deutschen Beiche ist das Meter-System seit dem' 1. Januar 

1872 eingeführt 

Die Vergleichung der Kopieen mit dem Urmeter (oder 
noch nicht verglichener Kopieen mit verglichenen Kopieen) geschieht 
durch geeignete Instrumente, welche man Komparatoren nennt. 
Man unterscheidet End-Ma/se und Strich- Ma/se und dem- 
gemäß auch Komparatoren für End- Ma/se und Komparatoren 
für Sirich-Ma/se. 

Über die Konstruktion von solchen Instrumenten vgl. man 
Karsten, Encyklopädie der Physik. 

Die Einteilung der Kopieen geschieht durch Instrumente, 
welche nach Mafsgabe bestimmter geometrischer Sätze (über gleich- 
mäfsige Teilung) konstruiert sind und Teil-Maschinen genannt 
werden. 

Die erste Teilung kann nur durch Ausführung der bekannten 
geometrischen Konstruktion {z. B. auf dem Papier oder auf einer 
Messingplatte etc) gewonnen werden. Auf diese Weise gelangt 
man zur Kenntnis irgend einer Unterabteilung, etwa des Milli- 
meters. Es handelt sich dann z. B. darum, einen gut gearbeiteten 
Cylinder von hartem Stahle herzustellen und denselben mit 
Schraubengängen von 1 mm Abstand zu versehen: ein solcher 
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Cylinder bildet den wesentlichen Teil einer gehräuchUchen Teil- 
Maschine, Vergl, Wüllner, Lehrbuch^ Einleitung. 

Die unteren Abteilungen des Systems werden durch la- 
teinische, die oberen durch griechische Vorsatzsilben be- 
zeichnet. 
Man hat: 

1 Meter {m) = lODecimeter (dm) = 100 Centimeter (cm) = 
1000 Millimeter (mm) und 1 Kilometer (km) =10 Hektometer 
(hkm) = 100 Dekameter (dkm) = 1000 Meter (m). 

Aus der Einheit für die Längen-Messung werden abgeleitet 
die Einheit für die Flächen-Messung und die Einheit für die 
Yolumen-Messung. 

Der Umstand, da/s die Mafs-Zahl der Fläche eines Bechtecks 
eindeutig bestimmt wird durch das Produkt aw5 den Maß- 
Zahlen der Längen seiner beiden Seiten, bildet die Grundlage für 
die Flächen-Berechnung, 

Ähnliches gilt für den Baum, 

Ein Quadrat von der Seitenlänge eines Meters dient unter 
dem Namen Quadrat-Meter als Einheit für die Flächen-Messung^ 
ein Würfel von der Seitenlänge eines Meters dient unter dem 
Namen Eubik-Meter als Einheit für die Yolumen-Messung. 

Die Dimensionen dieser beiden Einheiten sind beziehungs- 
weise P und P. 

Diese beiden Einheiten sind also nur aus l abgeleitet ohne Hin- 
zunähme von t und m. Sie sind zugleich die einzigen Einheiten 
von dieser einfachen Gestalt, 

Die unteren und oberen Abteilungen dieser abgeleiteten Sy- 
steme werden gewonnen, indem man aus den unteren und oberen 
Abteilungen des Meters Quadrate und Würfel bildet. 

Die Einteilung geschieht hier also nicht durch Zerlegung in 10^ 
100 und 1000 Teile und Zusammensetzung von 10, 100 und 
1000 Teilen. 

Man hat einerseits: 
1 gm = 100 qdm = 10000 qcm = 1000000 qmm. 

Man hat andererseits: 
1 kbm = lOOOTcbdm = 1000000 kbcm = 1000 000 000 kbmm. 

Man nennt bei Ländervermessungen 100 QiMdrat - Meter ab- 
kürzend 1 Are und rechnet mit Hektaren (= 100 Aren), 

Man nennt bei Hohlmaßen 1 Kubik - Decimeter abkürzend 
1 Liter und rechnet mit Ded-, Centi-, Milli- und Deka-, Hekto-, 
KUo-Litem. 

Natürlich hat man: 
1 Kiloliter = 1 Kubikmeter und 1 Milliliter = 1 Kvibikcenti- 
mäer. 

Als Einheit für die Massen-Messung hat man die Mafse ge- 
wählt, welche für ein Milli-Liter (kbcm) reinen Wassers bei einer 

Wem icke. 4 
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Temperatur von 4® Celsius durch eine bestimmte Reihe von 

Beobachtungen abgegrenzt worden war. 
Diese Masse nennt man das Gramm. 
Die Bestimmungen umrden ausgeführt für ein Liter (IMm) reinen 
Wassers j dem also eine Masse von 1 Kilogramm (== 1000 Grammen) 
isukommt Eine bestimmte Temperatur mu/ste gewählt werden, 
weil das Volumen der physischen Körper von ihrer Temperatur ab- 
hängt und die Volumina gleichartiger Körper ihren Massen propor- 
tionalsind. Man wählte die Temperatur von 4" Celsius, weil 
die Volumen-Änderungen bei diesem Wärmezustande relativ gering 
sind und weil hier demnach auch die Beobachtungsfehler für die 
Korrehtion des Volumens relativ geringe Bedeutung hohen. 

Übrigens haben spätere Untersuchungen ergeben, da/s auch 
diese Original-Massen-Bestimmung mit Fehlern von angebbarer 
Größe bdiaftet ist. Der Wert der Abweichung der damals fest- 
gesetzten Massen -Einheit von der theoretisch bestimmten (als 
Masse eines Milliliters etc.) ist augenblicklich noch nicht genau 
bekannt 

Ein Platinblock von der Masse eines Kilogramms, welcher im 
Staats- Archiv zu Paris aufbewahrt wird, ist die Original-Einheit 
(Ür-Kilogramm), nach welcher Kopieen angefertigt worden sind. 

Massen -Einheit und Längen- Einheit stehen cdso im metrischen 

Systeme in naher Besiehung. 

DieVergleichung derKopieen mit dem Ür-Kilogramm 
(oder noch nicht verglichener Kopieen mit verglichenen Kopieen) 
geschieht durch geeignete Instrumente, welche man Hebel-Wagen 
nennt. 

Man unterscheidet Hebel- und Feder -Wagen. Zu den ersteren 
gehören 0. B. die zweischaligen Wagen mit Geunchtssäteen, welche 
im gemeinen Leben im Gebrauch sind, zu den letzteren die Heu-, 
Fleisch-, Brief- Wagen mit Feder und Skala. Die Feder- Wagen 
messen nicht unmittelbar die Massen der Körper^ sondern eine 
Größe, welche denselben für einen und denselben Ort der Erde 
proportional ist, nämlich den Druck der Körper auf die Unterlage 
resp. den Zug derselben an der Aufhängung. 

Die Einteilung der Kopieen geschieht durch Konstruktion 
eines Massen-Satzes^ d. h. durch Herstellung einer Reihe von 
Körpern, deren Massen aliquote Teile oder ganze Vielfache des 
Küogramms sind. 

Eine solche Kollektion von Körpern nennt man gewöhnlich einen 
Gewichts-Satz. Man pflegt im gemeinen Leben mit dem Worte 
yyGewicht^ zwei ganz verschiedene Begriffe zu bezeichnen, indem 
man es bald als Mafs-Zahl für die Masse eines Körpers, bald 
als Mafs-Zahl für den Druck oder Zug desselben verwendet. 
Diese Zweideutigkeit, welche die Wissenschaft natürlich vermeiden 
muß, ist in praktischer Hinsicht für gewöhnlich unschädlich, da 



j 
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an demselben Orte die Massen der Körper ihren Brüchen propor- 
tional sind und hier also das Verhältnis zweier Massen dem 
Verhältnis ihrer Drucke absolut gleich ist. Wenn man innerhalb 
der Wissenschaft das Wort Gewicht zur Bezeichnung des 
Bruches verwenden wollte, so würde man zwar bei strenger 
Ausdruchsweise vor Verwechselungen geschützt sein, man würde aber 
die Kollision mit dem gemeinen Sprachgebrauch nicht vermeiden. 
Ba man aufserdem neuerdings innerhalb der Wissenschaft das 
Wort Gewicht auch zur Bezeichnung der Masse verwendet hat^ 
so ist es am besten dasselbe ganz auszuschließen und nur von 
Masse und Bruch oder Zug zu sprechen^ 

Für die Klärung dieser Verhältnisse mag noch eine Stelle 
(Ä 185), aus Kohlrausch, Leitfaden, folgen, in welcher das 
Wort Gewicht zur Bezeichnung des Bruches resp, Zuges 
verwendet wird. Bort hei/st es: 

yjWill man die Frage, ob das Gramm u, s. w. als Gewichts- 
oder als Masseneinheit zu dienen habe, allgemein beantworten, so 
hann wissenschaftlich gar hein Zweifel an der Antwort sein: Ba 
das Gewicht eines Körpers schlechthin ganz unbestimmt und selbst 
an der Erdoberfläche um % Procent veränderlich ist, so hann 
man nicht das Gewicht irgend eines Körpers als Gewichtseinheit 
aufstellen. Es wäre auch verhehrt, zu sagen: als Gewichtseinheit 
betrachten wir unter dem Namen Gramm das Gewicht eines 
Kubihcentimeters Wasser unter 45^ Breite, denn dann müßten 
ja jdie Gewichtssätze für jede geographische Breite besonders 
angefertigt werden. Was man mit dem Namen „Gewichtssatz^ 
bezeichnet, ist aber nichts anderes als ein Massensatz ^ und eine 
Wägung mit der gewöhnlichen Wage ist heine Gewichts-, sondern 
eine Massenbestimmung^. 

„In der That besteht auch der Zwech der Wägung meistens in 
der Massenbestimmung. Bern Chemiker ,» dem Kaufmann , dem 
Arzte ist es nicht um den Bruch der Körper auf ihre Unterlage 
zu thun, sondern lediglich um ihre Masse, denn durch diese wird 
die chemische Wirhsamheit, der Geld- oder der Nahrungs-Wert 
u. s. w. bedingt^. 

Bie Proportionalität von Bruch und Masse, welche für den- 
selben Ort der Erde ganz und für Orte desselben Breitenkreises 
ziemlich genau besteht, ermöglicht es im gemeinen Leben mit 
einem Worte auszuhommen, während die wissenschaflliche Ent- 
wichlung zur Barstellung dieser Verhältnisse zweier Begriffe be- 
darf und demnach auch zwei Worte für die Bezeichnung desselben 
festsetzen mufs. Es liegt hier ein Bifferenzierungs-Proce/s des 
Begriffes „Gewicht^ vor. 

Für die Bezeichnung der unteren und oberen Abteilungen 
des Systems der Massen-Mafse gelten die Festsetzungen, welche be- 
reits bei Besprechung des Systems der Längen-Mafse vorgeführt 
wurden. 
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Man hat: 

1 Gramm (gr) = 10 Decigramm = 100 Centigramm = 1000 

Milligramm, 

1 Kilogramm (kgr) = 10 Hektogramm = 100 Dekagramm 

= 1000 Gramm. 

Man muß dabei berücksichtigen, da/s der PlatinUock, welcher 
als Original-Einheit dient, swar die Masse von 1 kgr darstdU, 
da/s aber der tausendste Teil dieser Einheit {als Gramm) eis die 
eigentliche Einheit des Systems .anzusehen ist 

Aus der Einheit für die Massen-Messung werden ohne Be- 
zugnahme auf die Einheiten für die Längen-Messung keine andere 
Einheiten abgeleitet. 

\ Eine ^zusammengesetzte Einheit sehr einfacher Ärtj welche 
j nur Massen^ und Lä/ngen-Ui/nheit e^itspricht, ist das {kör- 
j perliche) Trägheits- Moment. 
' Die Dimension dieser Einheit ist m*l^. 

Eine andere Einheit von gleicher Einfachheit ist die specir' 
fische Masse oder Dichtigkeit, 

Diese Einheit wird erhalten, wenn man die Masse einesKorpers 
durch das Volumen desselben dividiert. 

Mi/st man die Masse in Grammen und das Volumen in MÜH- 

1 ar 
litem QAcm), so wird die Dichtigkeit 1 durch -jj~ — ausgedrückt. 

Dieses Verhältnis ist bei reinem Wasser für 4^ C. gegeben 
{1 kbcm hat hier die Masse von 1 gr) und darum darf man dann 
sagen^ da/s die specifische Masse des Wassers bei 4^ C, die Ein- 
heit der Dichtigkeits ' Messungen ist. Die Mafs-Zahl der 
Dichtigkeit irgend eines Körpers bei einer bestimmten Tem- 
peratur ist demnach die Ma/s- Zahl der Masse eines Milli- 
liters (kbcm) des Körpers fiir jene bestimmte Temperatur. 
Bei festen Körpern ist die Änderung des Volumens durch 
die Temperatur eine so geringe, da/s man statt der „Dichtig- 
keit bei einer bestimmten Temperatur^ im allgemeinen 
schlechthin von der „Dichtigkeit^ sprechen darf. Ändere Einheiten 

lals , ^ j der Dichtigkeit wählt man für die Bestimmung der 

specifischen Masse der Gase, bei denen das Volumen nicht allein 
von der Temperatur abhängt. 

Die Dimension der Dichtigkeit ist stets -jj. 

Es verdient bemerkt zu werden, dafs man innerhalb des 
metrischen Systems die Messung von Längen und Massen und 
überhaupt innerhalb jedes dekadischen Systems jede Mafs-Zahl 
in bestinmiter Einheit durch Multiplikation oder Division mit einer 
Potenz von Zehn in die Mafs-Zahl einer andern Einheit desselben 
Systems verwandeln kann. 

Natürlich existieren nicht für alle diese unendlich vielen Einheiten 
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Bezeichnungen, obwohl die Beihe der Bezeichnungen, welche von 
Meter und Gramm in doppelter Weise ausgeht, leicht fortgesetzt 
werden konnte, da sie der bereits bezeichneten Beihe der Zahlen- 
Einheiten genau entspricht 

Hier hat nun der Gebrauch entschieden^ da/s man bei 
Längen- Messungen nur {Kilometer), Meter, Millimeter und aufser- 
dem das Mikron {= 0^001 mm), bei Massen- Messungen nur 
{Kilogramm), Gramm und Milligramm zur Bezeichnung ver- 
wendet und Einheiten, welche zwischen diesen ausgezeichneten 
Einheiten oder jenseit derselben liegen , im dllgemeinen aus- 
schliefst. 

Man schreibt also 3,412 m oder 34:12 mm und nicht oder nur 
selten 34,12 dm oder 341,2 cm etc. 

Die Einheiten für die Messnng der Zeit-Daner sind von 
jeher aus den Bewegungs-Verhältnissen unseres Planeten-Systems 
hergeleitet worden. 

Die scheinbare Drehung des Himmelsgewölbes um die Welten- 
achse, deren Nordpol sehr nahe am Polarstern gelegen ist, wird 
durch die tvirldiche Drehung der Erde um ihre Achse bedingt. 
Diese Scheifä)ewegung läfst einen Teil der Fixsterne auf- und 
untergehen und dazwischen einen höchsten Stand {KtUminoition) 
über dem Horizonte (jedes bestimmten Ortes) erreichen. 

Zwischen zwei auf einanderfolgenden Kulminationen desselben 
Sternes {für denselben Ort) liegt stets dieselbe Zeit-Dauer, es ist 
die Zeit-Dauer, deren die Erde bedarf, um sich einmal um ihre 
Achse zu drehen. 

Andere Fixsterne {Gircum-Polar- Sterne) tauchen niemals unter 
den Horizont und erreichen abwechselnd ein Maximum und ein 
Minimum ihrer Höhe über dem Horizonte. Die Zeit -Dauer 
zwischen zwei auf einander folgenden Maximis oder zwischen zwei 
auf einander folgenden Minimis {für denselben Ort) ist wiederum 
gleich der ümdrehungszeit der Erde. 

Diese konstante Zeit- Dauer, welche zwischen je zwei Fixstern- 
Kulminationen gelegen ist, heifst ein Sterntag. 

Die beiden erwähnten Klassen von Fixsternen erschöpfen die 
ganze Schar derselben und nur die Sonne bedarf einer eigenen 
Betrachtung. 

Während alle Fixsterne aufser der Sonne ihre gegenseitige 
Stellung beibehalten, ändert diese bei der scheinbaren Bewegung 
des Himmelsgewölbes ihre Stellung gegen die anderen: sie dreht 
sich einmal mit dem Himmelsgewölbe um die Weltenachse und 
bewegt sich außerdem, dieser Drehung entgegen j zwischen den 
Sternen fort. Die letztgenannte Bewegung geschieht auf einer ge- 
schlossenen Bahn {Ekliptik), so dafs die Sonne nach Ablauf einer 
gewissen Zeit-Dauer, welche stets dieselbe ist, wieder zu denselben 
Sternen zurückkehrt, von denen sie ausgegangen ist und ist bedingt 
durch die wirkliche Bewegung der Erde um die Sonne. Die 
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Tconstante Zeit-Dauer^ welche hier in Bechnung tritt, heißt Sterfi' 
jah/r. 

Infolge dieser eweiten Bewegung verfliefst zwischen zwei auf- 
einander folgenden Kulminationen der Sonne (Mittag) nicht die- 
selbe Zeit, d. h, der Sonnentag ist eine veränderliche Größe, Um 
hier su einer Konstanten zu gelangen^ läßt man eine fingierte 
Sonne, der Drehungsrichtung des Himmelsgewölbes entgegen, auf 
dem Welt- Äquator gleichmäßig fortschreiten und zwar so, daß 
zu einem vollen Umlauf ein Sternjahr nötig ist. Zwischen auf 
einander folgenden Kulminationen dieser fingierten Sonne liegt 
stets dieselbe Zeit-Dauer, Diese Zeit-Dauer, welche in Sternr 
tagen gemessen^ den Wert eines solchen um eine geringe Größe 
übersteigt, heißt mittlerer Tdg, 

Enthält ein Stemjahr m Sterntage, so macht die fingierte Sonne, 
abgesehen von der gemeinsamen Bewegung aller Fixsterne, in 

m Stemtagen einen Umlauf (also in 1 Sterntag — des Umlaufes), 

d. h, sie bleibt bei einer ganzen Umdrehung des Himmelsge- 

wolbes{l Sterntag) um — der Umdrehung gegen ihre Anfangslage 

m 

111 

zurück. Verfliefsen beziehungsweise 1^ 1 A , 1-4 + — ^ 

' -^ ^ m ^ m ^ m^ 

etc. Sterntage, so bleibt die fingierte Sonne beziehungsweise um 

111 
— j — 2^ — 3 ihres Umganges zurück, so daß für einen vollen Umgang 

derselben^ d. h. für einen mittleren Tag anzusetzen ist in Sternzeit: 

.1.1. • • • r ^ 

1 A -{- . . .tnznf = -. 

* m ^ m^ m — 1 

m ^ 
Man hat also: 1 mittlerer Tag = z Sterntag. 

Für m = 366,253 findet man : 

1 mittlerer Tag = 1,002731 Sterntag und 
1 Sterntag = 0,997269 mittlerer Tag. 

Als Einheit für die Messung der Zeit-Dauer wählt man 
den mittleren Tag. 

Es muß betont werden, daß diese Einheit durch die Vorstellung 
der fingierten Sonnenbewegung aus der unmittelbar gegebenen Ein- 
heit des Sterntages abgeleitet worden ist, indem, man die in Sternr 
tagen ausgedrückte Zeit-Dauer eines Stemjahres zu Grunde legte. 
Es schien zunächst einfacher zu sein überhaupt bei der ursprüng- 
lich gegebenen Einheit des Sterntages stehen zu bleiben. Dagegen 
spricht Folgendes : Die Sonne bestimmt durch ihre Kulminationen 
die wahre Mittagszeit, tvährend die Kulmuiations-Berechnungen 
der fingierten Sonne die mittlere Mittagszeit angeben. Am 
löten April, löten Juni, Iten September und 24ten December 
fällen wahre und mittlere Mittagszeit zusammen, während da- 
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/umsehen relativ geringe Abweichungen stattfinden. So tritt 8. B. 
am 18ten Februar die mittlere Mittagsiseit 15 Minuten eher, am 
Iten November aber 15 Minuten später ein, als die wahre 
Mittagszeit; eine Räderuhr soll 0ur wahren Mittagszeit am 18ten 
Februar 12^ 15\ am Iten November IV" 45' in mittlerer Zeit 
anzeigen. Das Verhältnis von Tag und Nacht, welches sich 
durch die Kulminationen der Sonne bestimmt, wird demnach durch 
eine Uhr, welche mittlere Zeit angiebt, ziemlich getreu wiederge- 
spiegelt. Anders sieht es bei einer Uhr, welche für Sternzeit hm- 
struiert ist» Die Bahn der Sonne schneidet den Himmeis- Äquator 
in zwei Punkten {Frühlings- und Herbst-PunJct) und hat also 
mit der Bahn der fingierten Sonne zwei Punkte gemein. Läfst 
man den Mittelpunkt der fingierten Sonne von einem dieser Punkte 
— es nMg der Frühlings -Punkt sein' — gleichzeitig mit dem 
Centrum der wirklichen Sonne ausgehen, so treffen sie in diesem 
Punkte nach Jahresfrist unederum zusammen, weil ja in beiden 
Fällen die Zeit-Dauer eines ganzen Urnlaufes dieselbe ist. Zählt 
man nun aufserdem die Sternzeit von jenem Momente an, d. h, 
von dem Zeit- Momente, in welchem die Sonne im Frühlings- 
Punkte steht und mit diesem kulminiert, so findet man für diesen 
Moment f d, h, für den Mittag des 2 Iten März auf Uhren in 
mittlerer Zeit und auf Uhren in Sternzeit die Angabe 0^ 0' ö", 00. 
Nach Ablauf eines mittleren Tages zeigt die Uhr in mittlerer 
Zeit wiederum 0^ , während der Zeiger der anderen Uhr unge- 
fähr 4' nach Mittag angiebt Nach Ablauf von 15 mittleren 
Tagen beträgt die Differenz beider Uhren ungefähr 1 Stunde 
mittlerer Zeit. Am Mittag des 21ten Juni gßht eine Uhr in 
Sternzeit ungefähr 6 Stunden, am Mittag des 23ten September 
ungefähr 12 Stunden, am Mittag des 2 Iten December ungefähr 
18 Stunden vor, so da/s also die Tageszeilen hier durchaus nicht 
wiedergegeben werden. Diese Unzuträglichkeiten haben Veran- 
lassu/ng dazu gegeben, stall des Sterntages den mittleren Tag zur 
Einheit der Zeit-Dauer zu wählen. 

Bei Vergleichung verschiedener Zeit -Einheiten mufs man 
stets auf das natürliche Mafs für alle Zeit-Messung, d. h. auf 
den Stemtag zurückgehen. 
Die gleichförmige Drehung der Erde um ihre Achse, beziehungs- 
weise die scheinbare Bewegung des Himmelsgewölbes liefert die 
Konstante der Zeit- Messung, aus welcher andere Einheiten abge- 
leitet werden können, was z. B. an der Herleitung des mittleren 
Tages gezeigt wurde. 

Die Einteilnng der Zeit -Einheit geschieht durch geeignete 
Instrumente, welche im allgemeinen Uhren genannt werden. 
Gewöhnlich wiederholt ein Teil der Instrumente eine Bewegung, 
bei welcher stets nach Ablauf derselben Zeit dieselbe Lage wieder 
. erreicht wird. 

Bei den Sand- Uhren ist z. B. der bewegliche Teil eine be- 
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stimmte Menge Sand, hei den Pendel-Uhren ein schwerer Körper, 
der um eine horizontale Achse schwingt etc. 

Man teilt den mittleren Tag in 24 Stunden, die Stunde in 
60 Minuten, die Minute in 60 Sekunden mittlerer Zeit. 
Ebenso teilt man den Sterntag in 24 Stunden, die Stunde in 60 
Minuten, die Minute in 60 Schunden Stemzeit. 

Für die Vergleichung von Stemzeit und mittlerer Zeit gieU 
es Doppel-TaheUen , welche auch einzelnen für den Schulgehrauch 
hestimmten Logarithmen-Tafeln beigefügt sind. 

Man hat in großer Annäherung: 

1 Stemtag = 86164,1 Sekunden mittlerer Zeit. 

Ein Stemtag ist also um 3* 55'\ 9 mittlerer Zeit kürzer als 
ein mittlerer Tag. 

Als obere Abteilungen gelten Jahre, Monate, Wochen. 
Innerhalb der Wissenschaft kommt fast nur das Jahr in Betracht 

Das Sternjahr enthält 365,25636 Tage mittlerer Zeit. 
An Stelle des Sternjahres, welches mit der ündaufszeit der 
Erde bei ihrer Bewegung um die Sonne übereinstimmt, mufs man 
für die Zeitrechnung d<is tropische Jahr Anfuhren, weil sich 
sonst nach Ahlauf längerer Zeiträume Unzuträglichkeiten für die 
Bestimmung der Jahreszeiten herausstellen würden. 

Der Frühlings- Fu/nkt, d, h, der eine Schnittpunkt zwischen 
dem HimmdS' Äquator und der scheinbaren Sonnenbahn verändert 
nämlich stetig seine Lage auf der Sonnenhahn und rückt, der 
Sonnenhewegung entgegen, in 72 Jahren ungefähr um 1 ® vor, so 
dafs die Sonne hei einem Umlaufe ungefähr um 20* mittlerer 
Zeit vor Vollendung des Umlaufs zum Frühlings- Funkte zurück- 
kehrt. 

Die Zeitdauer zwischen zwei Durchgängen des Sonnencentrums 
durch den FriMings- Punkt nennt man ein tropisches Jahr. 

Diese Periode ist für die Bestimmung der Jahreszeiten maßgebend 
und ist also z, B. der Kalenderberechnung zu Grunde zu legen. 

Man hat: 1 Jahr trop, = 365,24224 mittlerer Tage, 

Die Lagen-Änderung des Frühlings-Punktes, welcher eine gleiche 
Lagen- Änderung des Herbst- Punktes entspricht, ist bedingt durch 
eine bestimmte Lagen-Änderung der Erdachse, 

Jeder Pol derselben würde bei ruhendem Centrum ungefähr in 
72 , 360 = 25920 Jahren einen ganzen Kreis beschreii>en, d. h. 
die Achse würde in dieser Zeit einen Doppel-Kegel-Mantel durch- 
laufen, wenn sie sich nicht aufserdem im Baume fortbewegte *). 

Da zwischen den in der Natur gegebenen Mafsen der Zeit 
keine, rationalen Verhältnisse bestehen, so können in diesem Ge- 
biete durch veränderte Festsetzungen keine wesentlichen Verein- 
fachungen erreicht werden. 



1) Vergl. die Phoronomie der Punkt-Systeme. 
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Man könnte z. B. den Tag in 2 mal 10 Stunden, die Stunde in 
100 Minuten^ die Minute in 100 Sekunden einteüen und demnach 
einen Halbtag von 100000 Sekunden als Einheit der Zeit-Dauer 
isu Grunde legen. Dabei würde der Übergang vom Tage zum 
Jahre für die Rechnung nicht wesentlich erleichtert werden. 



ni. Die Aufgal)e der physikalischen Mechanik. 

Durch die Fordernngen der Physik wird diejenige Form 
der Mechanik bestimmt, welche man physikalische Mechanik 

nennen kann. 

Es handelt sieh von vornherein darum, die Darstellung der Me- 
chanik so zu gestalten, da/s dieselbe als Grundlage der Physik 
erscheint und somit zur Einführung in diese Wissenschaft dienert 
kann, 

1. Die £liiteiliuig des Gebietes. 

Die Gliederung der physikalischen Mechanik wird im Hin- 
blick auf die Bedürfhisse unserer Schulen, in welchen der geome- 
trische Unterricht im besondern auf Lagen -Bestimmungen gar 
keine Rücksicht nimmt, folgendermafsen zu gestalten sein: 
I. Die geometrische Grundlage der Mechanik. 
n. Phoronomie. 

1. Der Punkt. 

2. Die Punkt-Systeme der Physik. 
jn. Die Dynamik der Physik. 

IV. Die allgemeine Theorie der physischen Bewegungen 
und die Special- Gebiete der Physik. 
Obwohl die Phoronomie des Punktes als Theorie von den 
Bedürfiiissen der Physik durchaus nicht beeinflufst wird, so scheint 
es doch zweckmäfsig, bereits hier bei Anwendungen der theore- 
tischen Sätze grade auf das in der Natur GegebeuQ hinzuweisen 
und so den Übergang zu dem zweiten Teile der Phoronomie zu 
gewinnen. 

Hier handelt es sich von vornherein darum, aus der grofsen 
Zahl der Punkt-Systeme, welche denkbar sind, diejenigen auszu- 
wählen, welche in der Physik Verwendung finden können, d. h. 
einer Darstellung des festen, flüssigen und gasförmigen Aggregat- 
Zustandes vorzuarbeiten. 

So unrd man z, B, die Bewegung des Mittelpunktes einer frei 
fällenden Kugel oder die Bewegung des Erd-Centrums etc. aus- 
wählen können, um die Phoronomie des Punktes anzuwenden. 

Unter allen Formen der Dynamik ist von vornherein die- 
jenige auszuwählen, welche als physikalische Dynamik bezeichnet 



— 58 — 

werden mufs Charakteristisch für dieselbe ist, dafs die gegen- 
seitige Beeinflussung der Bewegungen mit Hülfe einer 
Art von Konstanten dargestellt werden kann: abgesehen von 
den Gröfsen (Länge und Zeit-Dauer), welche auch in der Phoro- 
nomie zur Verwendung kommen, ist es hier ja nur die Masse^ 
welche in Rechnung tritt. 
Andere Formen der Dynamik sind leicht isu ersinnen. FalU 
0, B, hei sonst gleichen Bdationen der Satz von der Konstang 
der Masse fort, so würde die Masse etwa dem Volumen umge- 
Jcehrt proportional gesetzt werden können etc. Sehr gehräucMich sind 
UebungS'Beispiele aus anderen Formen der Dynamik, für welche 
man statt des Newtonschen Gesetzes andere Theoreme ein- 
führt. 

Damit hängt zusammen, dafs alle Gröfsen der physikalischen 
Dynamik auf drei Fundamental-Gröfsen (Länge, Masse, Zeit-Dauer) 
zurückgeführt werden können, während andere Formen der Dyna- 
mik deren im allgemeinen mehrere gebrauchen werden. 

WoUte man eine Dynamik begründen, innerhalb welcher überhaupt 
keine gegenseitigen Beeinflussungen von Bewegungen stattfinden, 
so würde man allerdings mit zwei Größen- Arten auskommen, 
man wäre aber dann einfach zur Phoronomie zurückgekehrt, 
welche so als Specialfall der Dynamik erscheint 

Die allgemeine Theorie der physischen Bewegungen 
scheint vielleicht zunächst mit der Dynamik der Physik identisch 
zu sein. Der grofse Unterschied der beiden Gebiete besteht darin, 
dafs die Objekte des einen nie aufhören Baum-Gebilde zu sein, 
während die Objekte des andern physische Körper sind. Damit 
hängt eng zusammen, dafs alle Sätze der physikalischen Dynamik 
als Sätze einer ^Wissenschaft a priori^ jenen Charakter haben, 
welcher durch die mathematischen Theoreme hinlänglich bekannt 
ist, während die Sätze des andern Gebietes durch Erfahrung um- 
gestaltet werden können. 

Die physikalische Dynamik entwickelt z» B. unter der Voraus- 
Setzung, dafs der Satz von der Konstanz der Masse gilt, eine 
Reihe von Sätzen und dabei ist ihr diese Voraussetzung eine 
unter vielen, welche eine bestimmte Theorie von anderen bestimmten 
Theorieen scheidet. 

Ebenso entwickelt die Geometrie unter Voraussetzung des elften 
Axioms vonEuklides eine bestimmte Theorie der Raum-Gebilde 
im Gegensatz zu anderen Theorieen, 

Ob aber der Satz von der Konstanz der Masse oder jenes 
Axiom innerhalb der Welt der physischen Bewegungen gilt, das 
hat die Physik resp. die physische Geometrie festzustellen und 
zwar auf Grundlage der^ Erfahrung, Da hier durch neue Be- 
obachtungen etc. stets Änderungen . der Auffassung erzwungen 
werden können, so haben die Sätze der Physik nicht allgemeine 
und notwendige Gültigkeit, 
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Diesen CharaTder erhalten die Theoreme einer Wissenschaft a 
priori nur dadurch^ da/s sie durchaus concessiv sind. Hier 
schliefst man immer: Unter diesen oder jenen Voraussetzungen 
folgt Dies oder Jenes. 

Die Physik schließt dagegen: Beobachtungen und Messungen 
führen dazu, diese oder jene Voraussetzung vorläufig als Thut- 
sache anzusehen y und deshalb ist auch, was aus diesen Voraus- 
setzungen richtig erschlossen ivird, solange als Thatsache hinzu- 
stellen, als jene Voraussäzungen den CharaTder des Thatsächlichen 
behalten. 

Diese Verhältnisse lassen sich an einer Besprechung des 
Boyle- Mariott eschen Gesetzes erläutern. 

Beobachtungen und Messungen ergaben, dass zwei Volumina 
(Fl und V2) desselben Gases bei derselben Temperatur sich um- 
gekehrt verhielten wie die Drucke (Pj und Pg), welche sie ausübten. 

V P 

Aus der Gleichung -=^ = -^ schloß man V^ . P^ = F« . P2 

und daraus ergab sich 

Fl . Pi = F2 . P2 = Fa . P3 = . . . Vn> Pn = constans. 
Aus dem Satze, daß für ein bestimmtes Gas das Produkt aus 
Druck und Volumen constant ist, konnten eine Reihe von Schlüssen 
hergeleitet werden. 

Spätere Beobachtungen und Messungen ergaben, dass jenes 
Gesetz nur angenähert richtig sei und deshalb blieben jene 
Schlüsse für eine Dynamik, welche Gase von der Beschaffenheit 
P . V = constans voraussetzen darf, in aller Strenge bestehen, 
während sie für die Physik, welche die Gase nehmen muß, wie 
sie sind, wesentlich modifiziert werden mußten. 

Man sagt deshalb, die Objekte der physikalischen Dynamik 
seien Ideal-Gebilde und spricht im besonderen z. B. von idealen 
Gasen etc., während die Objekte der Physik stets das in der 
Natur Gegebene sind. Inwieweit die Schlüsse an Ideal-Gebilde 
für die Physik in Kraft bleiben , das hängt jedesmal ab von dem 
Grade der Annäherung , mit welchem das .Ideale als Abbild des 
Wirklichen aufgefafst werden darf. Es handelt sich immer ui^d 
immer wieder darum , auf dem relativ grofsen Gebiete des Mög- 
lichen (Denkbaren) das relativ kleine Gebiet des Gegebenen (Wirk- 
lichen) auszuscheiden. 

Ob es gelingt allgemeine Gesetze für solche Ausscheidungen zu 
finden, läfst sich noch nicht übersehen. Es scheint so, als ob das 
Wirkliche stets durch Minirnal-Besti/mmungen aus dem 
Gebiete des Möglichen herausgenommen werden könnte. ^ 

So ist z. B. die physikalische Dynamik durch eine dyna- 
mische Konstante (Masse) gegeben und nickt durch mehrere^ wie 
man zunächst annehmen könnte. 
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So weist atich das Newtonsche Gesetz auf gewisse Minimal- 
Bestimmungen Äin*). 

Durch die allgemeine Theorie der physischen Bewe- 
gungen wird die physikalische Mechanik mit der speciellen 
Physik verbunden, deren einzelne Gebiete im Hinblick auf die 
hier gegebenen Analysen von vornherein durchaus nicht zusammen- 
hangslos erscheinen. 

Hier ist es vor allem der Satz von der Transformation der 
Energie, welcher in weitgehender Weise zur Geltung kommt. 
An diesem Punkte mündet die hier beabsichtigte Untersuchung 
ein in die Barstellungen der physikalischen Spedal-GebietCj welche 
in den Lehrbüchern gemeinhin in völlig ausreichender Weise ge- 
geben werden. 



S. Die pbysikaliselieii und die teclmisclien 

Wissenseliaften. 

Dafs nicht eine beliebige Form der Mechanik, sondern grade 
die physikalische Mechanik die Grundlage für eine Gruppe von 
Erfahrungswissenschaften bildet, folgt aus dem bisher Erläuterten 
in unzweideutiger Weise. 

Das Gebiet dieser Erfahrungswissenschaften zerfällt in zwei 
Teil-Gebiete, welche dadurch zu unterscheiden sind, dafs in erster 
Linie innerhalb des einen kausale und innerhalb des andern 
teleologische Bedürfuisse der Menschheit befriedigt werden sollen : 
es handelt sich das eine Mal um eine ausreichende Erklärung 
von Gegebenem und das andere Mal um zweckmäfsige Er- 
schaflPung von Gesuchtem. 

Die beiden Teil-Gebiete sollen in der Nomenklatur als phy- 
sikalische und als technische Wissenschaften unterschieden 
werden. 
Die Gesichtspunkte, welche hier in Frage kommen, dürfen als 
fundcmientaZ bezeichnet werden. 

Die einzelnen Thatsachen, welche das gesetsmäfsig-organisierte 
Gebiet einer Erfahrungswissenschaft bilden, sind so angeordnet, 
dass überall vom Bedingten zum Bedingenden zurückzugehen oder 
vom Bedingenden zum Bedingten fortzuschreiten ist. 

Das eine Mal geht man gewissermafsen mit dem Flusse der 
Zeit, d. h. man sucht zum Bedingten zu gelangen, welches sich 
als Ziel (telos) der bedingenden Thatsache auffassen läßt. 

Das andere Mal geht man gewissermafsen dem Flusse der 
Zeit entgegen, d, h. man sucht zum Bedingenden zu gelangen^ 
welches sich als Ursache (causa) der bedingten Thatsachen auf- 
fassen läßt. 



1) Vgl. w. 5. S. 13. 
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Nun giebt es ^war Jceine Erfahrungswissenschafl, innerhalb 
welcher man nwr in ca/asdler oder nur in teleologischer Hinsicht 
zu arbeiten hätte, es tritt aber doch das eine Mal die eine, das 
andere Mal die andere Betrachtungsweise in den Vordergrund, 

So stellt z, B. innerhalb der Physik der wissenschaftliche 
Versuch im allgemeinen ein teleologisches Moment dar, während 
in der Technik die Theorie einer bereits konstruierten Maschine 
durchaus in kausaler Weise zu geben ist. 

Man darf also nur behaupten, dass die physikalischen Wissen- 
schaften im allgemeinen der Mirklärung vom Gegebenen ge- 
widmet sind, während die technischen Wissenschaften an der 
Lösung bestimmter Konstruktionen arbeiten. Dabei bedarf 
man zur sachgemäfsen Lösung der technischen Probleme unmittel- 
bar der Kenntnis bestimmter physikalischer Gesetze, und damit 
mittelbar der Kenntnis der physikalischen Mechanik, Vergl. hierzu 
das Vorwort dieses Buches, 

Zu der Gruppe der physikalischen Wissenschaften gehört in 
erster Linie, als Grundlage aller übrigen, die allgemeine Theorie 
der physischen Bewegungen^ an welche sich dann des weiteren 
die einzelnen Gebiete der speciellen Physik anschliefsen. 

Diejenige Wissenschaft, welche die Kenntnis der oben er- 
wähnten Disciplinen für die Erforschung der organischen Prozesse 
verwendet, wird Physiologie genannt. 
Die physischen Vorgänge in den Organismen werden durch dieselben 
Gesetze beherrscht, welche auch die Erscheinungen der unorganischen 
Natur regeln, Sie würden infolge dessen keiner gesonderten Be- 
handlung bedürfen, wenn sie nicht ein äufserst mannigfaltiges 
und reich gegliedertes Gebiet darstellten, dessen genauere Durch- 
forschung Männer erfordert, welche sich mit dem Bau der Orga- 
nismen eingehend beschäftigt und im besonderen anato^nische Stu- 
dien gemacht haben: es tritt hier^ mit anderen Worten, eine 
Arbeitsteilung ein. 

Der sorgfältige Ausbau der speciellen Physik, welcher dem 
Physiker vom Fach vornehmlich am Herzen liegt, hat für den 
Physiologen geringere Wichtigkeit^ dessen Interesse ja vor allem 
durch die Specialisierung derjenigen physikalischen Gesetze, 
welche das Leben der Organismen beherrschen, in Anspruch ge- 
nommen wird. 

Da einzelnen Vorgängen im Organismus des Menschen ohne 
Zweifel geistige Erscheinungen entsprechen, so erwächst die For- 
derung einer Wissenschaft, welche überhaupt die Berührungspunkte 
zwischen physischen Vorgängen und psychischen Erscheinungen 
aufzusuchen bemüht ist. Diese Disciplin, welche die Brücke zwischen 
den Natur- und Geistes -Wissenschaften zu schlagen hat, wird 
Psycho - Physik odei* auch wohl physiologische Psychologie 
genannt. 

Ein Hauptkapitel dieser Grenzwissenschaft ist den Vorgängen 
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in den Sinnesorganen, d. h, im besonderen den Empfindungen 
gewidmet, deren jede ein Empfindendes {Psychisches) und ein 
Empfundenes {Physisches) zugleich trennt und vermittelt. 

Das kommt hier ^ur Erwähnung, weil die oben gegebene Syste- 
matik der physikalischen Disciplinen im Hinblick auf die physio- 
logische Psychologie der menschlichen Sinnesorgane entwickelt 
wurde. 

Dabei ist mit aller Schärfe ^u betonen, da/s für uns das 
Geistige immer das isunächst Liegende ist und da/s tvir erst von 
Diesem aus 0um Materiellen gelangen *). 

An diese Wissenschaften, welche einesteils die Gesetze des 

Physischen in systematischem Zusammenhange zu entwickeln und 

andererseits die Beziehungen zwischen diesen Gebieten und dem 

Reiche des Psychischen aufzusuchen und zu begründen haben, 

schliefst sich eine andere Gruppe physikalischer Wissenschaften, 

welche einen durchaus historischen Charakter zur Schau tragen. 

Man pflegt dieselben im Gegensatz zur ersten Gruppe, welche 

man als Naturlehre bezeichnet, unter dem Namen Naturhe- 

sch/reHm/ag zusammen zu fassen. 

Diese Bezeichnung ist äufserst schleckt gewählt, da wir in 
keiner Wissenschaft über die Beschreibung der Thatsachen und 
über die Beschreibung ihres Zusammenhangs hinauszugehen im- 
stande sind *). 

Die Abgrenzung der beiden Gruppen, welche gemeinhin^) vor- 
genommen wird, wonach es sich das eine Mal um die wechseln^ 
den JErschei/nungen und das andere Mal um die dauern- 
den Formen der Körperwelt handeln soll, ist durchaus mangel- 
haft und nichtssagend. 

Wo bleibt die dauernde Form bei der Entwicklung eines 
Frosches, der vom Zellenstadium des Eies in die relativ vollendete 
Gestalt des Lurches übergeht? Wo bleibt der Wechsel der Er- 
scheinung bei der gleichförmigen Rotation der Erde? 

Das I^atternde ist in jedem Falle nur das Gesetz, welches 
in den wechselvollen Erscheinungen zur Geltung kommt. 

Innerhalb der historischen Gruppe der physikalischen Wissen- 
schaften handelt es sich zunächst darum, gewissermafsen eine In- 
ventaraufnahme der Körperwelt zu machen und dabei in geeigneter 
Weise zu klassificieren. 

Diese Arbeit darf, so wichtig dieselbe auch ist, nicht über- 
schätzt werden, da sie nur die Lösung der Aufgabe, welche hier 
eigentlich vorliegt, anzubahnen hat: es handelt sich darum, die 



1) Yergl. Helmholtz, Die Thatsachen, und die literarischen Notizen 
in W. 5. 

2) Vergl. W. 5. 

3) Selbst in Budde, Lehrbuch der Physik für höhere Lehranstalten, Einl. 
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Geschichte einzelner Individuen oder ganzer Klassen von Indivi- 
duen darzustellen. Die umfassendste Wissenschaft del* historischen 
Gruppe, die Astronomie, vermittelt zugleich die Verbindung mit 
der zuerst besprochenen Abteilung, weil die Bewegungen in unserem 
Welt -Systeme durchweg der mathematischen Behandlung fähig 
sind, falls man in der Analyse bei den Himmelskörpern selbst stehn 
bleibt und jeden derselben als ein Ganzes auffafst. 

Die Vollkommenheit der mathematischen Behandlung ist hier 
so grofs, dass man jedes Teil-Gebiet von physischen Bewegungen 
als ausreichend ^) dargestellt anseJien würde, falls man eine ^astro- 
nomische'" Kenntnis^) desselben besäfse. 

Unter allen Himmelskörpern bietet unser Planet (für uns) den 
reichsten Stoff zu Untersuchungen mannigfachster Art. 

Es mag hier bemerkt werden, da/s man unter dem Namen md- 
thematische Geographie einen Abrifs der Astronomie zu 
geben pflegt, welcher vor allem die Erde und zwar hauptsächlich 
in ihrer Beziehung zu den zunächst gelegenen Himmelskörpern 
zum Gegenstande hat. 

In der Geschichte des Weltalls^), welche als der ab- 
schliefsende Teil der Astronomie zu bezeichnen ist, spielt die Ge- 
schichte der Erde (für uns) eine hervorragende Rolle. 
Es handelt sich hier natürlich lediglich um Physisches: die Be- 
trachtung der geistigen Erscheinungen bleibt anderen Disciplinen 
vorbehalten. 

Die irdische Welt gliedert sich zunächst in ein organisches 
Reich (Tiere und Pflanzen) und in ein unorganisches Reich, so 
dafs hier Zoologie und Botanik einer Reihe von Wissenschaften 
gegenübertritt, welche man unter dem Namen Mineralogie zu- 
sammen zu fassen pflegt. 

Auf allen diesen Gebieten hat die Wichtigkeit der lange über- 
schätzten Systematik vor der Wichtigkeit der Entwicklungs- 
Geschichte zurückzutreten, zumal erst das Studium der letzteren, 
in vielen Fällen wenigstens, eine sachgemäfse Klassifikation be- 
gründet. 

Während in der Astronomie womöglich jedes einzelne Individuum 
historisch verfolgt zu werden pflegt, kann es sich bei der Beich- 
haltigkeit des organischen. Beiches nur noch um die Geschichte 
ganzer Klassen handeln. 

Man spricht also im besonderen nicht von der Entwicklungs- 
geschichte dieses oder jenes Maulwurfs, sondern von der Ent- 
wicklungsgeschicMe des Maulwurf s, wahrend man doch andererseits 
womöglich jedem einzelnen Gestirne seine Aufmerksamkeit zuwendet. 



1) Vergl. Laplace, Essai phil. snr les Probabilitds. äd. II. Paris 1814. 
p. 2 fg. 

2) Vergl. E. du Bois-Beymond, Grenzen des Naturerkennens. S. 12 fg. 

3) Dieselbe ist darch Kant and Lapiace begründet worden. 
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In den technischen Wissenschaften handelt es sich nicht um 

die Erklärung von Gegebenem , sondern um die Herstellung von 

Gefordertem. 

Es ist selbstverständlich, da/s man für Konstruktionen in einem 

lestimnUen Gebiete die daselbst herrschenden Gesetze kennen mufs. 

Die allgemeine Theorie der physischen Bewegungen ist die 
gemeinsame Grundlage aller technischen Wissenschaften, während 
im besonderen auch einzelne Teile der speciellen Physik in Frage 
kommen. 

Eine Systematik des ganzen Gebietes, welche sich allgemeiner 
Anerkennung erfreut, ist bis jetzt noch nicht vorhanden, wenn auch 
die erste Gliederung in monumentale, maschinelle und che- 
mische Fächer kaum auf Widerspruch stöfsen dürfte *). 

Zimschen die erste und zweite Gruppe schieben sich die In- 
genieur-Bauumsenschaften {e. B. die Theorie der eisernen Brücken) 
als Bindeglieder ein. 

Für die Würdigung der kulturgeschichtlichen Bedeutung der 
technischen Wissenschaften, welchen noch immer nicht die richtige 
Stellung im ganzen unseres Wissens angewiesen worden ist, hefert 
Kapp ^1, ;, Grundlinien einer Philosophie der Technik^ mannigfaches 
Material. 

Namentlich findet man dort auch reichhaltige Angaben über ein- 
schlägige Litteraiur. 



1) Yergl. das Einteilangs-Moment für di& Fachklassen der kgl. prenfs. 6e- 
werbeschnlen vom Jahre 1869. Vergl. ferner die Programme der technischen 
Hochschulen. 

2) Braunschweig 1877. 



B. Physikalische Mechanik,, 



I. Die geometrische Grundlage der Mechanik. 

Es ist selbstverständlich, dafs die Lehre von der Bewegung 
der Baum - Gebilde zum mindesten einzelner Sätze aus einer 
Theorie der Baum-Gebilde (Geometrie) bedarf. 

Die geometrischen Vorstellungen, welche gemeinhin auf dem 
Boden der Enklidischen Darstellung erwachsen, bedürfen einer 
dreifachen Ergänzung^ wenn sie fiir die Behandlung der Me- 
chanik ausreichen sollen. 

Einmal erfordern Angaben über Lagen-Änderungen eine ge- 
nauere Kenntnis von Lagen-Bestimmnngen. 
Diese Kenntnis muß natürlich im Anschluß an den bereits ver- 
arbeiteten Stoff erworben werden: es handelt sich nicht um eine 
Begründung der Geometrie der La^e, sondern um Lagen -Be- 
stimmungen innerhalb der Geometrie des Maßes, 

Andererseits fordern die Analysen und Synthesen, welche der 

Phoronomie eigentümlich sind, eine Erweiterung des Begriffes 

der Addition und zwar im Hinblick auf Strecken, welche der 

Gröfse und Lage nach gegeben sind. 

Es handelt sich darum, eine Geometrie der Strecken eu begründen, 

weiche au^h für beliebige Linien (d, h. nicht bloß für Stücke einer 

Graden) verwendbar ist, insofern man jede Kurve aus eUmen- 

taren Strecken ssu^ammengesetd denken darf. 

Endlich weisen die Betrachtungen der Dynamik auf ein be- 
stimmtes Summations-Yerfahren hin, welches wesentliche Ab- 
kürzungen nach sich zieht, es handelt sich um eine Theorie der 
Momente. 

Dabei hat man von der Vorstellung , daß jedem Tunkte ein be- 
stimmter ZahlenrKoefficient zukommt, ausgedehnten Gebrauch zu 
machen. 

Wer nicke. T^ 
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1. Die liagen-Bestiiiiiiiiiiigen der Geometrie des Mafses« 

§. 1. Sinn und Bichtiin^. 

Wenn man innerhalb der Geometrie des Mafses auch auf 

die gegenseitige Lage der Gebilde Rücksicht nimmt, so erwächst 

im Hinblick auf die einheitliche Durchführung dieser Disciplin 

die vollständig bestimmte Forderung ;,jede Lagen-Bestimmnng 

auf eine Mars-Bestimmung zurückzuführen^. 

Ebenso mufs die Geometrie der Luge jede Mafs-Bestimmung 

auf eine Lagen- Bestimmung zurückführen. Die Länge einer 

Strecke wird hier z, B, durch die Lage der zugehörigen Graden 

und die Lagen zweier schneidender Ebenen bestimmt gedacht 

Diese Zurfickfühningläfst sich stets durch Längen-Messnngen 

erreichen und zwar könnte man dabei mit einer einzigen Einheit, 
nämlich mit einer beliebig gewählten Strecke, auskommen. 

Es hat sich zweckmäfsig erwiesen, aufserdem als zweite Ein- 
heit die Peripherie eines beliebig gewählten Kreises einzuführen 
und ein bestimmtes Gebiet von Längen-Bestimmungen unter dem 
Namen ,,Winkel-Mes8ungen^^ abzugrenzen. 

Da/s die Winkel- Messung auf Längen- Messungen zurückgeführt 
werden kann, geht schon aus der Existenz unserer Goniometrie hervor. 
Die Zurückführung ist auf sehr verschiedenen Wegen möglich, 
sie kann z. B. auch durch Flächen-Messungen (Teile der Kreis- 
fläche) bewirkt werden, wobei zu bemerken ist, da/s diese wiederum 
in letzter Instanz auf Längen-Messungen zurückweisen. 

Eine Länge läfst sich durch Angabe einer Einheit und einer 
Mafs-Zahl vollständig darstellen. 

Die Feststellung der Einheit ist Sache der Übereinkunft. 
Die Angabe 3,5 m sagt einerseits aus, da/s man das Meter zur 
Einheit gewählt hat, sie teilt andrerseits mit, da/s sich bei dieser 
Auswahl die in Bede stehende Länge zur Einheit verhält, ude 
die Zahl 3,5 zur Zahl 1. 

Bei der Winkel-Messnng fordert die Übereinkunft, dafs man 
einen Bogen stets in seinem Verhältnisse zur Peripherie mifst. 
Jede Peripherie läfst sich hier als Einheit benutzen, ohne dafs 
doch Reduktions-Gleichungen notwendig würden. 

Man hat stets zu beachten, da/s man den zu messenden Winkel 
als Centriwinkel irgend eines EinHeits-Kreises eingetragen denkt 
und dann das Verhältnis bestimmt, in welchem der zugehörige 
Bogen zur ganzen Peripherie steht. Ein Winkel von der Große 
0,25 ist demnach ein Winkel, zu welchem in dem eben bestimmten 
Sinne ein Viertel der Peripherie gehört. 

Um die Einheit zu benennen , kann man für die ganze Pßri- 
pherie oder für einen aus dieser abgeleiteten, Einheits-Bogen, eine 
Bezeichnung wählen. 
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Man pflegt nun einerseits die Peripherie in 360 gleiche l!eüe 
SU verlegen und einen Teil derselben einen Grtid jsu nennen. 
Ein Winkel von der Größe 0,25 ist in dieser Bezeichnung ein 
Winkel von 90 Graden. 

Für die fernere Einteilung hat man: 

V {Grad) = 60* {Minuten) = 360a' {Sekunden). 

Man pflegt andrerseits die Länge der ganzen Peripherie durch 

die Länge des Radius zu messen ^ so da/s also jeder Bogen 

und demnach auch jeder Winkel in seinem Verhältnis zu dem 

{zur Einheit gewähUen) Badius des Kreises bestimmt ersdheint. . 

Bezeichnet man die Peripherie mit P, so ist die Einheit {Ei) im 

p 

ersten Fälle die Lä/nge -x^, während im zweiten FaUe.die 

p 

Länge ^— zur^ Einheit {E^) genommen wird* 

In letzterem FaUe tritt übrigens kei/n aliquoter Teil der 
Peripherie {irrationale Einheit) in Bechnung. 
Mßn hoit hier die Beduktions-Gleiehung : 

360. E^ = P = J2n.E2. 

Winkel-Messungen in E^ nennt man Angaben in Gräd-Ma/s, 
Winkel-Messungen in E^ nennt man Angaben in Bogen-Mafs, 

Es ist inkonsequent, aber gebräuchlich, die Messungen, inE^ 
durch Beifügung der Einheit {Grade ^ Minuten, Sekunden) aus- 
zuzeichnen und die Messungen in E^ durch blo/se ZaJüen darzu- 
stellen. Man findet immer aus der Ma/s-Zahl ai in Grad^Mafs 
die MafS'Zahl d^ iw Bogen-Mafs durch die Gleichungen: 
360 .El =^ J^n.Ez und a^ . E^ = a^ . E^- 

90 • n 

Es entspricht sich z. B. 90 in Grad-Mafs und -^^ . ^ tc =; - 

in Bogen-Mafs. 

Die Beziehung der beiden Einheiten läfst sich auch auf fol- 
gende Weise darstellen: 

Der Einheit JE« entspricht die Mafs-ZaU a^ — -^ = 57,29578, 

d. h. die Länge des Badius gehört zu dem Bogen von 57^ 17' 44', 8, 

2tz 
Der Einheit E^ entspricht die Mafs-Zahl a2 = -0^= 0,01745, 

d. h. der Bogen von i® beträgt 0,01745 vom Badius. 

Lagen - Bestimmnngen werden durch die Einführung der 
Winkel -Messnng erleichtert > ohne doch durch dieselbe 
bedingt zu werden. 

Man kann statt der j, Methode^ der Winkel-Messung andere Me- 
thoden ersinnen, welche denselben Nutzen gewähren. 

i Diese Erleichterung beruht darauf, dafs Lagen-Bestimmungen, 
insofern sie auf Bestimmungen der Richtung zurückweisen, durch 
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Winkel-Messungen leichter ausgeführt werden können, als durch 

andere Methoden. 

Wenn man ein für aUe Mal ei/nen festen Winkd einführt, so 
entspricht jedem Verhältnis seiner Schenkel eine bestimmte Bich- 
twng gegen irgend eine grade Linie. 

Aus dieser Bemerkung kann man eine Methode für die Be- 
stimmung von Bichtungen entujickeln, loelehe keine Winkd-Messung 
voraussetzt. 

Das Wort ^^Bichtnng^^ hat eine doppelte .Bedeutung. 

Man spricht einerseits von den beiden Richtungen innerhalb 
einer beliebigen Linie, indem man dieselbe durch einen be- 
stimmten Zug entstanden denkt u^ad sich vorstellt, dafs man den 
Zug auch umgekehrt hätte machen können. 

Man spricht andererseits von der gegenseitigen Richtung 
grader Linien, indem man dieselben in einer Ebene oder im 
Räume gelegen denkt und die dabei gebildeten Winkel in Betracht 
zieht. 

Um unter dieser Doppeldentigkeit nicht zu leiden, soll in 
erster Beziehung statt des Wortes ^^Bichtnng^^ stets das Wort 
„Sinn" gebraucht werden. 

An einem Kreisbogen unterscheidet man demnach den y^Sinn^ 
AB von dem „Sinne^ BA, während man eine Grade in ihren 
„Sichtungen^ zu andern Graden befrachtet. 

Die Winkel-Messung dient nicht dazu, den Sinn einer Linie 
festzustellen, sie setzt im Gegenteil solche Bestimmungen voraus 
und führt erst im Verein mit diesen zur Fixierung von Richtungen. 
Zwei Punkte A und B auf der Peripherie eines Kreises be- 
stimmen zwei verschiedene Bogen, welche zunächst beide durch 
AB oder durch BA bezeichnet werden können. Erst wenn 
man für den Kreis einen bestimmten Si/nn (z. B. durch eine 
Pfeilspitze f welche eine der beiden möglichen Entstehungs-Arten 
des Kreises vor der andern auszeichnet) fixiert, gelangt man zu 
el/ndeutigeti Bezeichnungen, so dafs nun der eine Bogen durch 
AB, der ärgere Bogen durch BA dargestellt werden muf8. 

Bichtnng ist ein BegriflF, welcher nur bei zwei oder mehreren 
graden Linien zur Verwendung kommen kann. 
Es hat eine Bedeutung von dem Sinne ei/ner Linie, also im be- 
sonder eti auch von dem Sinne einer Graden, zu sprechen, es 
hat aber keine Bedeutung von der Richtung einer Graden zu 
sprechen , fails man dieselbe nicht ein für alle Mal auf irgend 
eine bestimmte zweite Grade bezogen denkt. 

Dafs der yjSinn^ einer Linie nur in Bezug auf den entgegen- 
gesetzten yjSinn^ derselben Linie Bedeutung hat, dafs also auch 
der Begriff des Si/nnes relativ ist, mag noch ausdrücklich 
bemerkt werden. 

Wenn man durch einen Punkt einer Fläche (z.B. einer Ebene) 
zwei oder mehrere Grade ziehen kann, welche innerhalb der Fläche 



— 69 -^ 

liegen , so schreibt man jeder derselben in Bezug auf die andere 
oder in Bezug auf die anderen eine bestimmte Kichtnng zu. 
Wenn man durch den Fmkt der Fläche, wie es z. B. bei der 
Ebene der Fall ist, zwei Halb- Strahlen ziehen Jcann, welche als 
Stücke einer und derselben Graden angesehen werden "können^ so 
entsprechen denselben zwei Eichtungen, von denen die eine mit dem 
einen Sinne ^ die andere mit dem andern Sinne j^er Graden 
übereinstimmt. 

Für die grade Linie weist also der Sinn des Fortschreitens 
innerhalb der Linie stets auf eine bestimmte Michtung gegen 
eine andere grade Linie hin, so da/s hier Sinn und BuMüng 
in gewisser Einsicht für einander eintreten können. 

Von der Richtnng einer Graden gegen einander zu sprechen 
hat erst Bedeutung, wenn der Sinn beider Graden bereits fest- 
gestellt ist. 
Indem man eine Grade von einem Punkte at^ zieht, giebt man 
ihr einen bestimmten Sinn: es handelt sich stets um einseitig be- 
grenzte Graden j d. h. um Halb- Strahlen. 

Für die specielle Fläche, welche man Ebene nennt, gilt 
folgendes: Da sich hier von einem Punkte (0) aus unendlich viele 
Halb-Strahlen ziehen lassen , so werden in Bezug auf einen (0 X) 
derselben, welchen man beliebig auswählen kann, unendlich viele 
Richtungen bestimmt. 

Schlägt man um jenen Punkt einen innerhalb der Ebene ge- 
legenen Kreis, so schneidet jeder der Halb-Strahlen die Peripherie 
desselben einmal und nur einmal. Zu je zwei Halb-Strahlen ge- 
hört ein Bogenpaar, dessen beide Glieder zusammen den ganzen 
Kreis ausmachen. Geht man nun von dem bestimmten Schnitt- 
punkte Px aus, welcher auf dem Kreise durch OX hervorgebracht 
wird, so läfst sich jede Richtung gegen OX durch einen bestimmten 
Bogen darstellen, nachdem für das Durchlaufen der Kreis-Peripherie 
ein bestimmter Sinn (z. B. mit der* Bewegung eines Uhrzeigers) 
festgestellt worden ist. 

Um sich von dem Radius des Kreises unabhängig zu machen, 
führt man das Verhältnis des Bogens zur ganzen Peripherie ein, 
d. h. man greift auf Winkel-Messungen zurück. 

Ein Winkel ist also ein Mafs für die Bichtung einer Graden 
in Bezug auf eine andere, nicht aber ein Mafs für den Bicktungs^ 
Unterschied, 

Das Wortgefüge „Bichtungs- Unterschied" gelangt erst zur 
Bedeutung, wenn drei Grade in Frage kommen und wenn 
man dabei die Bichtungen zweier gegen die dritte bereits festge- 
stellt hat. 

Man kann die Richtungen in der Ebene paarweise so anordnen, 
dafs jedem Paare zwei Halb-Strahlen entsprechen, welche als Stücke 
einer Graden angesehen werden können und innerhalb dieser von 
entgegcDgesetztem Sinne sind. 
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Es wurße ja hisJier nur von einseitig begrenzen Gradm {HcHh' 
Strahlen) gesprochen. 

Der Begriff der Richtung läfst sich für die Ebene erweitem, 
indem man alle Graden, welche gegen eine bestimmte Grade die- 
selbe (durch Kreisbogen gleichen Sinnes zu messende) Mars-Zahl 
der Riehtang zeigen, als Linien gleicher Richtung einführt. 
Dieselben heifsen Parallelen der Ebene. 
Die Erweiterung liegt darin , da/s man nun auch Linien y die 
nicht alle von einem FunMe ausgehen, in Betracht zieht. 

Da/s es im Hinblick auf die Schwierigkeiten des XL Axioms 
zweckmäfsig erscheint, die ParaUden als Linien gleicher Iiichtu»ig 
emzuf Uhren, mag nur kurz bemerkt werden. 

Da zwei Grade, die von einem Punkte ausgehen, stets in 
einer Ebene (beziehungsweise auch in andern Flächen) liegen, so 
darf man auch im Räume bei einem Halb-Strahlen-Bündel ohne 
weiteres von der gegenseitigen Richtung je zweier Halb-Strahlen 
sprechen. 

Unter den unendlich vielen Graden, welche sich von einem 
Punkte (0) des Raumes aus ziehen lassen, sind unendlich viele, 
welche gegen eine bestimmte derselben dieselbe Richtung haben. 
Dieselben bilden eine geschlossene Flache, welche man Kreis- 
kegelfläche nennt. 

Wenn man einen Winkd a um den einen Schenkel so lange dreht, 
bis der andere Schenkel in seine Anfangslage zurückkehrt, so be- 
schreibt der bewegliche Schenkel y indem er gegen den festen stets 
dieselbe Sichtung beibehält, eine Kegdfläche, welche von jeder 
Normal-Ebene des festen Schenkels in einem Kreise geschnitten 
wird und deshalb Kreiskegdfläche hei/st. 

Der Winkd a wird die Öffnung des Kreiskegels genannt: 
die Ebene läßt sich als ein Kreiskegel von bestimmter Öffnung 
{90^) auffassen. 

Der ruhende Schenkel des Winkels mrd die Achse des Kreis- 
kegeis genannt 

Wenn man überhaupt eine Grade beliebigen Bewegungen unter- 
mrfl, bei denen einer (0) ihrer Punkte seine Lage nicht ändert, 
so wird eine Kegdfläche beschrieben, welche auch Kegelmantel 
genannt wird: eine Kegdfläche ist demnach .ein zweifach ausge- 
dehntes Punkt-Koniinuumy durch dessen Elemente ein Kontinuum 
von graden Linien mit gemeinsamem Schnittpunkte (Spiti^e oder 
Centrti/m des Kegels) ausgefüllt unrd, HaTb-Strahl und Grade. 

Eine Grade, welche von einem bestimmten Punkte (0) aus ge- 
zogen werden soll, ist in der Ebene durch Angabe ihrer Richtung 
gegen eine bestimmte Grade, eindeutig bestimmt, während im 
Räume unter gleichen Bedingungen eine unendliche Schar von 
Graden vorhanden ist, so dafs hier von einer eindeutigen Beziehung 
zwischen Graden und Richtungen zunächst nicht äe Rede sein 
kann. 
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Zu einer solchen eindeutigen Beziehung führt dagegen z, B, 
die folgende Überlegung: jede Normal-^Ebene von Op schneidet 
jeden der Hälb-Strahlen gleicher Bichtung und zwar hilden die 
Schnittpunkte einen Kreis, der für selbst in einen Punkt über- 
geht. Jeder Graden der Kegelfläche entspricht ein und nur ein 
Punkt dieses Kreises. 

Will man also die Lage einer von ausgehenden Graden 
auch im Räume eindeutig bestimmen, so genügt es nichts die 
Richtung derselben gegen eine feste Grade anzugeben. 

Eine solche eindeutige Bestimmung, welche hier gesucht 
werden soll, setzt zugleich eine eindeutige Beziehung zwischen 
Örade im Baume und Richtung im BAume fest , d. h. sie de- 
finiert erst, was man unter der Richtung (einer Graden gegen x) 
im Räume zu verstehen hat. 
Die oben gemachten Angaben gestatten eine solche Bestimmung. 
Man bedarf einer Graden P und einer Ebene, welche auf dieser 
senkrecht steht: zu allen HdllhStrahlen aus 0, die gegen OP eine 
bestimmte Bichtung haben, gehört in der Ebene ein Kreis, dessen 
Punkte gegen irgend einen festen Punkt der Peripherie durch 
Bogen-Messung in ihrer Lage fixiert werden können. 

Man mufs die Bestimmung der Richtung gegen mehrere 
Grade durchfuhren. 

Man könnte mit einem Paare auskommen, doch läfst es die 
Symmetrie der Rechnung des öfteren zweckmäfsig erscheinen drei 
Grade auszuwählen. 
Ebenso führt man in der Ebene manches Mal zwei Graden ein, 
obwohl man ja hier mit einer Graden auskommen kann. 

Dabei ist die kurze Bezeichnung ^^Richtnng einer Graden 
gegen eine Ebene^^ von einem gewissen Werte. Wenn man von 
dem Schnittpunkte einer Graden und einer Ebene aus in der 
Ebene alle möglichen Graden gezogen denkt, so bestimmt eine 
unter diesen mit der gegebenen Graden den kleinsten Winkel 
und diesen Winkel wählt man als Mafs für die Richtung der 
Graden gegen die Ebene. 

Diese Bichtung ist also die Bichtung der Graden gegen ihre 
Normal-Projektion auf die Ebene. Neigungs- Winkel für Grade 
: und Ebene. 

Eine zweite Abkürzung , ^Richtung einer Ebene gegen eine 
andere^^ weist gleichfalls auf die Richtung einer Graden gegen 
eine andere zurück. Wenn man von einem Punkte der Schnitt- 
linie zweier Ebenen aus Paare, von Graden zieht, deren eines 
Glied immer der einen und deren anderes Glied immer der anderen 
Ebene angehört, so bestimmt eines unter diesen Paaren den 
kleinsten Winkel und dieses Minimum, welches für jeden Punkt 
der Schnittlinie dasselbe ist, wählt man als Mafs für die Richtung 
der einen Ebene gegen die andere. 
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Die Bichtung ist also durch den Winkel der beiden Graden be- 
stimmt, welche eine su den gegebenen Ebenen senkrechte Ebene 
aus diesen ausscheidet Neigungs- Winkel für zwei Ebenen. 

Die Auswahl der Graden für eine eindeutige Bestimmung kann 
auf äufserst verschiedene Weisen geschehen und jeder Auswahl ent- 
spricht eine eigene Methode derBichtungsbestimmungimBanme. 
Hier sollen zwei dieser Methoden als Beispiel vorgeführt werden. 
Das Ziel jedes solchen Verfahrens ist, die Richtung i/m 
Mau/me so isu definieren , dafs jeder Graden ei/ne bestimmte 
Bichtung und jeder Bichtung ei/ne bestimmte Grade entspricht. 
Es handelt sich dabei nur um Halb- Strahlen, welche von ei/nem 
Punkte ausgehen. 

Bei der ersten Methode wählt man drei Halb-Strahlen aus, 
welche sich unter rechten Winkeln schneiden und ergänzt dieselben 
zu vollständigen Graden, deren Sinn auf diese Weise bereits fest- 
gestellt ist. Das System oder Kreuz dieser drei Graden nennt 
man ein rechtwinkliges Koordinaten-System oder ein rechtwink- 
liges Koordinaten-Kreuz von drei Achsen. 

Ebenso kann man in der Ebene ein Koordinaten-lSysteni 
oder Koordinaten-K-reu^ von ^wei Achsen für Bichfungs- 
Bestimmungen einführen. Da man hier mit ei/ner Grade aus- 
kommen könnte, so sind die Maß -Zahlen einer Bichtung für 
zwei Grade nicht von einander unabhängig. 

Wenn OX und Y die beiden Achsen sind, so wird (Figur 3) 

ein beliebiger Halb' Strahl Q {auf einem dem Sinne nach bestimmten 

Kreise) in seiner Bichtung gegen X durch den Bogen Px Pq und 

in seiner Bichtung gegen O^Y durch den Bogen Py Pq bestimmt 

und man hat dabei für die Differenz P^ Pq — Py Pq stets ein 

Vielfaches von dem Bogen eines Viertelkreises gegeben. 

Ebenso sind die Mafs-Zahlen der Bichtung gegen drei Achsen 

Uav ii^ Baume nicht von einander abhängig, weü man hier mit zwei 

^ Achsen auskommen könnte. 

Um die Richtung einer Graden OQ gegen jede der drei 
Achsen, welche man nach Übereinkunft durch OX, OY und OZ 
bezeichnet, festzustellen, denkt man sich durch OQ und durch 
jede der drei Achsen je eine Ebene gelegt und bestimmt innerhalb 
jeder dieser Ebenen durch je eine Winkel-Messung die Richtung 
von OQ gegen OX, OY und OZ. 

Man pflegt die Halb-Strahlen, von denen man ausgeht, als posi' 
tive Teüe der Achsen den Verlängerungen derselben als negor- 
tive Teile der Achsen entgegenzustellen und spricht infolge dessen 
von der positiven und der negativen X-Achse etc. 

Wenn man nun durch je zwei Achsen je eine Ebene legt, — man 
pflegt dieselben als XY-, XZ- und YZ-Ebene zu bezeichnen — 
so ist man im Stande, die acht Teile des Baumes, welche durch 
diese drei Ebenen gebildet werden , in äufserst einfacher Weise 
zu charakterisieren. 
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Der eine Baum-Teil mrd durch die positiven Teile der Achsen, 
deren JReihenfolge ein für alle Mal X, Y, Z sein mag, bestimmt 
und kann daher durch (+, +> +) bezeichnet werden. 

Der Baum - Teil ( — , — , —) hat mit dem Baum - Teile 
(+ + +) wwr einen Punkt (0) gemein, er liegt ihm gegenüber. 
Die anderen Baum-Teile, z. B, {-{- , — , — ) oder (— , +, — ) 
hohen mit (+, +, +) oder ( — , — , — ) entweder nur gerade 
Linien oder ganze Ebenen gemein. 

Der Wert dieser Symbolik liegt nicht bloß in ihrer Verwend- 
barkeit für eine einfache Bezeichnung, man kann den Sinn der 
Kreise, welche zur Winlcel-Messung dienen, so feststellen, da/s 
im Baum- Teile (+, +, +) die Cosinus der Winkel Jedes 
Salb- Strahles OQ gegen OX,OY^OZ beziehungsweise die Zeichen 
+ , +, + erhalten und da/s diese Bdation für alle andern 
Baum -Teile gleichfalls gilt, so da/s z. B. im Baum -Teile 
(+ , — , +) ^^ Cosinus der Winkel jedes Hdlb-Strahies Q 
gegen die Achsen, beziehungsweise die Zeichen -f"> — > + ^^" 
halten. 

Diese Festsetzung des Si/nnes für die Winkel-Messung soll 
zunächst in der Ebene, d. h. an einem Koordinaten-Kreuze von 
zwei Achsen verdeutlicht werden. Die beiden Halb -Strahlen, 
welche zum Ausgangspunkte dienen und also als positive Achsen 
einzuführen sind, seien wiederum X und Y. Die vier Winkel- 
Bäume des Kreuzes werden in ihrer Beihenfolge durch den Sinn 
(Pfeilspitze) desKrei- 
ses bestimmt. Liegt 
in Figur 3 der Strahl 
OQ innerhalb I, so 
ist Px Bq ein Bogen, 
welcher im ersten 
Quadranten endet *) 
und By Pq , ein Bogen, 
der im vierten Qua- 
dranten endet ^) und 
für beide ist der 
Cosinus positiv. Liegt 
der Strahl OQ inner- 
halb III, so ist Px Pq 
ein Bogen, welcher im 
dritten Quadranten 
endet und Py Pq ein 
Bogen, der im zweiten 
Quadranten endet und 

für beide ist der Cosi- « 

nus negativ. 




--* 



%^^+ 



1) D. h. dessen Centriwinkel zwischen und 1 R liegt. 

2) D. h. dessen Centariwinkel zwischen 3 K und 4 B liegt. 
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Die Korrespondenz für II und IV ist ebenso leicht zu übersehen. 

Statt dieser Art der Winkel- Messung , welche als die natür- 
lichste erscheint, kann man eine andere einführen, die den Vorteil 
gewährt, ohne weiteres auf den Baum übertragbar zu sein. Auch 
in diesem Falle sind die Winkd-Bäume I, II, III, IV der 
BeiJie nach in dem oben angegebenen Sinne ais(-\-, -}-), (— , -}-), 
(— , — ), (+, — ) zu bezeichnen. 

Wenn man festsetzt, da/s der Halb -Kreis Po: P't, T'x für 
Messungen von P^ aus und dafs der Halb-Kreis Py P^ P% für 
Messungen von Py am im Sinne der Bewegung eines Uhrzeigers 
zu durchlaufen ist, während der Halb-Kreis P^ Py P'x für 
Messungen von Px aus und der Halb-Kreis Py P'r P*y für 
Messungen von Py aus im entgegengesetzten Sinne beschrieben ge- 
dacht wird, so kommt man mit Winkel-Messungen auf dem Halb- 
Kreise (statt auf dem ganzen Kreise) aus. 

Wenn Pq von Px um a entfernt ist, so findet man hier zu- 
nächst zwei Punkte, welche die Lage von Q bestimmen könnten, 
während die Angabe, dafs Pq von Py um ß entfernt ist, von diesen 
zwei Punkten ei/nen auswählt Dabei liegen die Winkel a und ß 
stets innerhalb der Grenzen o . . , n respective o . . . . 2B. 

Um diese Art der Winkel-Messung auf den Baum zu über- 
tragen , schlägt man um eine Kugel , auf welcher durch die 
Ebenen XOQ, YOQ und ZOQ drei Kreise bestimmt werden. 
Mi/st man nun ein für alle Mai auf diesen Kreisen die Bogen, 
welche die Lage von Pq bestimmen, von Px, Py und P» aus auf 
diesen nach beiden Seiten hin, indem man je zwei von den durch 
Px und P'xi Py wwd P^y , Pz und P'^ bestimmten Halb-Kreisen 
entgegengesetzten Sinn giebt, so reicht man mit Winkel-Messungen 
in den Grenzen o , . . . n respective o . . . . 2 B aus. 

Wenn Pq von Px uvn a entfernt ist, so findet man auf der 
Kugel zunächst einen Kreis, welcher die Lage von OQ bestimmen 
könnte; aus dieser unendlich grofsen Schar von Punkten {Kreis- 
linie) scheidet die Angabe, dafs Pq von Py um ß entfernt ist, 
durch eine zweite Kreislinie zwei Punkte aus und unter diesen 
zwei Punkten genügt nur einer der Bedingung gleichzeitig von 
Pz um Y entfernt zu sein. Man findet hier auf der Kugel drei 
Kreise, welche immer ei/nen und nur ei/nen Punkt mit ein- 
ander gemein haben. 

Übrigens bestimmen a, ß und y gemäfs dem oben Bemerkten 
drei Kreiskegel mit den Achsen OX, OY und OZ, welche von 
der Hülfskugel in jenen drei Pq bestimmenden Kreisen geschnitten 
werden, während sie selbst einen und nur einen Strahl (OQ) ge- 
mein haben. 

Im ersten Oktanten (4-, +, +) sind alle Winkel (a, ß, y) 
kleiner als B und demnach alle Cosinus positiv, im Gegenoktanten 
( — , — , — ) liegen alle Winkel (a, ß, y) innerhalb der Grenzen 

— .... TT respective B . . . . 2B und demnach sind hier alle 
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Cosinus negativ, für die übrigen Oktatüen gut, wie man sofort 
Übersieht, die oben angegebene Korrespondenjs in gleicher Weisß^). 

Bei der zweiten Methode wählt man einen Halb-Strahl zur 
Achse und errichtet senkrecht zu ihm eine Ebene (Äquatorial- 
Ebene), in welcher man noch einen festen und einen beweglichen 
Halb-Strahl annimmt. Dieses System heilst in der Bestimmung, 
welche demselben hier gegeben werden soll, das J^oordinaten- 
System der Längen nnd Breiten. 

Dasselbe kommt z. B. zur Verwendung, um die Lage von 
Orten auf der Erdoberfläche zu bestimmen. 
Der bewegliche Strahl (OM) stellt sich jedesmal als Schnitt einer 
durch ^ Q und durch die Achse (0 N) gelegten Ilalbebene und 
der Äquatorial-Ebene dar. Für die Winkel-Messung füJi/rt man 
wiederum eine Kugel ein^ welche ihren MittelpunM in hat. 

Wenn man die Oberfläche dieser Kugel mit der Erdoberfläche 
identificiert , so stellt die Achse (ON) die eine Hälfte der Erd- 
achse {z. B. die nördliche) dar, während die Hülfs-Ebene der 
Meridianschnitt durch Q ist. 

JHe Hülfs- Kugel schneidet die Äquatorial- Ebene in einem 
Kreise (Äquator), welcher von dem festen Strahl (OL) innerhalb 
der Äquatorial -Ebene in Pi und von dem beweglichen Strahl 
(OM) innerhalb der Äquatorial- Ebene in P„» geschnitten werden 
mag. Wenn für diesen Kreis ein bestimmter Sinn festgestellt 
worden ist, so giebt der Bogen Pi Pm in eindeutiger Weise die 
Lage von M und demnach auch die Lage der Halb-Ebene NOM, 
wäch^ die Kugel in einem Halbkreise schneidet. Bezeichnet man 
die Schnittpunkte dieses Halbkreises und der Strahlen ON und 
Q beziehungsweise mit Pn und Pq, so bestimmt der Bogen Pn Pq 
die Lage von Q in völlig eindeutiger Weise. 

Die Bogen Pi Pm liegen innerhalb der Grenzen o . . . . 2tz 
respective o . . . . 4B, während die Bogen Pn Pq innerhalb der 
Grenzen o . , , , n respeäive o . . . . 2B liegen. 

Erstere (X) heißen bei Messungen auf der Erdoberfläche „geogra- 
phische Länge"" und zwar legt man hier den Anfangspunkt der Län- 
gen-Messung {P,)in den Schnitt des Äquators und irgend eines 
Meridians (z. B. von Berlin oder Paris). Die geographische 
Länge (X) ist zugleich der Neigungs -Winkel zwischen der Ebene 
des Anfangs-Meridians und des Meridians von Q. 

Letztere (Q stehen bei Messungen auf der Erdoberfläche in 
engem Zusammenhange mit der „geographischen Breite^ , die be- 
kanntlich in südliche und nördliche Breite geschieden wird. Man 
hat für die nördliche Breite 90 — ^ und für die südliche Breite 
^ — 90 in Bechnung zu bringen, da die geographische Breite 



1) Für die Darstellung dieser Verhältnisse kann man im Unterrichte, falls 
eine Veranschanlichnng nötig erscheinen sollte, ein leicht darzustellendes Modell 
(drei kreisförmige Scheiben aus Pappe) anfertigen. Zeichnungen verwirren hier, 
so gut sie auch sein mögen, meiner Erfahrung nach nur allen leicht. 
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von Q in jedem Falle durch den Neigungs-WinJcd von OQ gegen 
die ÄquatarialrEhene gemessen wird. 

Ein PufiM Q bestimmt sich hei dieser Methode durch den 
Schnitt eines Kreises (Q und eines HalbJcreises {gegeben durch 
die HaTb-Ebene), welche beide auf der Hülfs-Kugel liegen. 

Der Begriff der Richtung läfst sich fiir den Baum erweitem : 
Parallelen des Baumes. 

Eine bestimmte Grade G hat gegen irgend ein Koordinaten- System 
eine bestimmte „Richtung im Raume^. Legt man durch G eine 
Ebene y so sind in dieser die Parallelen £iu G wohl definiert. 
Durch Drehung der Ebene um G gelangt man su allen Paral- 
lelen des Raumes, welche der durch G bestimmte Richtung im 
Räume entsprechen. 



%, 2. Lagen-Bestimmnng von Punkten. 

Da sich die Lagen-Bestimmung aller Raum-Gebilde auf die 
Lagen -Bestimmung einzelner Punkte zurückfuhren läfst, so er- 
wächst für die Geometrie des Mafses zunächst die Aufgabe, die 
Lage von Punkten durch Messung zu fixieren. 

Wenn der Punkt P in einem Raum-Gebilde von einer Dimen- 
sion (Linie) hegt, so genügt es in diesem einen festen Punkt 
anzunehmen und, nachdem der Sinn der Linie festgestellt ist, das 
Kurvenstück OP respective PO zu messen. 

Der Punkt scheidet (Fig. 4) die Linie in zwei Teile (I und 
11) und man weifs, da/s bei einer Angabe PO der Pwnkt in /, 
daß aber bei einer Angabe P der Punkt in II liegt. 

Durch die Feststellung des Sinnes {von Punkt zu Punkt) werden 
Doppel-Punkte, wie V und F', wo sich die Kurve selbst durch- 
schneidet, unschädlich gemacht, 
während in einem solchen 0Ur 
nächst Zweifel über den Weg des 
Fortschreitens herrschen könnte. 
Da/s die Linie, in welcher 
P liegt, nicht eine ebene Kurve 
oder gar eine Grade zu sein 
braucht, ist selbstverständlich. 

So oft ein Punkt (P) auf 

einer Linie liegt, deren Lage 

als bekannt vorausgesetzt werden 

darf, genügt eine Festsetzung 

über den Sinn und eine Längen-Messung zur Bestimmung der 

Lage von P. 

Wird diese Länge durch s oder s bezeichnet, je nachdem eine 
Messung PO oder eine Messung OP stattgefunden hol, so kann 
man die Lage von P symbolisierend bald durch P = {s), bald 

durch P = {s) darstellen. 




4. 
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Diese Angabe wird, einfacher , jjoenn man aUe Messungen von 
atis unternimmt und dabei die Übereinstimmung mit dem einmal 
festgestellten Sinne durch das Zeichen +, die Abweichung von 
dem einmal festgestellten Sinne durch das Zeichen — ausdrückt. 

Man schreibt symbolisierend P ^= (-|- s) oder P = ( — s), 
je nachdem ursprünglich OP oder PO auszuführen gewesen wäre: 
P = (+ 3) giebt eine bestimmte Lage in II und P = ( — 3) 
eine bestimmte Lage in I an. 

Wenn der Punkt P in einem Raumgebilde von zwei Dimen- 
sionen liegt, so reicht man mit den einfachen Hülfsmitteln der 
vorigen Methode — sie mag die fandamentale heifsen — nicht 
mehr aus. 

Hier soll zunächst nur der Fall eiuer Ebene vorausgesetzt 
werden. 

Wenn man einen Halb-Strahl X einführt, so kann man gegen 
diesen die Richtung des Halb-Strahles Q bestimmen. Wenn man nun 
von aus einen Halb-Strahl P zieht, so liegt P auf einer Graden, 
deren Sinn gegeben ist und deren Lage gegen OX als bekannt 
vorausgesetzt werden darf. Mit Hülfe der Fundamental-Methode 
findet man nun die Lage von P durch eine Längen-Messung auf P. 
Dieses Verfahren, die Lage von P zu bestimmen, mag die 
Polar-Methode heifsen. 

Es ist gebräuchlich, den Pol und OP einen Badius vector 
{Fahr-StrahT) zu nennen und letztere mit p zu bezeichnen. Nennt 
man nun den Winkel, welcher die Bichtung von P gegen X 
feststellt, 0), so ist der Punkt P in seiner Lage durch die Angabe 
von p und (O eindeutig bestimmt. Man symbolisiert diese Bezie- 
hung {Figur 5) durch P = (p; o)). 

Statt dieser Methode kann man innerhalb der Ebene auch 
die Projektions-Methode anwenden. 

FiihKt man senk- ^ 

recht zum Halb-Strahl 
OX noch den Halb- 
Strahl OY ein und 
projiciert man P auf 
OX und auf OY durch 

Normalen , so ent- j [ jß.:: 

stehen auf den Achsen 
des Kreuzes X Y zwei 
Abschnitte x = p . cos w 
und y = p . sin ü). 

Wenn diese Ab- 
schnitte (x, y) auf den HI. 
Achsen gegeben sind, 
so kann man P durch 
eine Parallel-Konstruk- 
tion finden. ' g 
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Diese Paraüd-Konstrüktion scheint zunächst 4 Tunlde zu geben. 
Wenn man aber bedenkt ^ da/s p.cosay in I und IV positiv 
und in II und III negativ ist und da/s p .Ätna) in I und II 
positiv und in III und IV negativ ist, so sieht man ein, da/s 
die Vorzeichen der Abschnitte x und y zugleich angeben^ ob P in 
/, II, III oder IV liegt. Es bleibt immer I durch (-j-, +)> ^^ 
durch (~, +), III durch (— , — ), und IV durch (-f-, — ) zu 
charakterisieren. Man schreibt hier P = {x, y). 

Um auch im Gegensatz zur Ebene für eine krumme Fläche 

eine Lagenbestimmung durchzuführen, mag die Kngel-Oberfläche 

gewählt werden. Auf dieser kann jeder Punkt durch Länge und 

Breite bestimmt werden. 

Die zweite Methode für die Bestimmung der BicMung im Baume 

löst die hier geforderte Aufgabe unmittelbar. Durch die Angabe 

von X und ^ ist jeder Punkt auf der Oberfläche gegeben. Man 

schreibt hier P = (X, Q. 

Was nun einen im Banme gelegenen Punkt anlangt, so kommt 
für die Lagenbestimmung desselben bei Ausschluss der Fundamental- 
Methode, welche zunächst selten angewandt werden kann, diePolar- 
Methode und die Projektions-Methode in Frage. 

Wenn man einen Halb-Strahl OP zieht und dessen Richtung 
-gegen drei Achsen bestimmt, so darf dessen Lage als gegeben 
gelten und man findet jetzt die Lage von P durch die Fundamental- 
Methode, indem man die Länge OP mifst. 

Dieses Verfahren darf wiederum als Palar-Methode bezeichnet 
werden. 

Hier ist P gegeben durch p und durch a, ß, y, wobei zu be- 
merken ist, da/s zwischen a, ß, y eine Gleichung besteht. Man 
schreibt hier P = (p; a, ß, y). 

Projiciert man den Halb-Strahl OP auf die drei Achsen 
durch Normal -Ebenen, so entstehen auf OX, OY und OZ drei 
Abschnitte x = p . cos a, y = p . cos ß und z = p . cos y. 

Wenn diese Abschnitte (x, y, z) auf den Achsen gegeben 
sind, so kann man P durch eine Parallel-Konstruktion finden. 

Dieses Verfahren darf wiederum als Projektions-Methode 
bezeichnet werden. 
Diese Parallel-Konstruktion scheint zunächst 8 Punkte zu geben. 
Wenn man aber an die Bedeutung der Oktanten denkt, so sieht 
man ein, da/s die Vorzeichen der Abschnitte x^ y, z zugleich 
angeben, in welchem Oktanten P gelegen ist. Man schreibt hier 
P = {x, y, z). 

Mit Hülfe der Werte für die Prqjektionm x, y, z ist es nun 
sehr leicht, die schon erwähnte Gleichung aufzustellen ^ welche 
a, ß, y verbindet. Als Diagonale des ParaUeUpipendos, welches 
du/rch die Konstruktion entstanden ist, hat OP den Werf 

Vx^ + «/'^ 4" ^*- -^<*^ gelangt also zu der Gleichung: 
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p3 = a;2 -f. y^ -|- £f2 = p2 (cos^*a + COS^^ +C052y). 
JEs is^ also stds cos^ol -f co5*ß + ^^^T = ^ **^^ infolge 
dessen Mnnen die Mafs-ZaMen a, ß, y wicÄ^ beliebig angenommen 
werden. 

In der Ebene besteht die Gleichung: 

p^ =: x^ -^ y^ = p2 {cos^a + sin^a). 
Man gelangt hier zu der Formel cos^o^ + ^i"^^^ ;=: 1, die 
man auch als cos^ä + cos^^ = 1 schreiben Jcänn^ wobei 
^ z=: 90 — 0^ 0u setzen ist. 

Endlich führt auch das System der Längen und Breiten, 

wie jede Bestinmmng der Richtung im Räume, zu einer eigenen 
Methode der Lagenbestimmung. Es handelt sich jedesmal um 
die Anwendung der Fundamental -Methode in Bezug auf eine 
Gerade, deren Lage infolge von Richtungsbestimmungen als gegebeu 
angesehen werden darf. 

Nachdem die Bichtung von OP durch X und ^ bestimmt wor- 
den ist, hal^ man die Länge OP zu messen, welche wiederum p 
genannt werden mag. Man schreit hier P = (p; X, Q. 

Ein Punkt wird in seiner Lage auf einer Linie durch eine^ 
in seiner Lage innerhalb einer Fläche durch zwei und in seiner 
Lage innerhalb des Raumes durch drei Längen-Messungen ge- 
geben. Wenn eine grofsere Anzahl von Messungen eintritt, so 
sind die gefundenen Mafs-Zahlen nicht von einander unabhängig. 
Die Messungen geschehen immer entweder auf Kreisen oder auf 
Graden, falls man von der Fundamental-Methode absieht, bei 
welcher Messungen auf beliebigen Kurven eintreten. 

Die Zahlen 1, 2, 3 bestimmen sich beziehungsweise durch die 
dreifache Ausdehnung des Raumes, innerhalb dessen Flächen zwei- 
dimensionale und Linien eindimensionale Gebilde sind. 

Der Punkt muß im Baume in dreifacher , in der Fläche in 
zweifacher, in der Linie in einfacher Hinsicht an einem Fort- 
schreiten gehindert werden, wenn er eine bestimmte Stelle des 
Gebildes einnehmen soll. 

Eine Zusammenstellung der hier gegebenen Koordinaten- 
Systeme eines Punktes liefert folgendes Schema: 
Linie: P = (s). 

Ebene: P = (p; 0)), P = (x, y) . Kugel: P = (X, Q. 
Raum: P = (p; a, ß, y) und cos* a -|- cos*a -f- cos^y = 1, 

P = (x, y, z), P = (p;"X, 9. 
Man nennt jede der Grofsen, welche bei dieser Symbolik 
in die Klammern eingehen, eine Koordinate von P in Bezug auf 
ein bestimmtes System von Koordinaten. 

Ist z. B. im Systeme (x, y, z\ gegeben x ■= 3, y = 4, 5^ = 5, 
so trägt man auf X, OY, OZ beziehungsweise 3, 4, 5 Längen- 
Einheiten ab und konstruiert in den EndrPunkten dieser Strecken 
die Parallel-Ebenen, welche P = (3, 4, 5) bestimmen: 
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Ist z. B. im Systeme (p; co) gegeben p = 5, o) = 5ö®, so 
schlägt man um einen Kreis mit dem Badius 5 und eieM 
einen Strahl Q, welcher mit X in dem ein für alle Mal fest- 
gesetzten Sinne einen Winkel von 30^ bildet. Kreis und Strahl 
bestimmen P = (5; 30% 



f, 3. Die Lagenbestimmung von Pnnkt-Systemen. 

Da die Raum-Gebilde als Punkt-Systeme in ihrer Lage gegen 
einander durch die Lagenbestimmung von Punkten fixiert er- 
scheinen, so reichen die Betrachtungen des vorigen Abschnittes 
aus, um die Lagenbestimmung von Raum-Gebilden durch Messung 
auszuführen. 

Man wird mit der Lagenbestimmung von Linien beginnen 
müssen, da diese als die eii^ifachsten Kontinua von Punkten er- 
scheinen, während sich die Flächen wiederum als Kontinua von 
Linien darstellen. 

Da/s Körper durch die begrenzenden Flächen gegeben sind^ 

mag besonders betnerkt werden. 

Zur Bestimmung der Lage einer Linie scheint die Angabe 
der Lage von unendlich vielen Punkten nötig zu sein, während 
man andrerseits weifs, dafs durch 2, 3, 4, 5 etc. Punkte be- 
ziehungsweise immer eine und nur eine Grade, Kreislinie, Parabel, 
Ellipse oder Hyperbel etc. gegeben ist, und dafs man demnach 
die Lage einer Graden durch die Bestimmung der Lage von 
2 Punkten, die Lage eines Kreises durch die Bestimmung der Lage 
von 3 Punkten etc. fixieren kann. 

Statt dessen kann man z. B.^ aitch die Lage eines Kreises durch 
die Lagenbestimmung seines Mittelpunktes und die Angabe des 
Badius fixieren etc. 

Das Dilemma löst sich durch die Überlegung, dafs hier die 
Lage einzelner Punkte und aufserdem das Gesetz (Grade, 
Kreis etc.) für die Anordnung der Zwischen-Punkte gegeben 
ist. Allgemein gilt folgendes: 

Ein Punkt ist innerhalb der Ebene (und auch auf jeder 
andern Fläche) durch zwei Mafs-Zahlen in seiner Lage bestimmbar, 
während man im Baume deren drei bedarf. 

Sobald mehr Maß- Zahlen auftraten, sind auch verbindende Glei- 
chungen vorhanden, wie z. B. cos^a + cos'^^ + cos^y = 1. 

Einer Reihe von Punkten, welche ein Eontinuum von einer 

Dimension bilden, entsprechen innerhalb der Ebene (beziehungs- 
weise jeder andern Fläche) zwei Reihen von Mafs-Zahlen, wäh- 
rend sich im Räume deren drei einstellen. 

Wenn man in einer Linie von Punkt zu Punkt fortschreitet und 
dabei für jeden PunJct nach irgend einer Methode die Lage fest- 
stdUy so erhält man eine doppeUe^ beziehungsweise eine dreifache 
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Beihe von Ma/s-ZaMen, von denen sich innerhalb jeder Beihe die eine 
immer der nächsten ebenso anschließt, wie sich ein Punkt der Linie 
an den nächsten PunM anfügt. Die Amahl der Glieder einer jeden 
Beihe entspricM der Anzahl der Punkte und ist also unendlich. 

Je zwei, beziehungsweise je drei Mafs-Zahlen, welche die 
Lage eines Punktes in einer Linie bestimmen, sollen ein Mafs- 
Zahlen -System genannt werden, dessen Teile als zusammen- 
gehörig bezeichnet werden können. 
Einer Linie entspricht demnach eine unendlicJie Beihe von Mafs- 
Zahlen- Systemen beziehungsweise eine unendliche Beihe zusammen- 
gehöriger Ma/s' Zahlen. 

Wenn ein MaPs - Zahlen - System unvollständig gegeben ist, 
wenn z. B nur eine oder nur zwei Zahlen gegeben sind, während 
man dreier bedarf, so ist der zugehörige Punkt nicht eindeutig 
bestimmt, man findet vielmehr eine kontinuierliche Reihe von Punk- 
ten, welche der Bedingung genügen. 

Ist z. B, in der Ebene nur x, d. h. nur die Projektion von OP 
auf X gegeben, so wei/s man auch nur , da/s P auf einer be- 
stimmten Parallele zur T- Achse liegt, man findet also nicht P 
selbst, sondern eine hmtinuierliche Beihe von Punkten, deren jeder 
zunächst P sein könnte. Die Unbestimmtheit verschwindet erst, 
wenn noch die zweite Mafs-Zahl (t/) bekannt wird. 

Der Umstand, dafs man bei einer unvollständigen Angabe 
des Mafs-Zahlen-Systemes statt eines Punktes (P) eine konti- 
nuierliche Beihe von Punkten (einen geometrischen Ort für 
P) findet, kann verwertet werden, um eine Linie beziehungs- 
weise eine Fläche auf höchst einfache Weise darzustellen. 

Unvollständige Mafs-Zahlen-Systeme stellen Linien oder 

Flächen dar und zwar Linien, wenn eine Zahl des Sjstemes 

fehlt, Flächen dagegen, wenn zwei Zahlen des Systemes fehlen. 

Die Angabe (x, y, z) bestimmt z. B. einen und nur einen 

Punkt des Baumes. 

Fehlt die Mafs-Zahl x, so sind zwei Parallel-Ebenen (t/, z) 
gegeben, welche sich in einer graden lA/n/ie schneiden, fehlt auch 
noch die Angabe y, so ist nur eine Parallel-Ebene (z) gegeben, d. h. 
man gelangt zu einer Fläche, die in diesem einfachen Falle eine 
Ebene ist. 

Die Angabe (p, X, Q bestimmt gleichfalls einen Punkt des 
Baumes in eindeutiger Weise. 

Fehlen die Mafs-Zahlen p und X, so sagt die Angabe von ^ 
nt4r aus, dafs Q mit der Achse den Winkel ^ bildet, dafs also Q 
auf einer bestimmten Kreiskegelfläche liegt, fehlen die Mafs-Zahlen p 
und C , so sagt die Angabe von X, dafs die Meridian-Ebene von Q 
mit der ersten Meridian-Ebene den Winkel X bildet, dafs also Q 
auf einer bestimmten Ebene liegt, fehlen endlich die Mafs-Zahlen X 
und ^, so sagt die Angabe von p, dafs Q von um p entfernt ist, 
dafs also Q auf einer bestimmten Kugd liegt. 

Wernioke« 6 
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FehU nur p, so geben Z, und X den Schnitt eines Kegds mit 
einer HaUhEbene, d. h, bei der angenommenen Lage eine Grade, 
fehlt nur ^ so geben p und X den Schnitt einer Kugel und einer 
HaJb-Ebene, d. h, hier einen Halbkreis, fehlt endlich nur X, so 
geben p und ^ den Schnitt einer Kugel und eines KreiskegdSy 
d. h. hier einen Kreis. . 

Diese Betrachtungen gelten gane allgemein. Fehlt eine Mafs- 
Zahl zur Bestimmung der Lage des Punktes, so liegt eine ein- 
fache Unbestimmtheit vor und dieser entspricht ein Gebilde von 
einer Dimension {Linie), fehlen dagegen zwei Mafs- Zahlen, so 
liegt eine zweifache Unbestimmtheit vor und dieser entspricM 
ein Gebilde von zwei Dimensionen {Fläche). 

Wenn ein Mars-Zahlen-System nicht unmittelbar gegeben 
ist, so müssen dessen Glieder aus irgend welchen anderen Be- 
stimmungen herleitbar sein, d. h. sie müssen sich als Wurzeln 
irgend welcher Oleichnngen ergeben. 

Man gelangt nur durch unmittelbare oder durch mittel- 
bare Messungen zu Ma/s-Zahlen. 

Wenn n von einander unabhängige Unbekannte durch m von ein- 
ander unabhängige Gleichungen verbunden sind, so tritt Folgendes ein : 
Wenn m = n ist, so sind die Unbekannten bestimmt, d. h. die- 
selben können durch die Koefficienten der Gleichungen ausgedrückt 
gedacht werden. 

Wenn m > n ist, so sind die Unbekannten überbestimmt, wenn 
m < n ist, so sind die Unbekannten unterbestimmt: im ersteren 
Falle müssen bestimmte Belationen zwischen den Koefficienten 
der Gleichungen bestehen, in letzterem Falle wird jede der Unbe- 
kannten durch eine unendliche Anzahl von Werten dargestellt. 
Es sei m > n. Wenn man mit Hülfe der ersten Gleichung eine 
Unbekannte, z. B. x durch die übrigen {n — i) ausgedrückt 
und deren Wert in die anderen m — 1 Gleichungen eingesetzt 
denkt, so erhält man m — 1 Gleichungen mit n — 1 Unbe- 
kannten, wenn man nun mit Hülfe einer dieser Gleichungen eine 
zweite Unbekannte, z. B. y durch die übrigen {n — 2) ausge- 
drückt und deren Wert in die andern m — 2 Gleichungen eingesetzt 
denkt, so erhalt man m — 2 Gleichungen mit n — 2 Unbekannten 
etc. Schließlich gelangt man zum — {n — 1), d. h. zu m — n-^- 1 
Gleichuungen mit n — {n — 1) d. h, mit 1 Unbekannten. 

Aus jeder der m — w + i Gleichungen kann man die letzte 
Unbekannte bestimmen, so da/s für diese m — n-}- 1 verschiedene 
Werte resultieren. Dieses Ergebnis hat nur Sinn^ wenn unter 
den Koefficienten die m — n Gleichungen bestehen, welche man 
durch die Vergleichung der m — n 1 -\- Werte der letzten Un- 
bekannten erhält. 

Für den GrenzfaU m = n kommt man auf eine Gleichung mit 
einer Unbekannten, deren Lösung dann zur Bestimmung der 
übrigen n — 1 Unbekannten führt. 
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Es sei m < n. Teilt man die Unbekannten hier in ewei 
Gruppen^ von denen die eine m und die andere n — m Unbe^ 
Jcannte enthält, so gilt für die erste Gruppe das oben angedeutete 
Verfahren und die letMe Unbekannte dieser Gruppe läßt sich 
darnach durch die n — m Unbekannten der andern Gruppe aus- 
drücken, so da/s man also auf eine Gleichung mit n — m -{- 1 
Unbekannten kommt, welche im allgemeinen nicht ausreicht, um 
diesdbe jsfu bestimmen. 

Für den Grenzfall m = n kommt man auf eine Gleichung 
mit einer Unbekannten, deren Lösung dann ewr Bestimmung der 
übrigen n — 1 Unl^ekannten führt. 

Es sei z, B, gegeben: 

i) a^x + b^y -{- CfZ -{- dl = 0. 
2S a2X -{- 62^ + 62^ + ^2 = 0. 
3\ a^x + b^y + c^z -]- d^ = 0. 

4) a4ic + 64^ + ^4^ + ^4 = 0. 
Bestimmt man z aus i), so führt die Substitution von z in 

2\ 3), 4) zu 3 Gleichungen 5), 6), 7) mit 2 Unbekannten {x und y), 

bestimmt man nun y aus 5), so führt die Substitution von y in 6) 

und 7) zu 2 Gleichungen 8), 9) mit 1 Unbekannten, aus deren 

jeder x bestimmt werden kann. Wenn man die beiden Werte 

Xi und X2 vergleicht, so gelangt man zu einer Gleichung zwischen 

den Koefßcienten des Gleichungs-Systems. 

Ist dagegen überhaupt nur 1) und 2) gegeben, so führt die Be- 
stimmung von z zu einer Gleichung mit zwei Unbekannten, welche 
durch miendlich viele Werte- Paare (x, y) gelost werden kann. 
Jedem Werte-Paar {Xj y) entspricht eine bestimmte Anzahl (hier 1) 
von Werten der Unbekannten z, so da/s diese auch unendlich 
viele Werte hat. 

Ist endlich 1), 2) und 3) gegeben, so liegt der gewöhnlich behan- 
delte Fall vor, d. h, für x, y, z resultiert eine endliehe Anzahl 
von Wert-Systemen, 

Jedes nnterbestiiiimte Gleichungs-System liefert für jede der 

Unbekannten im allgemeinen unendlich viele Werte, die sich stetig 

an einander schliefsen. 

Ein solches System führt immer auf eine Gleichung mit mehreren 

Unbekannten und diese ist stets durch bestimmte Beihen von 

Werten der Unbekannten lösbar. 

So liefert z. B, die Gleichung x^ -^ y^ =^ 1 für x = dz 1 
den Wert y ^= und für x •=^ den Wert y =^ ± 1. Wenn 
man irgend einen Wert von x, welcher zwischen und 1 liegt, 

beliebig annimmt, so liefert y = db ]/l — x'^ zwei dazu ge- 
hörige Werte von y, 
Diophantische Gleichungen. * 

Wenn man die Unbekannten eines nnterbestimmten Glei- 
chnngs-Systems als em nnyoUständlges Mafs-Zahlen-System 

der Lagen-Bestimmung ansieht, so gelangt man dazu, einen geo- 
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metrischen Ort durch ein unterbestimmtes Gleichangs-System 

darzustellen. 

Es sei z, JB. gegeben: 

Ol a? + ^1 y + Ct j8^ + dl = 0. 

Nimmt man nun an, dafs x, y, z ein Mafs-Zahleri' System 
der Lagen-Bestimmung repräsentieren, z. B. im besonderen jenen 
Größen x, y, z entsprechen, welche beim dreiachsigen KoordincUen- 
Kreuze auftreten, so sagt jenes Gleichungs- System aus, dafs hier 
nicht ein Tunkt, sondern eine unendliche Beihe von Punkten ge- 
meint ist, weil das System unendlich viele Werte x, y, z zu 
Wurzeln hat. 

Würde eine dritte Gleichung hinzugefügt, so würde ein Wurzel- 
System resultieren und das würde bedeuten, dafs es sich um 
einen einzigen PunJct handelt 

Würde eine Gleichung hinweggenommen, so würde die Unbe- 
stimmtheit der Definition des Punktes wachsen. 

Die Ungleichheit n > m wird hier nur wenige Falle um- 
fassen, vorausgesetzt, dafs man n auf seinen kleinsten Wert ge- 
bracht hat. 

Es wurde gesagt, dafs n im Räume stets auf die Zahl 3 und 
dafs n für jede Fläche, also auch für die Ebene, auf die Zahl 2 
zurückgefülui; werden kann. 

Für n = 3 kann m nur 2 oder 1 sein, für n = 2 kann m 
nur l.sein. 

Wenn n — m = 1 ist, so hat man eine einfache Unbe- 
stimmtheit vor sich und dieser entspricht stets ein Raum-Gebilde 
von einer Dimension, d. h. eine/ Linie *). 

Wenn n -— m = 2 ist, so hat man eine zweifache Unbe- 
stimmtheit vor sich und dieser entspricht stets ein Raum-Gebilde 
von zwei Dimensionen, d. h. eine Fläche *). 

Die Gleichung ax -{- by -\- cz -^ d = gestattet, jedesmal zwei 
Unbekannte, z, B. y und z willkürlich anzunehmen und liefert dann 
einen bestimmten Wert von z, die Gleichung ax -\- by -\- c = 
gestattet, jedesrnal nur eine Unbekannte, z. B. y willkürlich anzu- 
nehmen und liefert dann einen bestimmten Wert von x. 

Aus der Natur eines unterbestimmten Gleichungs-Systems die 
Eigentümlichkeiten des geometrischen Ortes zu entwickeln, welcher 
derselben entspricht, und umgekehrt einen geometrischen Ort durch 
unterbestimmte Gleichungen darzustellen, das ist die Doppelauf- 
gabe, deren Lösung dem abschliefsenden Teü der Geometrie des 
Mafses zukommt. 

Man pflegt diesen Teil analytische Geometrie zu nennen 2). 
Wül man z. B, *wissen, was 3x — 5y = für die Ebene be- 



1) Da hier nur der Funkt als Element eingeführt wnrde. 

2) In Bezng anf die Begrenzung des hier Gegebenen vergl. man die Cir* 
cnlar-Yerfiigang des königl. prenfs. Min. vom März 1882. 
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deutet, fäUs x und y als Maß-Zahlen in einem rechtunnJdigen 

Koordinaten-Kreujge angesehen werden, so verfährt man folgender- 

mafsen. Setzt man y = 0, so ist x = Oj d, h. der gesuchte 

geometrische Ort enthalt einen Punkte für welchen x = und 

y = ist, d. h. er geht durch 0. Für jeden andern Funkt 

X 3 
(^i> yi) desselben gut -^ = ^, eine Bedingung ^ welche nur durch 

die grade Linie erfüUt wird *). 

Man findet, da/s in den Koordinaten {x, y, z) eine Gleichung 
ersten Grades eine Ebene darstellt und da/s also zwei solche 
Gleichungen den Schnitt zweier Ebenen, d. h, eine Grade, dar- 
stellen. 

Einer Gleichung nten Grades entsprechen bestimmte Flächen, 
die man Flächen nten Grades genannt hat: Die Ebene ist eine 
Fläche ersten Grades. 

Zu den Flächen zweiten Grades gehört die Kugel und das El- 
lipsoid. 

In der Ebene (x, y) stellt eine Gleichung ersten Grades eine 
Grade dar. 

Einer Gleichung zweiten Grades entsprechen in der Ebene be* 
stimmte Linien, die man Linien zweiten Grades genannt hat. 
Dieselben sind: Kreis und Ellipse j Hyperbel, Parabel, d. h. die 
sogenannten Kegelschnitte, welche durch den Schnitt einer Ebene 
und eines KreisJcegels geliefert werden. 

Da/s ein bestimmter geometrischer Ort in den Koordinaten 
(x, y, z) anders dargestellt wird als in (p ; a, ß, y) oder (p ; X, Q 
bedarf wohl haum der Erwähnung. 

So ist z. B. im Systeme (p ; a, ß, y) eine Kugd durch p = a 
gegeben, während sie im Systeme {x, y, z) durch x^-^-y^ -{- z^ = r^ 
bezeichnet tovrd. 

Durch ein unterbestimmtes Gleichungs-System von einfacher 
(Linie) oder zweifacher (Fläche) Unbestimmtheit wird das ent- 
sprechende Raum-Gebilde yoUständig dargestellt und zwar sowohl 
in seiner Lage gegen das ausgewählte Koordinaten-System, als 
auch in jeder andern Hinsicht. 
Es werden also z. B nicht Strecken einer Graden geliefert, sondern 
eine Grade, nicht Bogen eines Kreises, sondern ein Kreis etc. 

Es wird andererseüs z. B. nicht bloß der Badius eines Kreises 
oder blo/s die Lage seines Centrums angegeben, sondern beides. 

Handelt es sich darum, Teile eines Raum-Gebildes darzustellen, 
so reicht die Angabe eines solchen Gleichungs-Systems nicht aus, 
weil dann zugleich die neue Aufgabe erwächst, bestimmte Teile in 
ihrer Lage zum Ganzen zu fixieren. 

1) Hier werden einzelne grundlegende Aufgaben aus der analytischen Geo- 
metrie (z. B. im Anschlufs an Gandtners trefflichen Leitfaden) einzuschalten 
sein: es handelt sich hier nur darum, die Korrespondenz zwischen Gleichungen 
und geometrischen Orten zu veranschaulichen. 
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So muß js. B, für die DarsteUung einer bestimmten Strecke die 
Lage derselben auf den zugehörigen Graden bestimmt werden. 

Bei allen Lagen-Bestimmungen von Punkt-Systemen können 
Vereinfachungen eintreten, wenn ein Gebilde oder ein Teil eines 
solchen, abgesehen von seiner Lage, als vollständig bestimmt ange- 
sehen werden darf, d. h. wenn ein Gesetz für die Anwendung 
der zusammentretenden Punkte gegeben ist. 
Die Lage eines Kreises vom Radius r gegen ein bestimmtes Koor- 
dinatm-System ist z, B. festgestellt^ wenn hier die Lage des Cen- 
trums gegeben ist. Man reicht also mit einer Angabe P = (x, y) 
oder P = (p; cd) aus, ohne der Gleichung des Kreises eu be- 
dürfen. 

In allen diesen Fällen hat man ein Punkt-System gegeben, 
dessen einzelne Punkte in ihrer gegenseitigen Lage wohl bestimmt 
sind, während die Lage des Ganzen erst festgestellt werden soll. 
Hat man z, B. eine Strecke von der Länge a gegeben, so wei/s 
man, da/s die Gesamtheit der Punkte ^ welche hier zum Systeme 
zusammentreten, in ihrer gegenseitigen Lage so bestimmt sind, da/s 
eben eine Grade und nicht ein Kreis oder eine Ellipse in Frage 
kommt. Diese Angabe macht die Forderung einer Gleichung, 
welche die Natur des vorgelegten Punkt -Systems {als Grade^ 
Kreis etc.) definiert, überflüssig und gestattet sofort die Lagen-Be- 
stimmung zweier Punkte der Graden, welche um die Länge a von 
einander entfernt sind, in Angriff zu nehmen. 

Diese Vereinfachung ist bei der eindeutigen Bestimmung von 

homogenen Strecken von hohem Werte, zumal dieselben als 

Teile grader Linien, abgesehen von einer definierenden Gleichung, 

doch noch andere Lagen-Bestimmungen erfordern würden. 

Eine solche Vereinfachung kann hier auf den verschiedensten 

Wegen angebahnt werden und es, kann sich nur darum handeln, 

eine möglichst ztveckmä/sige Auswahl zu treffen. 

Um eine gegebene Strecke vollständig darzustellen, könnte man 
z. B. die Laae ihrer Endpunkte P und P' auf bestimmten Linien 
nach der Fundamentäl-Methode feststellen, wodurch man in der 
That Länge und Lage der Strecke angeben würde; im besonderen 
könnte man Halb-Strdhlen OP und OP' in ihrer "Richtung irgend- 
wie bestimmen und auf diesen die Längen P und P' messen, 
wodurch man andererseits vielleicht dazu geführt würde, die Pro- 
jektionen von P und P' in Bezug auf ein rechttvinUiges Koor- 
dinaten-Kreuz zu messen etc. 

Man könnte auch die Lage der Graden fixieren, auf welcher 
die Strecke liegt und außerdem zwei parallele Ebenen ein/ühren, 
welche auf der Grade die Strecke abschneiden etc. 

Von besonderer Bedeutung ist eine Lagen -Bestimmung von 
Strecken, bei welcher man den Begriff Lage einer Strecke In 
Blchtung und Sltuatlons-Pnnkt zerlegt. 



^ 
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Man geht dabei von dem Satze aus, dafs von einem Punkte 
des Baumes in bestimmter Richtung stets eine und nur eine Strecke 
gezogen werden kann und dafs demnach eine homogene Strecke 
vollständig gegeben ist, wenn man den Ausgangspunkt, die Richtung 
und die Länge desselben kennt. Es handelt sich also um die 
Lagen -Bestimmung des Ausgangspunktes, um die Richtungs-Be- 
stimmung des Halb-Strahls auf dem die Strecke liegt und um die 
Länge der Strecke. 
Die Feststellung der Lage des Ausgangs ^ Punktes ^ welcher auf 
diese Weise zu einem SittuitianS'JPunJete der Strecket 
umd (d. h. zu einem Punkte^ welcher in letzter Instanz ihre lAige 
bestimmt)^ macht keine Schwierigkeiten. Man könnte statt des 
Anfangs- Punktes auch den End-Punkt oder den Mittel-Punkt etc. 
der Stecke als Situations- Punkt wählen. 

Zur Feststellung der Bichtung denkt man die Strecke parallel mit 
sich verschoben, so dafs der Mittelpunkt des Koordinaten- Kreuzes 
ihr AusgangS'Pimkt wird, und läjst nun eine Bichtungs-Bestimmung 
eintreten. 

Über die Längen-Messung ist hier nichts mehr hinzuzufügen. 

Man hat hier stets daran festzuhalten, dafs die Bestimmnng 

der Lage einer Strecke durch Angabe von Bichtimg und Sitna- 

tions-Pnnkt durchgeführt werden kann^ dafs man aber hier den 

Begriff der Lage nicht gerade in diese beiden Momente zerlegen 

mufs und vielmehr aufserdem auf den verschiedensten Wegen zu 

Lagen-Bestimmungen von Strecken gelangen könnte. 

Man kann z. B. die Lagen- Bestimmung der Strecke, wie schon 

a/ngegeben wurde, zurückführen auf die Lagen-Bestimmung der End- 

PufJcte etc. 

Jedenfalls ist daran festzuhalten, dafs eine homogene Strecke 
unter anderem durch Angabe von Länge ^ Richtung und Sitna- 
tions-Pnnkt eindeutig bestimmt ist. 
Als Situations-PunM soü hier ein für aUe Mai der Anfangs- 
Punkt der Strecken gewählt werden. 

Man hat in der Wahl des Koordinaten-Systems unter den- 
jenigen Systemen, welche für Richtungs-Bestimmungen erdacht wor- 
den sind, volle Freiheit. 
Im Systeme (p; a, ß, y) wird sich der At^dnuA einer Strecke 
darstdlen lassen aZ^ [^ | a, ß, y | p; a', ß', y'], faUs man ihre 
Ijänge mit l, ihre Bichtung durch a , ß , y und ihren Situations- 
Punkt durch (p; a', ß', y^ gegeben denkt. 

Ebenso ergiebt sich im Systeme (p; X, Q cds Ausdruck für 
eine Strecke [Z | X, ^ | p; X', ^'], falls man ihre Länge durch l, 
ihre Bichtung durch X, ^ und ihren Situations - Punkt durch 
(p; X', tf) gegeben denkt. 

Wollte man eine Strecke durch die Lage ihrer End-Punkte P 
und P' darstellen, so dürfte man dafür in leicht faßlicher Sym- 
bolik schreiben: 
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[p; a, ß, Y I p'; a', ß', y'] oder [p; X, C | p'; X', l^']. 

Hier hätte auch [x, y, \ a/ , y^ , 0^] eine wohl definierte Be- 
deutung, 

Da die Gleichung cöÄ^a + cos^ß + cos^y = i besteht, so sind 
in jedem Falle 6 Maß-Zahlen nötig, um eine Strecke im Baume 
eindetäig zu bestimmen. 



d. Die Theorie der Strecken. 

§. 1. Gleichheit von Strecken. 

So lange man in der Geometrie von jeder Lagen-Bestimmung 
absieht, darf man zwei homogene Strecken von gleicher Länge 
ohne weiteres als gleich bezeichnen, da man durch diese Fest- 
setzung nur der Thatsache Rechnung trägt, dafs Strecken von 
gleicher Länge durch einander ersetzbar sind, so lange keine Be- 
ziehungen der Lage berücksichtigt werden. 

Man mufs sich daran gewohnen y den Begriff der Gleichheit ods 
völlig relativ aufzufassen. 

Zwei Dinge, welche in hesti/mmter Be^iiehung durch ein- 
ander ersetzbar sind^ werden in bestimmter Beziehung gleich 
genannt, so dafs also zwei Dinge in einer bestimmten Beziehung 
gleich und in einer andern Beziehung ungleich sein können. 

Die Symbolik /\ ABC = /\ A*B'G* sagt aus, dafs zwei 
bestimmte Dreiecke ,' welche abgesehen von jeder Lagen-Beziehung 
weder in den Seiten noch in den Winkeln übereinzustimmen 
brauchen und welche demnach zunächst kaum als gleich bezeichnet 
werden dürften, insofern als gleich angesehen werden sollen, als 
die MafS'Zahlen ihrer Flächen übereinstimmen. 

Diese Übereinstimmung weist auf eine Ersetzbarkeit in be- 
stimmter Beziehung hin: Wenn es sich um Lagen -Verhältnisse 
oder um Winkel-Messungen etc. handelt, so kann /\, ABC nicht 
für ^ A^B^C^ eintreten, wohl aber, wenn nur die Mafs- Zahlen 
der Flächen in Frage kommen. 

In der Mathematik ist die Ersetzbarkeit zweier Objekte 
^ stets durch das Verhältnis zweier Mafs-Zahlen bedingt^ von 
* "Jenen die eine ans dem einen ^ die andere ans dem andern 
Objekte stammt. 

Wenn ein solches Mafs-Zahlen-Yerhältnis den Wert 1 : I 
hat, so findet in bestimmter Beziehung Ersetzbarkeit statt. 

Wenn zwei Objekte der Mathematik vergleichbar sind {d. h. 
wenn überhaupt die Frage ihrer Ersetzbarkeit gestellt werden 
darf), so kann es sich doch stets nur um eine Vergleichung in 
bestimmter Hinsicht, d, h, hier in Bezug auf ein bestimmtes 
Mafs-Zahlen- Verhältnis, handeln. 

Wenn also ein ObjeM durch n Mafs-Zahlen eindeutig bestimmt 
ist — eine Strecke, welche durch [? | X, ^ | p; X', ^'] dargestellt 
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wird, ist z, B. durch 6 Mafs-Zahlen dargestellt — so werden 
sich für die Vergleichung mit einem Ohjecte , das mit jenen in 
JBejsug auf alle n Mafs-Zahlen vergleichbar ist, auch n ver- 
schiedene Fragen der Erset^harTceit darstellen, von denen in 
diesem Falle vielleicht p, in jenem Falle vielleicht q mit „Ja^ 
beantwortet werden. 

Es ergiebt sich danach im allgemeinen eine leicht bestimn^are 
(Kombinations-Lekre) Angahl von AHen der JErsefj^barJceit (Äqui- 
valenj? oder Gleichheit) zweier Objekte, wobei daran festzu- 
halten ist, da/s eine Übereinstimmung in allen Mafs-Zahlen zur 
Identität fuhren mufs. Man hätte bei völliger Übereinstimmung 
nicht mehr zwei Objekte vor sich, sondern ein Objekt, welches man 
nur doppelt zählt, so dafs der paradox erscheinende Satz resul- 
tiert, demgemäfs zwei Objekte, um (in dieser oder jener Hinsicht) 
gleich sein zu können (in einer andern Hinsicht) verschieden 
sein müssen *). 

Wenn die Mathematik die Frage der Ersetzbarkeit (Gleichheit) 
ihrer Objekte stets auf die Frage nach der Gleichheit zweier 
Zahlen {1: 1) zurückführt, so bedarf natürlich die Untersuchung 
über die Gleichheit zweier Zahlen einer ganz besonderen Sorg- 
falt 2). 

Man darf homogene Strecken von gleicher Länge nicht mehr 
ohne weiteres als gleich bezeichnen, sobald man auch Lagen- 
Beziehungen berücksichtigt, weil hier die Frage nach der Ersetz- 
barkeit auf die Prüfung mehrerer Zahlen - Yerhältnisse und 
nicht blofs auf die Vergleichung der Längen zurückweist. 

Man wird von vornherein bemerken dürfen, dafs die zunächst 
eingeführte Äquivalenz von Strecken eine bestimmte, vielleicht die 
einfachste Form aller hier möglichen Äquivalenzen ist 

Man gelangt hier zu verschiedenen Arten der Gleichheit von 
Strecken und jede derselben weist auf die Gleichheit eines be- 
stimmten Mafs-Zahlen-Paares oder einer Gruppe solcher Paare 
zurück. 

Sind z. B. zwei vergleichbare Objekte durch 3 Mafs-Zahlen be- 
stimmt, so können dieselben in Bezug auf je eine oder in Bezug 
auf je zwei derselben übereinstimmen^ so dafs sich hier 6 Arten 
der Gleichheit ergeben. Eine Übereinstimmung in aUen drei Mafs- 
Zahlen würde beide Objekte identisch erscheinen lassen. 

Da eine Strecke im Räume durch sechs Mafs-Zahlen gegeben 
ist, von denen eine die Länge derselben bezeichnet, während die 
anderen fünf Bestimmungs-Stücke der Lage sind, so können für 



1) Wären sie nicht verschiedea, so wären sie identiscli und nicht gleich. 

2) Diese Sorgfalt lassen die Lehrbücher der einschlägigen Litteratnr fast 
durchweg vermissen. Da es hier zu weit führen würde, diese arithmetischen 
Untersuchungen einzuschalten, so mag auf Weierstrass, Functionen-Theorie 
(UniversitÄts- Vorlesungen) verwiesen werden. 
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jedes Koordinaten -System sechs verschiedene Verhältnisse unter- 
sucht werden. Danach kann Gleichheit in Bezug auf je eins , je 
zwei, je drei, je vier und je fünf der Mafs-Zahlen-Paare eintreten, 

1, -ii' 6 , 6.5 , 6.5.4 , 6.5.4.3 , 

d. n. es sind hier — + :: — ?r h- :; — ^ — ^ -A- -z — tz — ^^ — i -4- 

1^1. 2^1. 2. 3^1. 2. 3. 4~ 

1 2 3 4 ~ j = 6 + lf> + 20 + 15 + 6 = 62 Arten der 

Gleichheit innerhalb jedes Koordinaten -Systems zu unterscheiden. 
Fafst man nun die eine Mafs-Zahl der Länge, die beiden 
Mafs-Zahlen der Richtung und die drei Mafs-Zahlen des Situations- 
Punktes als je ein Bestimmungsstück auf, so erniedrigt sich die 
Zahl 62 auf 6. Bei dieser Beschränkung gelangt man zu den 
Definitionen : 

Zwei Strecken sind gleich, wenn die Mafs-Zahlen 
1^ ihrer Länge übereinstimmen, 
2) ihrer Richtung übereinstimmen, 
3^ ihres Situations-Punktes übereinstimmen, 

4) von Länge und Richtung übereinstimmen, 

5) von Länge und Situations-Punkt übereinstimmen, 

6) von Richtung und Situations-Punkt übereinstimmen, 
Zwei Strecken sind identisch, wenn die Mafs-Zahlen 

7) von Länge ^ Richtung und Sitnations-Pnnkt über- 
einstimmen. 

Um diese verschiedenen Arten der Gleichheit von Strecken zu 
unterscheiden, müfste man bestimmte Namen einführen, welche 
anzeigen, " ob in diesem oder jenem Falle diese oder jene Art der 
Gleichheit gemeint ist. 

Für die beiden (1. und 4.) Arten, welche am meisten Ver- 
wendung finden, sind auch allgemein anerkannte Bezeichnungen 
im Umlauf: man nennt Strecken von gleicher Länge arithmetisch 
gleich und nennt Strecken von gleicher Länge und gleicher Rich- 
tung geometrisch gleich. Wenn man diesen beiden Definitionen 
noch eine dritte *) hinzufügt, so kommt man im allgemeinen aus. 
Diese Ergänzung, welche fiir die Mechanik von hoher Wichtigkeit 
ist, lautet: 

Zwei Strecken sind mftchanisch ^Iftich , wenn die Mafs- 
Zahlen von Länge und itichtnng übereinstimmen und wenn zu- 
gleich die Mafs-Zahlen der Situations-Punkte beide Strecken als 
Teile einer Geraden erkennen lassen. 

Hier gelten die (nicht umkehrbaren) Beziehungen: Strecken, 
welche mechanisch gleich sind, sind auch geometrisch gleich und 
Strecken, welche geometrisch gleich sind, sind auch arithmetisch 
gleich. 

Bafs auch andere Arten der Gleichheit von Bedeutung werden 
Jcönnenf soll wenigstens angedeutet werden. Wenn eine Ebene 



1) Man gelangt hier zu einer der oben erwähnten 62 Arten der Gleichheit. 
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wwr von pardUen Licht-Strahlen unter einem bestimmten Winhel a 
getroffen werden soll, so sind alle gleichgerichteten Strahlen {2) 
durch einander ersetzbar. Wenn von einem bestimmten Punkte 
eine Kugel-Welle ausgehen soll, welche zu einer bestimmten .Zeit 
den Radius r hat, so sind alU von ausgehenden Strahlen von 
der Länge r in gewisser Beziehung (5) durch einander ersetzbar. 

Bei der Definition der Gleichheit mufs stets der Grundsatz 
berücksichtigt werden, dafs zwei Gröfsen, welche einer dritten 
gleich sind, auch unter einander gleich sind. 

Diese Beschränkung ist notwendig, weil jener Grundsatz einer- 
seits für Zahlen gilt und andrerseits jede Gleichheit auf das Zahlen- 
verhältnis 1 : 1 zurückweist. 

WoUte man z. B. innerhalb einer Graden Strecken von 
gleicher Länge und entgegengesetztem Sinne als gleich hinstellen, 
so umrde hier aus a ^= c und b =^ c nicht a = b folgen, wäh- 
rend doch die Rechnung a =^ b ergäbe. 

Die Definitionen der arithmetischen, geometrischen und 
mechanischen Gleichheit sind mit jenem Grundsatze verträglich. 
Gerade die Frage nach dem Sinne ist hier in aller Strenge be- 
achtet worden. 

$. 2. Addition yon Strecken. 

Da man nur gleichartige Gröfsen addieren kann, so entspricht 
jeder Art der Gleichheit eine bestimmte Form der Addition* 

Für jede Form der Addition müssen die beiden Sätze gelten, 
welche bei der Addition von Zahlen eingeführt werden, d. h. der 
Satz der Associativität und der Satz der Commutativität. 

Ersterer wird durch die Formel 

a 4 (b + c) = (a + ^) + c = a -}- l^ + ^j 
letzterer wird durcn die Formel a, -\- h = h -{- a, dargestellt *). 

Beide Gesetze gelten nur für Summen, innerhalb welcher die An- 
zahl der Summanden eine endliche ist, während sowohl die Art der 
Zusammenfassung als auch die Anordnung der Glieder bei Summen 
von unendlich vielen Gliedern im allgemeinen von Einflufs ist. i 

Aus der Reihe \ 

+ T' - T +^^ -^ T ^T --6^ ''^'^^- ^ 

kann man die beiden Summen^) 

/ 1 1 , 1 l\y ... 

( 1 D — ~4 h + 1 1 T~ ) + «w %nf. 

. \4n —3 4n — J2 ^ 4n — 1 4nJ ' ' 



\ 
\ 
\ 
\ 



1) Yergl. Hankel, Theorie der komplexen Zahlensys^me, S. 2. 

2) Vergl. Schlömilch, Kompendium der Analysis j^'S. 180. Das Bei- 
spiel wird dort zu einem andern Zwecke verwandt als hier im Texte. 
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und 

*. = (4+|-|)+(|+7-4)+(4+^-|)+.-. 

lüden, für welche die gliederweise berechnete Differenz ist: 
s, -s, =- J^(-— — ^ + __-^j = 



1 

2 



1 3 

Man hat also: Si — 52 = — ~ö ^^ ^^^ ^2 = -p ^i* 

Obwohl also Si und S2 abgesehen von der Art der Zusammen- 
fassung und abgesehen von der Anordnung der Glieder über- 
einstimmen, so ist doch nicht s^ = s^ und man hat daraus 
0U schließen, da/s die beiden grundlegenden Sät0e der Addition 
im Gebiete von Summen mit unendlich vielen Gliedern nicht mehr 
ohne weiteres gelten. 

Die arithmetische Addition von Strecken, welche der arith- 
metischen Gleichheit entspricht, besteht nur einfach darin, dafs 
man eine Gesamt -Strecke aufsucht, deren Mafs-Zahl gleich 
der algebraischen Snmme der Mars -Zahlen der einzelnen 
Strecken ist. 

Man teilt zu dem Ende die gegebenen Strecken nach dem 
Vorzeichen in zwei Gruppen und trägt die Strecken jeder Gruppe 
auf je einer Graden so an einander , dafs keine Strecke mit der 
andern mehr als einen Punkt gemein hat. Wenn man die beiden 
so resultierenden Gesamt- Strecken auf irgend einer Graden von 
einem Punkte aus als Strecken gleichen Sinnes aufträgt, so stellt 
der Überschufs der einen Strecke über die andere die (positive 
oder negative) Summe der gegebenen Strecke dar. 

Sind 0, B, zu addieren die StrecJcen -\- a, — b, — c, +5, 
4" ß, + /", — g, '-\-' h, so bildet man (a-^d-j-e^f^h) und 
— (6 + c 4- p) ^^d ^^^^^ daraus {a -{- d ^ e -]- f -{- h) — 
g) her. Dafs hier a -^ {b ^ c) = {a -\- b) ^ c 
4" ^ -j- ^ ^^ a-^b^^b-f-ain Geltung ist, weist man 
leicht nach *). 

Die arithmetische Addition findet sich bei Euhlides {El, J, 
2 und 3), 

Die geometrische Addition von Strecken, welche der geome- 
trischen Gleichheit entspricht, geschieht durch eine Polygon- 
Bildnng. 

Nachdem man unter den Strecken, welche addiert werden 



— 1 1/ n"- i- 

(6 + c + 
= a 4- 



1) Verg]. Hankel, Theorie, S. 63. Es ist wesentlich, dafs anf diesem Wege 
auch die Multiplikation von Strecken definier bar wird. 
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sollen, die negativen unter Umkehrung ihrer Richtung in positive 
verwandelt hat, setzt man alle Strecken durch Parallel- Ver- 
schlebnng zu einem Polygone von einheitlichem Sinne zu- 
sammen und schliefst dasselbe durch eine Strecke von entgegen- 
gesetztem Sinne ab. 

Die Schlnfs- Strecke des Polygons nennt man die geome- 
trische Summe der gegebenen Strecken. 

Schliefst sich das Polygen von selbst, so dafs die Schlnfs- 
Strecke „Null" resultiert, so gelangt man zu der Summe „Niül". 
Da man für eine Gruppe gleichgerichteter Strecken^ für welche 
die Bestimmung der Richtung ohne Wert ist, auf den Fall der 
arithmetischen Additon zurückkomwd, so mufste die Definition der 
geometrischen Addition so eingerichtet werden, daß die frühere 
Art zu addieren als Specialfall derselben erscheint. Diese Forde- 
rung führt einmal dazu^ Strecken von entgegengesetzter Richtung 
mit. positiven und negativen Summanden zu identificieren , sie 
führt andererseits dazu, in der arithmetischen Addition eine 
Polygon-Bildung von der Fläche „NuU^ zu sehen. 

Um die Gültigkeit der beiden Grundsätze der Addition zu 
prüfen, geht man von zwei Strecken aus. Sind zunächst nur A B 
und CD gegeben, so macht man den festen Punkt durch 
Parallel 'Verschiebung der Strecke AB zu dem Anfangspunkt 
und fügt an die so gewonnene Strecke 0^ die Strecke CD durch 
Parallel -Verschiebung so an, da/s 0^ Og einheitlichen Sinn er- 
langt. Laut Definition ist dann 0% die gesuchte Summe, 
welche man offenbar auch erhält, wenn man zum Anfangs- 
punkte von CD macht und an die so gewonnene Strecke 0\ 
die Strecke AB als 0\ 0\ anfügt: es fällt O2 auf O'«, d. h. es 
gilt {Figur 6) hier a ^ 6 = 6 -f- a. 

Sind nun n Strecken in einer Anordnung (A) gegeben, so kanv^ 
man daraus jede andere Anordnung [B) herleiten, indem man 
nach einander immer je zwei benach- 
barte Strecken mit einander vertauscht. 
Um z. B. die Anordnung 1, 2, 3, 4, 5 
in die Anordnung 2, 4, 1, 5, 5 über- 
zuführen, vertauscht man der Reihe 
nach 1 und 2^ 3 und 4, 1 und 4. 

Da nun die Vertauschung je zweier 
Nachbar- Strecken den Teil der Summe 
{OO'i = 0'2), welcher von ihnen 
abhängt, nicht ändert und jede An- 
ordnung (B) durch Vertauschung je 6- 
zweier Nachbar- Stred^n aus einer 

bestimmten Anordnung (A) herleitbar ist, so ist die Unabhängig- 
keit des Resultates von der zufällig getroffenen Anordnung er^ 
wiesen. 

Dafs andererseits auch 

a-{-{b'^c)={a-]-b)-{'C = a'^b-\-c 
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gilt, teeist fnan leicht durch 
die Konstruktion nach ; 
man gelangt {Figur 7) 
stets eu OO^y mag man 
nun 0| + Oj 0^ oder 
002 + Ö^Oa oder 
00, + 0,02 + O^Os 
büden. 

Die Forderung a — b 
erledigt sich in jedem 
Falle durch die Bemerkung^ 
da/s man — b unter Umkehrung der Richtung positiv machen darf 
und dann wiederum in der angegebenen Weise zu addieren hat. 

Die Summe „NuH^ tritt stets auf, wenn Punkte Pi, Pe, Pa . . . 
Pn in irgend einer Ordnung auf einer Graden liegen und 

P^P^ -\. P^P,-{^P,P,-{- Pn—iPn + PnPi gebOdä 

werden soll, weil man dabei jsu einem geschlossenen Polygon 
gelangt. 

Zuerst hat Arg and ^) in seinem Essai surune maniere dere- 
presenter les quantites imaginaires dans les construdions geome- 
triques {Paris 1806) die geometrische Addition der Sirecken ein- 
geführt. Unabhängig davon ist Bellavitis {Ann. d. scienze d. 
regno Lomb. Venet. 1835) und Mob ius {Mechanik des Himmels, 
1843) stu derselben Methode gelangt. 

Die mechanische Addition der Strecken, welche der mecha- 
nischen Gleichheit entspricht, beschränkt die Beweglichkeit der 
Strecken, die schon bei der geometrischen Addition im Vergleich 
zu der arithmetischen Addition eine geringe war, in hohem Mafse. 
Die Strecken sind hier nur innerhalb der Graden, denen sie an- 
gehören, verschiebbar, so dafs eine Addition nur eintreten kann, 
wenn Strecken auf derselben Graden oder auf Graden, welche 
sich schneiden, in Frage kommen. 

In beiden Fällen tritt eine geometrische Addition ein, 
welche der Beschränkung unterliegt, dass die resultierenden 
Strecken wiederum nur auf den Graden, welchen sie einmal an- 
gehören, verschoben werden dürfen. 

Die mechanische Addition stellt sich also zunächst als eine 
geometrische Addition dar, welche gewissen Bedingungen unter- 
liegt, und es bliebe noch übrig den Begriff der mechanischen Addi- 
tion so zu erweitern, dafs die geometrische Addition überhaupt 
als ihr Specialfall erscheint, also im besonderen eine mechanische 
Addition von Strecken auf windschiefen Graden zu begründen. 
Eine solche Erweiterung ist bisher noch nicht notwendig geworden 
und darum stehen mechanische und geometrische Addition schein- 
bar in einer andern Beziehung zu einander, als geometrische und 
arithmetische Addition. 



1) Vgl. Hankel, Theorie, S. 82. 
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Die geometrische Addition stelU sich auch zunächst als eine 
arithmetische Addition dar, welche gewissen JBedi/ngungen 
unterliegt und zwar liegt die Beschränkung hier in der Berück- 
sichtigung der Bichtung. Außerdem ist aber in diesem Gebiete 
durch das Polygon-Verfahrßn eine Erweiterung gegeben, deren 
Analogon in dem Gebiete der mechanischen Addition (für wind- 
schiefe Graden etc.) bis jetzt noch feJät, 

Da/s für die so beschränkte geometrische, d, h, für die mecha- 
nische Addition die Grundsätze der Addition gelten, liegt auf der 
Hand, 

Man unterscheidet des öfteren die mechanische Gleichheit als 
Äquivalenz von deti beiden andern Arten der Gleichheit *). 

Eine Summe, welche durch mechanische Addition entstanden 
ist, soll Resultante heifsen. 

Eine Besultante *) ist also eine geometrische Summe, welche nickt 
blofs durch Länge und Bichtung, sondern auch durch eine ge- 
wisse 3) Bedingung für die Lage des Situations- Punktes bestimmt 
erscheint. 

Im Gegensatz dazu mögen hier die einzelnen Summanden, 
welche zusanmientreten, Komponenten heifsen. 

Eine Komponente ist also ein geometrischer Summand, welcher 
nicht blofs durch Länge und Bichtung, sondern auch durch eine 
gewisse Bedingung für die Lage des Situations-Punktes bestimmt 
erscheint. 

Während innerhalb der Gebiete der arithmetischen und 
geometrischen Gleichheit eine gegebene Anzahl von Strecken 
stets zu einer Summe vereinigt werden kann, treten die ver- 
schiedensten Verhältnisse auf, sobald ein System von Strecken 
zu behandeln ist, fiir welche die mechanische Gleichheit ange- 
nommen wird. 

Dasselbe würde stattfinden, wenn die geometrische Addition nur 
erlaubt würe unter der Bedingung , da/s sie als arithmetische 
Addition ausgeführt werden kann, une die mechanische Addition 
nur erlaubt ist unter der Bedingung, da/s sie als geometrische 
Addition aufgeführt werden kann. Die Erweiterung im Gebiete 
der geometrischen Addition, deren Analogon zu bilden hier nicht 
erforderlich scheint, führt zu jenem einfachen Besultate. 

Infolge dessen giebt es im Gebiete der mechanischen Gleich- 
heit eine ausgebildete Theorie fiir die Addition von Strecken unter 
diesen und jenen gegebenen Bedingungen, eine Theorie, welche 
man die Geometrie der Strecken -Systeme im Oebiete der 
mechanischen Gleichheit oder in Abkürzung die Geometrie 
der Strecken-Systeme nennen kann. 

1) Vergl. Schell, Theorie, I, S. 17. 

2) Vergl. Schell, Theorie, I, S. 17. 

3) Derselbe ist hier als geometrischer Ort (Qrade) gegeben. 
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Da in den andern Gebieten eine solche Theorie nicht besteht 
oder vielmehr zu einfach ist, um als solche eingeführt isu werden^ 
so ist obige Abkürzung gestattet. 

Es verdient bemerkt zu werden, dafs für jede Art der 
Grleichheit eine Addition Ton Strecken möglich erscheint, dafs 
man aber bisher mit der Behandlung jener drei Gebiete ausge- 
kommen ist. 

Auch hier müfste in Specialfällen stets Übereinstimmung mit 
Specialgebieten erreicht werden. 

Die Gültigkeit der Grundsätze der Addition müssen selbstver- 
ständlich unter allen Umständen gewahrt bleiben. 

Um bei der Addition von Strecken zu Bechnnngs-Ans- 

drficken zu gelangen, welche lagen-bestimmend sind, bedarf 

man der Projektionen von Strecken auf bestimmte, ein für alle 

Mal in ihrer Lage gegebene Graden, welche man Achsen nennt. 

Es mag hier bemerkt werden, dafs Addition in allen drei 

Gebieten von vornherein algebraisch gefafst wurde und dafs 

damit also ebensowohl eine Zusammensetzung als auch eine 

Zerlegung bezeichnet worden ist. 

Zur Erinnerung dient, dafs in der Ebene Parallel -Grade und 
im Baume Parallel-Ebenen durch die Endpunkte einer Strecke die 
Projektion derselben auf einer Achse abschneiden. 

Wenn die projicierenden Graden oder Ebenen die Achse senk- 
recht schneiden, so spricht man von einer Orthogonal- oder Nor- 
mal- Projektion. Eine solche soll hier stets vorausgesetd werden, 
falls nicht ausdrücklich etwas anderes bemerkt udrd. 

Dafs im Gebiete der Normal- Projektionen eine Strecke auf 
eine Ebene durch Lote von den Endpunkten {d. h. auf die 
Achse, welche durch den Schnitt einer bestimmten Normal-Ebene 
gegeben ist) prcjidert wird, mag gleichfalls in Erinnerung gebracht 
werden. 

Wenn eine Strecke von der Länge 1 mit einer Achse den 
Winkel a bildet, so hat die normale Projektions-Strecke die Länge 
1 . cos a , während ihre Richtung durch die Eichtungen der Achse 
und der gegebenen Strecke bestimmt wird. 

Wenn man die Strecke parallel mit sich so verschiebt, dafs ihr 
Anfangs- Punkt auf die Achse fällt, so entsteht ein rechtwinkliges 
Dreieck, in welchem l Hypot\enuse ist. 

Die Richtung der Projektion bestimmt sich so, dafs nach der Ver- 
schiebung Strecke und Projektion denselben Anfangs-Punkt er- 
halten. Dafür kann man au^h sagen: Wenn man Strecke und 
Projektion jsu einem Viereck von einheiilichem, durch die 
Strecke gegebenen, Sinne vervollständigt^ so ist die Projek- 
tion von entgegengesetztem Sinne. 

Für die analytische (im ßechnungs-Ausdrucke) Darstellung der 
Addition ist es nun zweckmäfsig, ein rechtwinkliges Koordinaten- 
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System von drei Achsen einzuführen und die gegebenen Strecken 
der Reihe nach auf jede der drei Achsen zu prqjicieren. 

Infolge der früher gegebenen Festsetzungen ist auch hier alles be- 
stimmt, wenn man sich erinnert, da/s im Gebiete der geometrischen 
Addition Strecken von entgegengesetzter Richtung auch von ent- 
gegengesetztem Vorzeichen sind und da/s innerhalb einer und der- 
selben Graden auch bei der beschrärüden geometrischen Addition, 
d. h, bei der mechanischen Addition Verschiebungen erlaubt sind. 
Wenn hier z. B. für die X-Achse l .cosoc negativ wird, so zeigt 
das an, da/s die Projektion und die Achse entgegengesetzten 
Sinnes sind. Da l . cosa überhaupt nur negativ wird, wenn a 

«TP 3 TZ 

innerhalb der Grenzen — . . . . —^ liegt und hier nur Messungen 

inrm'haJh der Grenzen o .... n in Frage kommen, so bildet in 
diesem Falle die Strecke mit der Achse einen Winkel, welcher 

innerhalb der Grenzen — . . . . n liegt, so da/s die Hichtung 

der Projektion in der That dwrch das Vorzeichen des 
Cosi/ntis reguliert unrd und keiner gesonderten JBe- 
sti/mmung bedarf. 

Wenn nun eine Reihe von n Strecken gegeben ist, welche mit 
den Achsen, deren Reihenfolge ein für alle Mal durch x, y, z be- 
zeichnet wird, beziehungsweise die Winkel 

(«i, ßn Ti)» («2, ßi, r2% («3, ßa, Ta) • • • • («», ßn, Tn) 
bilden, während ihre Längen beziehungsweise durch p^, pg, Pa, . . . Pn 
gegeben sind, so gilt für die Projektionen der n Strecken auf die 
Achsen folgendes Schema : 



X 
Y 
Z 



Pi . cosai, P2 . cosa2, Pa . cosaa, . . . . pn . cosa» ; 

Pl . COSßi, P2 . COSßg) Pa • COSßa, . . . . Pn . COSßn 5 
Pl . COSy,, P2 . COSY2. Ps . COSY3, . . . . p„ . cosYn; 

Wenn nun die geometrische Summe der n Strecken die 
Länge p hat und in ihrer Richtung durch (a, ß, y) bestimmt wird, 
so hat man bei Benutzung der Abkürzungen 
Sjj =: Pj . cosa^ + . . . p„ . cosa,,, Sy = p, cosß, -|- . . . p„ . cosß,, 
und Sz = Pl . cosyj + • • • Pu • cosyn folgende Beziehungen *): 

j cosa cosß COSY 1 
s\ + s«y + s\ = p2 und = ^ = ^ = — . 

Sx Sy Sz P 

Um die Gültigkeit dieser Formeln nachzuweisen, denkt man sich 
die n Strecken von irgend einem Punkte aus {z. B. von aus) 
zum Polygon gestaltet, dessen Schlu/slinie die Länge p und die 
Bichtung (a, ß, y) hat, und projiciert das geschlossene Polygon, 
ndchdem man den Sinn der Schlu/slinie geändert Jmt, Seite 
für Seite auf jede der Achsen. 

Nennt man die Summe der Projektionen der Seiten des Poly- 



l)Vergl. Schell, Theorie I., S. 16. Dabei gilt — nur als Länge. 
Wernioke. 7 
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gons Tcmg die „PrcjeMion des Polygons^ , so gut offenbar der 
Satis: 

Die Projektion eines geschlossenen Polygons von einheitlichem 
Sinne ist für jede Achse Null, 

Demnach ist: 

Sx + ( — P ' <^S^) = 0- 
Sy + (■— p. cos ß) = 0. 

s» 4- (— P-cosy) = 0, 

. _, cosa cos 6 cosY 1 
Daraus folgt fast unmittelbar: = — - = — - = — . 

Sx Sy Sx P 

Addiert man jene drei Gleichungen, nachdem man sie quadriert 
hat, so folgt: 

S2^ 4- 52^ _j_ 5«^ = p2 {cOS^Ct, + COÄ^ß + cos^^) = i)2. 

Die Formeln p . cosa = Sx, p .cos^ = Sy und p . eosy = Sg 
lassen sich leicht in Worte übersetzen: Bei einer Reihe von 
Strecken ist für jede Achse die (geometrische) Summe der Pro- 
jektionen gleich der JProjeMion der {geometrischen) Summe. 

Aus der Gesamtlieit jener drei Formeln läfst sich aufserdem 
folgende Konstruktion herauslesen: 

Wenn man bei einer Reihe von Strecken für jede Achse eines 
Koordinaten 'Kreuzes die geometrische Summe der Projektionen 
bildet und diesen Summen durch Parallel -Verschiebung denselben 
Ausgangs-Punkt (0) giebt, so liefert die von ausgehende Dia- 
gonale des hier bestimmten Parallelepipeds die geometrische Summe 
der Strecken nach Länge und Richtung. 

Wie sich diese Sätee bei schief winidigen Koordinaten -Kreuzen 
und schieftvirMiger Projektion umgestalten, ist leicht zu übersehen. 

Die Gröfse p kann nur „Null^ werden, wenn die drei Gröfsen 
Sx, Sy, Sz gleichzeitig ^^Null^ sind. Das tritt ein, so oft sich das 
Summations-Polygon als ein geschlossenes darstellt und es erhebt 
sich nun umgekehrt die Frage, ob die Bedingung s^ = Sy = s^ = 
auch jedesmal auf ein geschlossenes Summations-Polygon hindeutet: 
diese Frage ist zu bejahen. 

Es handelt sich darum, ob die notwendige Bedingung 
s^ -= Sy = s^ = ö auch hi/nreichend ist. 

Man sieht ein, da/s die notwendige Bedingung Sx = 
allein nicht hinreichend ist, da auch die Projektion eines offenen 
Polygons auf eine Achse ^ die senkrecht zur ScUufslinie des- 
selben liegt, den Wert „Null^ hat. Alle solche Achsen sind 
irgend einer Normal-JEbene der Schlufs-Linie parallel. 

Wenn nun s^ = Sy = Sz =^ auf ein offenes Polygon hin- 
deuten sollten, so müßten OX, OYund Ojt gleichzeitig auf 
der SchlufS'IA/nie desselben senkrecht stehen, was offenbar un- 
möglich ist. Diese Erwägungen kann man in den Satz zusammen- 
fassen : 

Hat die Projektion eines Polygons für drei. Achsen, welche 
nicht derselben Ebene paraUd sind, den Wert „NuW, so hat sie 
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für j^de Achse den Wert ^NuW , d, h. das Polygon ist ge- 
schlossen 0- 

Wenn s^ dadurch Null wird, dafs cos r^ = cos y^ = . . cos yn = 
ist, so sind alle Strecken der Ebene XÖY parallel. 
Wird aufserdem Sy dadurch Null, dafs 

COSßi = COSßa = . . . . COSßn = 

ist, so sind alle Strecken der Graden OX parallel. 

Im ersteren Falle bedarf man nur eines ebenen Kreuzes und hat 

die Formeln p^ = s^x + s\ und — — = = — jgu be- 

' . S;, Sy p 

nutzen j wobei aufserdem cos^a + coÄ^ß = 1 ist. 

Im anderen Falle bedarf man nur einer Graden und hut die 
Formeln p = Sx und cosa^ z=z coso^i = • • • cos an = cosa^ zu 
benutzen. 

Die Theorie der Addition von Strecken, welche hier gegeben 
wurde, ist eine Erweiterung der beiden Sätze, welche unter dem 
Namen des Parallelogramms und des Parallelepipeds von 
Strecken bekannt sind. 
Die Vereinigung zweier Strecken läfst sich dadurch betvirJcen, 
dafs man ihnen durch Parallel -Verschiebung denselben Ausgangs- 
punkt (P) giebt und die von P ausgehende Diagonale des so be- 
stimmten Parallelogramms zieht. Dieselbe stellt die geometrische 
Summe der Strecken dar, d. h, sie bestimmt dieselbe nach Gröfse 
und Richtung. 

Die Vereinigung dreier Strecken, die nicht einer Ebene 
parallel sind, läfst sich dadurch bewirken, dafs man ihnen durch 
Parallel- Verschiebung denselben Ausgangs-Punkt (P) giebt und 
die von P ausgehende Diagonale des so bestimmten Parallelepi- 
peds zieht. Dieselbe stdU die geometrische Summe der Strecken 
dar, d. h. sie bestimmt dieselben nach Gröfse und Richtung. 

Der erste Satz gestattet ohne weiteres alle Strecken, welche 
in einer Ebene liegen, zu vereinigen, indem man der Reihe 
nach je zwei dersäben behandelt 

Der zweite Satz gut für die hier nicht umfafsten Strecken. 

%. 3. Geometrie der Strecken-Systeme. 

Strecken, welche durch Länge und Richtung bestimmt sind 
und welche nur innerhalb der Graden, auf denen sie einmal liegen, 
verschoben werden dürfen, bilden ein Strecken-System. 

Für die Yereinigang und Zerlegung der Strecken eines 
solchen Systems gelten die Grundsätze der mechanischen Addition. 

Zwei Strecken -Systeme sollen äquivalent genannt werden, 
wenn sie nach den Grundsätzen der mechanischen Addition in 
einander transformiert werden können. 



1) Vergl. Schell, Theorie I, S, 16. 
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Im Hinblick auf solche Transformationen kann nach der ein- 
fachsten Form irgend einer Gruppe von äquivalenten Systemen 
gefragt werden. 

Ob schliefslich alle Gruppen auf eine einfachste Form zurück- 
geführt werden können, ist im besonderen zu untersuchen. 

In den Gebieten der arithmetischen und geometrischen 
Addition existierte der grundlegende Satz , dafs je zwei Strecken 
durch eine Strecke ersetzbar waren und daraus folgte als Ender- 
gebnis der Transformation unter allen Umständen eine einzelne 
Strecke. Es liegt demnach nahe, zunächst die Gültigkeit jenes 
grundlegenden Satzes für das Gebiet der mechanischen Addition 
zu prüfen. 

Das Ergebnis dieser Prüfung ist folgendes: Zwei Strecken 
lassen sich hier entweder durch eine Strecke oder durch ein Paar 
gleich langer Strecken von entgegengesetzter Richtung oder durch 
ein solches Paar nnd durch eine Strecke ersetzen. 

Demnach kann man bei der Transformation eines beliebigen 
Streckensystemes immer zunächst zu einer einzigen Strecke und zu 
einer Gruppe von Strecken -Paaren kommen und es entsteht nun 
wiederum die Frage nach der Reduktion einer solchen Gruppe. 

. Das Endergebnis der Untersuchung ist, dafs alle Strecken- 
Systeme in drei Klassen geteilt werden können, weil sie entweder 
in eine Strecke oder in ein Paar oder in eine Strecke nnd in 
ein Paar transformierbar sind. 
Hin Strecken-Faar und ei/ne Strecke sind einander nie äqui- 
vcdent, so lange man im Gebiete des JEndlichen bleibt. Darum 
ist das Strecken-Paar neben der Einzd- Strecke als besonderes 
Element der Strecken- Systeme einzuführen. 

Die Einführung des Paares verdankt man Poinsot^). 

Man nennt die beiden gleichen Strecken 
die Seiten des Paares und bezeichnet den 
Normalabstand derselben als Arm oder 
Breite des Paares. Das Produkt aus der 
MafS'ZaM der Lä/nge einer Seite und der 
Mafs-Zahl der Länge des Arms heißt 
das Moment des Paares. 
^' Die Graden, auf denen die Seiten eines 

Paares liegen, grenzen in der Ebene ein 
unendlich grofses Stück ab, welches der JParaZlel-Streifen des 
betreffenden Polares genannt werden mag. 

Denkt man ein Strecken- Paar (Figur 8) um die Mitte seines 
Armes gedreht und zwar in dem Sinne y welchen die Richtungen 
seiner Seiten (markiert durch die Pfeilspitzen) bezeichnen, so gelangt 
man zur Vorstellung einer drehenden Bewegung, welche im Sinne 
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1) Vergl. Lionville's Journal, 1834 nnd 1851. Theorie nonvelle de la 
rptation des corps. 
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eines Uhrzeigers oder diesem entgegen zu Stande kommt, je nach- 
dem man sich auf der einen oder auf der andern Seite der Paar- 
Ebene als Zuschauer denkt. 

Wenn man den einen Drehungs- Sinn, z. B. den, welcher mit 
der Bewegung eines Uhrzeigers i^ereinstimmt, als positiven fixiert, 
so kann man die Seite der Paar-Ebene, auf welcher ein Zu- 
schauer eine Drehung von positivem Sinne bemerken müfste, die 
positive Seite (+) der Ebene nennen. 

Errichtet man nun auf der Ebene des Paares eine Normale 
und fixiert deren Richtung so, dafs dieselbe einem Durchgange von 
— nach + entspricht, so giebt dieselbe den Sinn des Paares an. 
Trägt man auf dieser Graden, welche die Achse des Paares hei/st, 
eine Strecke gleicher Richtung ab, deren Maß-Zahl zugleich die 
Ma/s-Zahl des Momentes ist, so ist diese Strecke, welche das 
Achsen^Moment des Paares genannt wird, gewissermafsen ein 
Symbol des Strecken-Paares. 

Es seien nun zunächst zwei Strecken vorgelegt. 

Die Graden, auf welche dieselben angewiesen sind, schneiden sich 
entweder im Endlichen oder sie sind parallel oder sie kreuzen sich. 

Im ersten Falle kann man den beiden Strecken (pi und pa) 
durch Verschiebung denselbep Ausgangs-Punkt geben. Da man 
dieselben in dieser Lage geometrisch addieren darf, so gelangt 
man hier zu einer resultierenden (r) Strecke. 

Im zweiten Falle (Figur 9) 
kann man die Anfangs-Punkte der 
parallelen Strecken (p^ imd p«) 
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durch eine Grade MN verbinden 
und in dieser zwei gleich lange 
Hülfs - Strecken (qi und q«) von 
entgegengesetzter Richtung an- 
nehmen, welche sich aufheben. In- 
dem man die eine derselben mit 
der einen gegebenen Strecke und 
die andere mit der anderen gege- 
benen Strecke vereinigt, gelangt 
man zu zwei Resultanten (r^ und 
rg), welche sich im allgemeinen 
schneiden und daher zum ersten 
Fall zurückfuhren. 

Das tritt bei gleicher Rich- 
tung von pi und p2 immer ein, 

bei entgegengesetzter dagegen nur, wenn die Länge der Strecken 
verschieden sind. 

In dem einen hiermit ausgeschlossenen Falle hat man: 
Zwei Parallel-Strecken von gleicher Länge und entgegen- 
gesetzter Richtung gehen bei der Transformation in zwei andere 
Parallel-Strecken von derselben Beschaffenheit über. 




9. 
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Darauf beruht die Berechtigung hier ein neues Element, das 
Strecken-Paar einzufuhren. 

Im dritten Falle kann man durch den Anfangs-Punkt der 
einen Strecke (pi) eine Parallele zu der andern Strecke (pa) legen 
und in dieser zwei Hülfs-Strecken einführen, die in ihrer Länge 
mit P2 übereinstimmen und von entgegengesetzter Kichtung sind. 

Man kann nun eine der Hülfs-Strecken mit pg zu einem Paare 
zusammenfassen und die andere derselben mit pi zu einer resul- 
tierenden Strecke vereinigen, d. h. man kommt zu einem Paare 
und einer Strecke. 

Da nun die Transformation irgend eines Strecken- Systems, 
indem man immer je zwei Strecken behandelt, zunächst nur zu 
einer Strecke und einer Gruppe von Paaren führen kann , so 
hat man des weiteren die Frage nach der Transformation von 
Strecken-Paaren in Angriff zu nehmen. 

Hier gilt der Satz: Strecken-Paare werden addiert, indem 
man ihre Achsen - Momente wie einzelne Strecken behan- 
delt, welche geometrisch (nicht mechanisch) zu addieren sind, 
uijd die eine dabei resultierende Strecke als Achsen -Moment 
eines Paares auffafst, das als Summe aller Paare zu be- 
zeichnen ist. 

Der Beweis des Satises verfällt in mehrere Teile, 

I, Jedes Strecken-Paar darf in seiner Ebene beliebigen Lagen- 
Änderungen unterworfen werden. 

Um dieses Theorem nachzuweisen, zeigt man zunächst, dass zwei 
Paare von gleicher Seite und gleichem Arme einander in 
jeder Lage außeben, wenn sie entgegengesetzten Sinnes sind. 

Wenn sich die ParaMel- Streifen {I und II) zweier solcher 
Paare schneiden, so kann man unter den vier Schnittpunkten zwei 
gegenüberstehende auswählen, dieselben zu Anfangs -Punkten je 
zweier Strecken machen und an ihnen Besultanten- Bildung ein- 
treten lassen. Die beiden so entstandenen Besultanten heben sich 
auf, da sie gleiche Strecken von entgegengesetzter Bichtung sind und 
in ei/ne und dieselbe Grade fallen. 

Wenn sich die Parallel- Streifen (J und II) nicht schneiden, 
so schneidet man dieselben durch einen dritten Parallel^ Streifen 
(III) von gleicher Breite und nimmt auf dessen Grenze zwei 
Strecken- Paare an, welche von den gegebenen nur in der Lage 
abweichen. Auf je zwei der somit gegebenen Paare wendet man 
die vorige Betrachtung an. 

Wenn die ParaUet- Streifen (J und II) im besonderen zu- 
sammenfallen, so bedarf man keiner Hülfs-Konstruktion. 

Fügt man nun einem Strecken- Paare zwei Hülfs-Paare von 
entgegengesetztem Sinne hinzu, welche mit demselben in Seite und 
Arm übereinstimmen, so hebt das eine derselben das gegebene 
Paar auf und statt dessen bleibt ein gleiches Paar in anderer 
Lage übrig. 
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II. Die Ebene jedes StrecJcen-Paares darf parallel mit sich 
verschoben werden. 

Um dieses Theorem nachjsiuweisen, benutzt man wiederum die 
eben durchgeführten Überlegungen. Man nimmt zunächst zwei 
Strecken-Paare von gleicher Seite und gleichem Arme an^ 
welche entgegengesetzten Sinn haben und in parallelen Ebenen 
liegen^ und weist nach^ da/s sich dieselben aufheben. Zu dem 
Ende bringt man die Grenzlinien der beiden ParaUel-Streifen in 
parallele Lage (1) und konstruiert zwei Diagonal- Ebenen der 
so bezeichneten parallelepipedischen Säule, In jeder Diagonal- 
Ebene liegen nun zwei gleichgerichtete Strecken, deren Besul- 
tante in einer Diagonal-Achse der Säule liegt. Die beiden Itesul- 
tanten heben sich auf, da sie gleiche Strecken von entgegengesetzter 
Bichtung sind und in eine und dieselbe Grade fallen. 

III. Jedes Strecken-Paar darf allen Lagen-Änderungen unter- 
worfen werden, bei denen seine Achse dieselbe Bichtung behält. 

Dieses Theoran faßt die Ergebnisse von I und II zusammen. 

Würde man die Bichtung der Achse in die entgegengesetzte 
verwandeln, so umrde man den Sinn des Strecken- Paares um- 
kehren, d, h. man würde seine Ebene nicht blofs verschieben, 
sondern auch umklappen. 

Jede andere Bichtungs-Änderung der f^aar- Achse würde einer 
anderen Drehung der Paar-Ebene um eine in ihr gelegene Achse 
entsprechen. Solche Drehungen sind ausgeschlossen. 

IV* Strecken- Pa^re von gleichem Momente, deren Achsen 
gleiche Bichtung haben, sind einander äquivalent. 

Um dieses Theorem nachzuweisen, zeigt man, da/s zwei Paare 
von gleichem Moment und entgegengesetztem Sinne sich 
aufheben, wenn sie in derselben Ebene liegen. 

Das eine Paar habe {Figur 10) die Seiten Pi und p\ und den 
Arm hl, das andere Paar habe die 
Seiten p^ und p^2 wnd den Armh^^ 
so da/s man also die Gleichungen 

Pi . Äi =P\ • Ai = !>'« • h =P2 • ^2 
anzusetzen hat. 

Man verschiebt die beiden Parallel- 
Streifen {I und II), so da/s sich ^' 
dieselben rechtunnklig schneiden und 
bildet an zwei gegenüberstehenden 
Schnittpunkten (B und B') die Be- 
sultanten B S und iJ' S', welche j^. 
gleich groß und entgegengesetzt ge- 
richtet sind. Kann man zeigen, da/s 
die beiden Besultanten in eine v/nd 
dieselbe Grade fallen , so ist der 
Satz erwiesen. Wenn die Verlän- 
gerung von SB den Punkt Z der 
Linie A^B^ trifft, so hat man lo. 



Q^-hi 




i^^ 




M 



B 



104 — 



wegen der Ähnlichkeit von /\,SRT und A ^^C ^*^ ^^^ 
portion ^-g = qt^ ^- *• es ist ZQ' = -^s '^^ = f^ ' **' 

Da nach Voraussetzung R^ Q^ =^ hi '= — .h2 ist, so fallt Z in 

den Punkt JR', d, h, die Verlängerung von SR geht durch U'. 
Ebenso weist man nach, da/s die Verlängerung von S^R^ durch 
R geht. 

Man darf demnach Seite und Arm eines Strecken-Paares ver- 
ändern, wenn man nur dabei das Moment tmd die AchsethRicktung 
ungeändert läßt 

F. Strecken-Paare, deren Achsen gleiche oder entgegengesetzte 
Richtung haben, werden vereinigt, indem man ihre Achsen-Momente 
geometrisch addiert 

Dieses Theorem fol-gt unmittelbar aus 111 und IV, Man 
bringt alle Strecken- Paare durch Verschiebuna in eine Ebene 
und gid)t ihnen in dieser denselben (nach Größe und 
Lage) Arm. Da nun aUe Strecken auf den Grenzen eines 
ParaUeU Streifens liegen, so kann man für jede Grenze eine 
geometrische Addition der Strecken eintreten lassen, wobei man 
eu einem Paare gelangt. Da Strecken- Paare von entgegen- 
gesetztem Sinne Achsen- Momente von entgegengesetzter RuMung 
haben, so ist das Theorem hiermit erwiesen. 

FT. Sirecken-Paare werden vereinigt, indem man ihre Achsen- 
Momente geomärisch addiert 

Es bleibt nur noch übrig j den Nachweis für ztvei Paare zu 
führen, deren Ebenen sich unter einem Winkel a schneiden, da 
dann der Übergang von je zweien zu je zweien im Verein mit V 
die gesuchte Erweiterung giebt 

Man macht {Figur 11) eine Strecke (h) der Schnittlinie beider 
Paar-Ebenen zum gemeinsamen Arme beider Paare, indem man 
diese verschiebt, und verwandelt Jeder Endpunkt der Strecke h ist 
dann der Ausgangs- Punkt je zweier Strecken pi , p2 und p\ , p^2y 
welche auf h senkrecht stehen. Diese liefern zwei resultierende 

Strecken (r, r') von gleicher 
Länge und entgegengesetzter 
Richtung, welche auf h in deren 
Endpuräden senkrecM stehen und 
also ei/n Paar vom Arm h bilden. 
Die Ebenen der gegebenen Paare 
und des gefundenen Paares baden 
unter einander dieselben Winkel 
wie die Achsen-Momente {Normal- 
ien) derselben, welche den Strecken 
Pi , p2 und r beziehungsweise p\ , 
p\ und r^ nach irgend einem 
Verhältnisse q : 1 proportional 
U. sind. Das Summations - Dreieck, 
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welches aus den Achseii-Momenten gebildet werden kann, ist also 
dem Summations- Dreieck, welches am den Strecken gebildet wurde, 
ähnlich und siwar stehen die homologen Seiten beider Dreiecke auf 
einander senkrecht. Da der JjinlichkeitS'' Faktor hier q : 1 ist, so 
hat die Resultante in dem aus den Achsen -Momenten gebildeten 
Dreiecke den Wert q . r beziehungsweise q.r'. Dieselbe bestimmt 
somit das resultierende Paar nach Gröfse und Richtung. 

Da nun die Transformation eines Strecken-Systemes entweder 
auf eine Strecke oder auf ein Strecken-Paar oder auf eine 
Strecke nnd auf ein Strecken-Paar zurückgeführt werden kann, 
so scheinen sich in der That drei verscHedene Formen von 
Strecken-Systemen zu ergeben. Um hier zu entscheiden mufs 
man untersuchen, ob jene drei verschiedenen Formen auf einander 
zurückgeführt werden können oder nicht. 

J. JSi/ne Strecke und ein Strecken- Paar sind nie äquivalent, so- 
lange es sich um JEndliches handelt. 

Wenn die Strecke der Paar -Ebene parallel ist, so kann man 
sie durch eine entgegengesetzt gerichtete Strecke zu einem Paare 
ergänzen, welches dem gegebenen Paare äquivalent ist. Da beide 
Strecken in ihrer Verbindung das Paar ersetzen und die Hülfs- 
Strecke für sich nicht der yjNuW äquivalent ist, so kann die 
gegebene Strecke das gegebene Paar nicht ersetzen. 

Wenn die Strecke die Paar-Ebene schneidet, so kann man die- 
selbe in zwei Strecken zerlegen, von denen die eine der Paar- 
Ebene parallel ist und in Verbindung mit einer Hülfs- Strecke 
dem Paare äquivalent ist. Da diese Hülfs-Strecke allein der 
andern Komponente der gegebenen Strecke nicht äquivalent ist, 
da beide nicht auf derselben Graden liegen , so ist auch hier 
ein Ersatz ei/nes Paares durch ei/ne Strecke nicht möglich. 

Da für ein Paar eine im Unendlichen gelegene Besultante 

„NuU^ eintreten kann, so ist die Beschränkung auf Endliches geboten. 

II. Eine Strecke und ein Strecken- Paar sind nur dann in 

ei/ne Strecke transformierbar, wenn die Strecke der Ebene des 

Paares parallel ist. 

Da die Strecke nicht für sich der y,Null^ äquivalent sein kann, 
so ist die Transformation in ei/n Paar von vornherein ausge- 
schlossen. 

Bei Parallelität verwandelt man das Paar zunächst in ein 
anderes, das die gegebene Strecke zur Seite hat, und verschiebt 
das transformierte Paar so, da/s die eine Seite desselben die 
Strecke aufhebt, da/s also überhaupt nur ei/ne Strecke übrig 
bleibt. Diese, Strecke stimmt mit der ursprünglich gegebenen 
bis auf die Lage überein, so da/s diese in einer, der Paar-Ebene 
parallelen. Ebene parallel mit sich um die Breite des trans- 
formierten Paares verschoben erscheint. 

Schneidet die Strecke die Paar-Ebene, so kommt man bei jeder 
Transformation auf zwei windschiefe Strecken, welche wiederum 
zu einem Paare und zu einer Strecke zu/rückführen. 
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Demnach giebt es drei verschiedene Formen von Strecken- 
Systemen, welche als die elnfaehsten erscheinen und nieht in 
einander transformiert werden können. 
Kommt man auf eine Strecke und ein Paar, für wdche J^araTr 
lelität nachzuweisen ist, so hat man die JReduTdion noch nicht 
beendet. 

Obwohl im Vorangegangenen zugleich der Weg angedeutet 

ist, auf welchem die Transformation eines beliebigen Strecken- 

Systemes wirklich durchgeführt werden kann, so bedarf doch die 

Geometrie des Marses bei einheitlicher Entwicklung einer Methode, 

welche die Mafs-Zahlen der Lagen-Bestimmung neben den Mafs- 

Zahlen der Länge für eine solche Transformation verwendet. 

Die bisher gegebenen Konstruktionen, welche die Sache sehr gut 

veranschaulichen, können eine solche Methode bei Bechnungen 

nicht ersetzen. 

Diese Methode geht von folgender Überlegung aus : 
Wenn eine Strecke von der Länge 1 in ihrer Lage zu einem 
rechtwinkligen Koordinaten-Kreuze durch Angabe der Richtung 
(a, ß, y) und durch Angabe des Situations-Punktes (x, y, z) ge- 
geben ist, so ist dieselbe im allgemeinen äquivalent drei Strecken, 
welche in den Graden OX, OY und OZ liegen, und drei Paaren, 
welche in den Ebenen YOZ, ZOX und XOY gelegen sind. 

Die Strecken sind auf den Achsen der Gröfse und Richtung 
nach bestimmt durch die Ausdrücke: 

1 . cos a, 1 . cos ß, 1 . cos y. 
Die Paare sind in den Ebenen dem Momente und dem Sinne 
nach bestimmt durch die Ausdrücke: 

1 (y . cos Y — z . cos ß), 1 (z . cos a — x . cos y), 
1 (x . cos ß — y . cos a). 
Um dieses Theorem zu beweisen konstruiert man im Situations- 
Punkt der Strecken ein Koordinaten- System 0', dessen Achsen 
dem Kreuze parallel sind und zerlegt die Strecken nach den 
Achsen von 0' in die drei Strecken l^ =z l ,cosa, ly =1 , cos ß 
und lg = l . cos f. Fügt man jetzt innerhalb der Achsen von 
drei Strecken von derselben Länge und entgegengesetzter 
Bichtung hinzUj so entstehen drei Strecken-Paare und diese sind 
im Verein mit drei weiteren Strecken, welche man imnerhalb der 
Achsen von hinzuzufügen hat um den ersten Zusatz auf zu- 
heben, der gegebenen Strecke äquivalent. Die drei zuletzt be- 
zeichneten Strecken werden der Gröfse und Eichttmg nach durch 
lx=^l .cosoL, Zy = Z . C05 ß und lz=l.cosf gegeben. 

Die drei Strecken- Paare lassen sich nun folgendermaßen um- 
formen: 

Man fügt dem Systeme innerhalb der Graden DC\ CA' und 
AB* — man könnte statt dieser auch die Graden B'C, OA und 
J.' B benutzen — je zwei Strecken von entgegengesetzter Bichtung 
hinzu, deren Lä/ngen beziehungsweise l^t ly und h sind. 
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12. 

Je zwei Strecken, welche sa einem Paare zusammen- 
zafassen sind, tragen dieselbe Ziffer und zwar be- 
zeichnen die römischen Ziffern die Paare der Achsen- 
Ebenen, während die entsprechenden arabischen 
Ziffern die entsprechenden Paare der Parallel-Ebenen 

andeaten. 



In der Ebene YOZ 
{Figwr 12) liegt nur ein 
Faar^ dessen Seite ly und 
dessen Arm z ein Moment 
ly . z liefern, mährend in 
der Parallel - Ebene von 
YOZ ein Paar vom 
Momente h . y in Beehr 
nung zu bringen ist; beide 
Paare haben entgegenge- 
setzten Sinn, so dafs deren 
Vereinigung ± (Ip . z — 
h . y) giebt. Für die ande- 
ren Ebenen findet man 
ebenso beziehungsweise 
dz (lg . X — Ijp . z) und 

— (^« • y — ^1/ ' ^)- ^^ 
Bestimmung des Vorzei- 
chens erledigt sich durch 
die früher gemachte Bestim- 
mung, wenn man hinzufügt, 
da/s ein Achsen -Moment 
als positiv in Bechnung zu 
bringen ist, wenn es mit 
einer Koordinaten - Achse gleichgerichtet ist, dafs es aber als 
negativ angesehen werden soll, wenn es in seiner Bichtung der 
Bichtung einer Achse entgegengesetzt ist. Wenn man sich also 
in einer Achse auf der Koordinaten-Ebene stehend denkte so hat 
man in dieser den Drehungen im Sinne eines Uhrzeigers das 
positive Vorzeichen zu geben, wodurch sich auch die Vorzeichen 
für Ebenen, die den Koordinaten-Ebenen parallel sind, erledigen, 
wenn man dieselben in die Koordinaten - Ebenen verschoben denkt. 

Diese Überlegung entscheidet hier in allen drei Fällen für das 
positive Vorzeichen. 

Setzt man nun für 1^, ly und h die Werte l .cosa, l .cos^ 
und l.cosy ein , so erhält man für die drei {neben den drei 
Strecken) resultierenden Paare, den oben gegebenen Aufdruck. 

Wenn nun ein Strecken -System gegeben ist, so führt man 
für jede Strecke die eben bezeichnete Zerlegung aus, so dafs man 
bei n Strecken zu 3n Hülfsstrecken und 3n Hülfs-Paaren kommt, 
von denen immer n in einer Achse beziehungsweise in einer Achsen- 
Ebene gelegen sind. Indem man nun für jede Achse beziehungs- 
weise für jede Achsen-Ebene geometrische Addition eintreten läfst, 
gelangt man zu drei Strecken Lx, Ly und L^ und zu drei 
Paaren P,, Py und^P^. Für die Vereinigung jeder dieser Tripel 
gelten dann die früher gegebenen Formeln. 

Man findet die Länge (L) der resultierenden Strecke imd 
das Moment (P) des resultierenden Paares durch die Gleichungen : 
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L^4-L\ +L^ = L« und P\ + P«y + P», = P«. 
Die Lage (a, ß, y) der resultierenden Strecke und die Lage 
(X, |i, v) der resultierenden Paar- Achse findet man dagegen durch 
die Gleichungen: 
cos a cos ß cos y 1 , cos X cos ji cos v 1 



L. 



Px 



P. 



Dabei ist zu bemerken, da/s sowohl die Summen Lx, Ly und Lg, 

als auch die Summen Px, Pp und P» durch das resultierende 

Vorzeichen zugleich die Lage der Strecken und Paar-Achsen auf 

den Koordinaten' Achsen angeben^ da/s aber in den Formeln zur 

1 1 

Winkel-Bestimmung -j- und -p nur als Zahl zu gelten hat. 

Die resultierende Strecke ist durch (L; a, ß, y; 0) gegeben; 

sie darf nur in der durch gehenden Graden, auf welcher sie 

liegt, verschoben werden. 

Das resultierende Achsen-Moment ist durch (P; X, |jl, v; 0) 

gegeben, es darf in der durch gehenden Graden, auf welcher 

es liegt, und parallel mit dieser verschoben werden. 
Es hat ein gewisses Interesse, sich von der Annahme des be- 
stimmten Kreuzes frei zu machen, indem man die gegenseitige 
Lage der Strecke und des Strecken- Paares dadurch fixiert, da/s 
man die Grade, auf welcher die Strecke liegt, als gegeben an- 
nimmt und den Winkel w bestimmt, welchen die Paar- Achse mit 
dieser Graden bildet. 

Der Winkel zwischen Strecke und Achse ist gegeben durch: 
cosü) = cosa . cosX + cos ß . cos|i -|- cosy . cos v. 
Dabei ist w ein Winkel im ersten oder zweiten Quadranten, je 

nachdem sich cos ta > o oder cos ö) 
< ergiebt. 

Für (ö = 90^ ist die oben er- 
wähnte Bedüktion auf ei/ne Strecke 
möglich. 

Um diese Relationen nachzu- 
weisen, verschiebt man das Paar so, 
da/s seine Achse den Anfangs- 
Punkt erhalt und nimmt auf 
derselben einen beliebigen Punkt P 
an, während man auf der resul- 
tierenden Strecke einen beliebigen 
Punkt P' annimmt {Figur 13). 
Bezeichnet man OP mit p und 
OP* mit p', so ist: 

~PP'^ = p^^ p'^ --J2pp'.cos (I). 

Andrerseits ist PP^ Diagonale 

eines ParatUlepipeds, welches man 

gewinnt, wenn man durch P 

13. und P' Parallel 'Ebenen zu den 
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Achsen- Ebenen legt. Wenn die Punkte P und P' die Koordinaten 
X, y, £f und x\ yf^ z* haben, so sind die Kanten des Parallel- 
epipeds der Größe nach gegeben durch x* — ic, y' — y^ zf —z 
und man hat demnach: 

TP'^ = {x-' o^y + \y—y'Y + (-^ — ^Y 

= (iz;* + y* + ^') + (^'^ + ^'^ + -sr'2) — 2 ixx'^yy'-\-zz'). 
Setd man für x, y, z und x\ ^', z* die Werte p ,cosX, p . cos |i, 
p , cosv und p .cosoLy p . co5 ß, p . cos y ein, so erhält man: 

JPP'2 = p 2 (cos^X+cos'^ (1 + cos^y) + p'« (cosa*^ + cö^ß« + cosy'^) 

— -^ p p' {cos X cos a 4" <^os [l cos ^ -\' cos v cos y) 
= p^ + P'^ — '^ P P' (^ö5 X.cosa + C05 [Ji . CÖ5 ß + CÖ5 V . co^ y). 
Dte Vergleichung mit PP^^ = p« -|- p'2 — -5 p p' . C05 (ö Ke/fer^ 
(K6 gesuchte Formel. 

Die Transformation ist von der Lage des Eoordinaten- 

Erenzes in Bezug auf das gegebene Strecken-System abhängig. 

Man darf also zunächst nicht schliefsen, dafs sich die Form, 
welche man bei irgend einer Reduktion eines Strecken-Systems 
erhält, für dieses bei andern Reduktionen auch einstellen wird. 

Allgemein darf man behaupten, dafs die resultierende Strecke, 
welche durch geometrische Summation aller Strecken des Systems 
entstanden ist, stets dieselbe Länge und dieselbe Richtung haben 
wird, während ihre Lage durch bestimmt ist. 

Daraus folgt, dafs für alle Punkte der so gegebenen Graden, 
in welcher die Resultante verschoben werden darf, dieselbe Trans- 
formation gültig ist, dafs hingegen für andere Punkte Änderungen 
eintreten können. 

Es giebt demnach für jedes System ein Parallel-Strahlenbündel, 
dessen Richtung durch die resultierende Strecke des Systems ge- 
geben wird. Für verschiedene Strahlen desselben kann die Trans- 
formation eine andere sein, während für Punkte eines und des- 
selben Strahles dasselbe Ergebnis herauskommt. 

Geht man von einem Strahle S, für welchen die Transforma- 
tion (L, P) gilt, zu einem Strahle O'S' über, für welchen die 
Transformation (L', P') gilt, so ist L =■■ L'. Wenn man nun auf 
O'S' die Strecken + L und — L aufträgt, so bildet die Strecke 
L auf S mit der Strecke — L auf O'S' ein Paar, dessen Arm 
die Entfernung (s) der beiden Graden OS und O'S' ist. 

Demnach ist bei geometrischer Addition: 

P' = P + L . s. 

Die Achse des ergänzenden Paares L . s steht auf der Ebene 
von OS und O'S' senkrecht. Bildet man nun für alle von OS 
um s entfernten Strahlen O'S' die Transformation, so fuDen die 
beziehungsweise ergänzenden Achsen-Momente in eine Kreisfläche 
aus, welche auf S senkrecht steht, während das gegebene Achsen- 
Moment (P) mit OS den Winkel w bildet. 

Die verschiedenen Resultanten aus P und L . s bilden einen 
Kegel, welcher seine Spitze in hat. 
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Es fragt sich, ob jemals irgend eine Seite eines solchen 
Kegels mit OP zusammenfallen kann, d. h. ob es für irgend ein 
s ein resultierendes Paar giebt, dessen Ebene auf S normal steht. 

Wenn man durch das gegebene Achsen-Moment (P) und durch 
S eine Ebene legt, so steht dieselbe auf jener Kreisfläche senk- 
recht und deshalb mufs sie die Achse des fragUchen Paares auf- 
nehmen. Diese Ebene schneidet die Kreisfläche in zwei Strahlen Q 
und Q' von der Länge L . s. Soll nun die Resultante von P und 
OQ, beziehungsweise von P und OQ' in die Richtung OS fallen, 
so mufs die Projektion vonP auf Q.OQ' den Punkt Q, beziehungs- 
weise den Punkt Q' treffen, d. h. es mufs P.sinü) = L.s sein. 

P 
Es giebt also einen nnd nur einen Wert a = y- . sin w , 

für welchen die Transformation ein Strecken-Paar liefert, dessen 

Ebene senkrecht auf OS steht und zwar tritt dieses Ergebnis nur 

für einen Punkt des Kreises vom Radius a ein (Figur 14 a und 14 b). 

Man findet diesen Punkt Q, indem man die Kreisfläche, deren 




14 a. 



Radius o ist, durch ein Paar auf ein- 
ander senkrecht stehender Ebenen 
aus OS schneidet, von denen eine 
die Strecke P in sich aufnimmt. 
Unter den (4) so bestimmten Teil- 
Punkten der Peripherie hat man den- 
jenigen (Q) auszuwählen, welcher zur rechten Hand liegt, wenn 
man sich auf der Kreisfläche so stehend denkt, dafs die Richtung S 
vom Fufs zum Kopfe geht, und wenn man dabei die Richtung von P 
mit den Augen verfolgt. 

Die Parallele £22 zu OS, welche durch den so bestimmten 
Punkt Q geht, heifst die Central- Aehse des Systems. 
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Als Moment für die Central- Achse ergiebt sich : 

n = Hz Vy^'^hToj^ = db P , cos (ö 
und zwar gilt das obere Zeichen, da für w = ö resultieren mufs P = ü. 
Geht man von der Central- Achse aus, für welche die Transfor- 
mation L und n gilt, so ist für alle Strahlen im Abstände a von 
der Central-Achse 

P« = n« + (L.a)« und tangü) = ^-.a. 

Für jeden Punkt giebt die Transformation eines Strecken- 
systemes eine resultierende Strecke von unveränderlicher Länge (L) 
und unveränderlicher Eichtung (OS) imd aufserdem ein Strecken- 
Paar von veränderlichem Momente (r) und veränderlicher Achsen- 
Richtung (ü)). . 

Unter allen Graden, welche OS parallel sind, geniefst eine 
QU den Vorzug einer Central-Achse, weil sich die anderen 
Strahlen in gleichem Abstände um dieselbe auf Kreis -Cyünder- 
Flächen*) gruppieren, so zwar, dafs für jede Grade eines Cylin- 
ders P und (0 denselben Wert haben. 

Die Ebene des zur Central-Achse gehörigen Strecken-Paares 
steht auf dieser senkrecht. 

Wenn die Transformation für die Central-Achse die Werte L 
und n liefert, so erhält man für jede Grade eines Cylinders vom 
Radius a die Gleichungen: 

P» = n« + (L . a)« und tangco = ^ • <J. 

Aus diesen Formeln folgt: 

Das Moment für die Central-Achse ist das kleinste unter 
allen Momenten. 
Das Moment kann demnach für Jceine Achse verschwinden, wenn 
es nicht für die Centräl-Ächse verschwindet. 
Da die Natur eines Systems von den Werten L und 11 ab- 
hängt, so ergiebt sich folgende Einteilung: 

1) L = 0, n = 0. Das System ist für jede Transformation 
äquivalent Null. 

2) L = 0, n ^ 0. Das System ist für jede Transformation 
demselben faare 11 äquivalent. 

3) L ^ , n = 0. Das System ist für eine Grade, näm- 
lich für die Central-Achse einer auf dieser gelegenen 
Strecke äquivalent, während für alle anderen Graden aufser- 
dem Strecken-Paare auftreten, deren Achsen Normalen der 
Central-Achse sind. Das stimmt überein damit, dafs jede 
Strecke äquivalent ist einer Parallel-Strecke von gleicher 
Länge und einem Paare, dessen Ebene beide Strecken in 
sich aufnimmt. 

4) L ^ 0, n $ 0. Das System ist für jede Grade einer 



1) Ein Cylinder ist ein Kegel, deHsen Spitze ins Unendliche fallt. 
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Strecke und einem Paare oder auch zwei windschiefen 

Strecken äquivalent. 
Ad 1. Die Bedingung L = 0, H = weist surück auf 
Lx = Ly = Lg =^ und P^ = Py = Pg = 0, d. h,: die 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, da/s ein System 
äquivalent Null ist, sind, da/s die Projektionen des Polygons der 
Strecken und des Polygons der Achsen- Momente für die drei 
Achsen eines Koordinaienkreuzes verschwindetK 

Ad 2. Hier müssen die Projektionen des Strecken^ Polygons 
für die drei Achsen eines Koordinaten-Kreuzes verschwinden. 

Ad 3. Interessant ist der SpecialfaU des ParcdlehSystems. 

Wenn die gegebenen Strecken alle einander parallel sind, so 
kann man die Bichtung der Achse Z^ mit der einen der hier 
in Frage kommenden Bichtungen in Übereinstimmung bringen. 
Es resultiert eine Strecke, welche auf OZ gelegen ist und ein 
Paar, dessen Achse OZ unter rechtem Winkel schneidet, so da/s 
hier L und 11 in einer Ebene liegen. 

Wenn L nicht verschwindet, so gelangt man stets zu einer resul- 
tierenden Strecke , welche aus L und 11 entspringt (3). Wenn L 
verschwindet, so gelangt man stets zu einem resultierenden Paare 
[2)y das im besonderen (1) den Wert ^NuW haben kann. 

Zwei Parallel- Strecken Li und L^ von gleicher Bichtung ergd>en 
stets eine resultierende Strecke L, welche in der durch L^ und L2 
bestimmten Ebenen- Streifen liegt, dessen Begrenjsungs-Graden {Li 

und L2) parallel ist und denselben im Verhältnisse -j^ ^ß- 

Man findet i = i, + ^a« 

Für ungleiche Parallel- Strecken von entgegengesetzter Bichtung 
gilt Analoges, falls man Li und L2 geometrisch addiert, während 
gleiche Parallel- Strecken ein Strecken-Paar liefern. 

Der Beweis dieser Belationen folgt leicht, wenn man die Paral- 
lelen durch eine Grade schneidet und wenn man ferner in dieser 
zwei gleiche Strecken von entgegengesetzter Bichtung einführt. 

Dieselben Sätze weist man auch folgendermafsen nach: In Bezug 
auf ein dreiachsiges Kreuz ist die eine Bichtung des Systems 
durch die Kosinus — a, — b, — c ausdrückbar, wenn die andere 
Bichtung durch die Kosinus -{- a, + ft, + c gegeben ist. 

Aus La: == aSZ,, Ly = ftSZ,, L^ = cSZ,- folgt L = Uli und 
cos OL = zba, co5ß = dz6, cosy = ±c, d. h, die Besultante, 
welche die eine Bichtung des Systems hat, ist die algebraische 
Sumfne der Komponenten. 
Man findet ferner 
P^ = c^li.yi — büili.Zi, Py = a^li.Zi — c2Z,. rc,-, 

P^ = b^li,Xi — a^li,yi, 

J 1 . Lx Px -{- Ly Py "\- Lg Pg 

d. h, cosid = ' — TP — "^7 — P' 
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Wenn L von Null verschieden ist, folgt also cos(d = ö, d. h. 
(D = 90^. In diesem Falle, der z, B. für gleichgerichtete 
Strecken stets eintritt, läjst sich L und P 8u einer Strecke ver- 
einigen, d^renLa^e die Central- Achse des Systems bestimmt; man 
hat hier P = zu setzen. 

Auf der Central- Achse liegt ein merkwürdiger Punkt, welcher das 
Centrum des Parallel-Strecken-Systems genannt werden kann. 

Zerlegt man nämlich die Strecke L der Central- Achse, welche 
das ganze System ersetzt, im Situations-Punkte (5, yj, Q für eine 
Reduktion aus 0, so findet man 

P^ = c.L.ri — h.L ,^, Py = a,LX — c.i.?, 

Pz = b . L .^ — a.L.7). 

Vergleicht man diese Werte von Px , Py, Pz mit ihrer früheren 
Darstellung, so sieht man, da/s z. B. 

c.L.ri — b . L.i^ = cSZ,. y,- — b^li.Zi 
für jeden Punkt (§, rj, Q der Central-Achse erfüllt sein mufs 
und dafs man dieser Forderung im besonderen durch den Punkt 

^■~ L ' '^ " L ' ^ ~ L 
Genüge leisten kann. 

Di^ Lage dieser Punkte (?', >]', C) hängt nicht von a, b, c ab: sie 
bleibt dieselbe^ so lange k . . In ttnd {or>i, yi, Zi) . . (ic„, y», Zn) 
dieselben Werte haben, d. h. man kann die Strecken des Systems 
um ihre Zerlegungs-Punkte drehen, ohne dadurch die Lage des 
Centrums zu ändern, falls nur die Strecken stets unter sich paral- 
lel bleuen. 

Da die Zerlegungs-Punkte auf den Graden, aus denen die 
Strecken ausgeschnitten sind, willkürlich gewählt werden können, 
so gelangt man zu dem Satze: 

Die CentralrAchsen {Resultanten) aller ParaUel-Strecken-Systeme, 
deren Elemente durch beliebige ^ im Gebiete der mechanischen 
Addition erlaubte, Verschiebungen und durch ei/ne Drehung der 
oben bestimmten Art in einander übergeführt werden können, 
schneiden sich in einem Punkte, der für jedes System als Centrum 
zu bezeichnen ist. 

Die Existenz des Centrums kann man au^h nachweisen ohne 
sich der Bechnung zu bedienen, indem man folgenden Satz benutzt: 

Wenn^wei Strecken- Systeme, deren jedes sich auf eine Strecke 
reducieren läfst, durch ei/n, drittes System von gleicher Beschaffen- 
heit ersetzbar sind, so schneiden sich die Besultanten der drei 
Systeme in einem Punkte *). 

Dieser Satz ist eine Folgerung aus der Thatsache, da/s zwei 
unttdschiefe Grade niemals ei/ner dritten äquivalent sind. 

Ad 2 und 3. Ein ebenes System, welches sich nicht auf Null 
reduziert, ist entweder einer Strecke oder einem Paar äquivalent. 



1) Diese einfachen Beziehungen scheinen bisher nicht bemerkt worden ; \ 



I j 



zu sein. 

Weraicke, 8 
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Wenn bei einer BeduMion eine Strecke und ein Paar gewannen 
wirdy so kann man zunächst die eine Strecke des Faares und die 
resultierende Strecke vereinigen^ um dann noch die neu gewonnene 
Besultante mit der anderen Strecke des Faares misammensiusetisen. 

Ad 4. Ein solches System 
kann auf unendlich viele Weisen 
durch zwei sich kreuzende Strecken 
dargestellt werden. Verbindet man 
die 4 Endpunkte zweier solcher 
Strecken durch i Grade, so ent- 
steht ein Te^traeder, welches für 
jedes System von konsta/nter 




Größe 



l^L.Tl\ ist. 



15. 



Diesen Satz von Chasles be- 
weist man so: Wenn MN die 
Ebene eines Paares vom Achsen- 
Momente P isty so kann man die 
eine Seite BQ desselben (Figur 15) 
mit L zu BT zusammensetzen. 
Die Pyramide aus BT und B^Qf hat die Höhe L . cos^^ und 
die Grundfläche /\ BB'Q^^ so da/s ihr Volumen 

i.L.cosfb.ir(J2/\BB'Q') = ^ L. P.cosfb =: ~ L.Jl ist. 
3 2 ^ ' b 6 

Die Gesamtheit der Paare von unndschiefen Strecken, welche 
ein solches Strecken- System ersetzen, hat eine Beihe merk- 
würdiger Eigenschaften. 

Führt man für alle Funkte einer beliebigen Ebene e die Trans- 
formation aus, so findet man hier stets einen und nur einen 
Funkt (£), in welchem das Achsen-Moment der Transformation 
auf der Ebene senkrecht steht, während ja andererseits die Trans- 
formation für einen beliebigen Funkt {E') ei/ne u/nd nur ei/ne 
zugehörige Paar-Ebene (e') liefert. 

Es entsprechen sich also hier Ebenen und Funkte in völlig 
eindeutiger Weise, eine Zusammengehörigkeit, welche man durch 
die Wort- Verbindungen Pol und Polar-Ebene ausdrücken kann. 

Unter zwei reciproken räunüichen Systemen versteht man zwei 
räumliche Systeme , in welchen jedem Funkte des einen eine und 
nur eine Ebene des andern und jeder Ebene des einen ein und 
nur ein Funkt des andern zugeordnet werden kann. 

Das Strecken-System stellt den denkbar einfachsten Fall vor^ 
weil hier die zusammengehörigen Elemente in einander liegen; 
man nennt ein solches System ein JVull- System (Möbius) oder 
ein Polar-System. 



* 



* 



« 
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' Für das Studium dieser Verhältnisse mag außer auf Mö hius,Die 
Elemente der Mechanik des Himmels {1843), verwiesen werden auf: 
Grafsmann, Lineale Ausdehnungslehre {1843 und 1862), 
Beye, Geometrie der Lage, Salmon, Analytische Geometrie des 
Baumes, Unverisagt,Quaternionen{1876), Kummer, Strecken- 
Systeme {Grelle, Bd. 57), 

V&n Werken ausländischen Textes seien erwähnt: 
Hamilton, Lectures on Quatemions und Elements ofQuater- 
nions, Kelland and Tait, Introduction to Quaternions, Che- 
Uni, Arbeiten in den mem, delV Academia di Bologna, Hamih 
ton, Optic {Transactions of the B. Irish Academy). 

3. Die Momente der Punkt-Systeme und 
die Dreliungs-Momente. 

§. 1. Allgemeine Theorie der Momente. 

Bisher wurden nur homogene Gebilde vorausgesetzt, d. h. Ge- 
bilde, in denen alle Punkte von gleichem Werte angenommen wurden. 

Jetzt soll von der Verallgemeinerung Gebrauch gemacht wer- 
den, wonach jedem Punkte ein bestimmter Koefficient seines 
Wertes zugeordnet werden kann, so dafs homogene Gebilde nur 
als Specialfälle heterogener Gebilde auftreten können. 

Unter dem Moment eines Punktes versteht man eine Strecke 
von bestimmter Lage, deren Länge das Produkt aus dem Werte 
des Punktes (P) in irgend eineV Potenz der Mafs-Zahl seines Ab- 
standes von einem andern Punkte (Q) ist. Im Hinblick auf den Expo- 
nenten der Potenz unterscheidet man Momente Iten, 2ten etc. Grades. 

Wenn mehrere Punkte (P, , P2 ... Pn) vorhanden sind, so 
werden in Bezug auf die Lage der zugehörigen (Qi, Q2 . • . Qn) 
mannigfache Festsetzungen möglich sein. 

Wenn diese Punkte (Q, , Qo . . Qn) in einen Punkt (Q) zusam- 
menfallen, so handelt es sich um die Momente von Punkten (P, , Pq . . P,,) 
für denselben Punkt Q, welcher dann ;,PoP genannt wird. 

Wenn diese Punkte *(Qi ? Q2 . • Qu) auf einer bestimmten Linie 
angenommen werden müssen, so handelt es sich um die Momente 
von Punkten (P, , P« . . . Pn) in Bezug auf eine bestimmte Linie. 
Hier wird der Specialfall der graden Linie von beson- 
derer Wichtigkeit sein. 

Wenn diese Punkte (Qi, Q« . . . Q„) auf einer bestimmten 
Fläche angenommen werden müssen, so handelt es sich um die 
Momente von Punkten (Pj, Pj . . . P«) in Bezug auf eine be- 
stimmte Fläche. 

Hier wird der Specialfall der Ebene von besonderer Einr 

fachheit sein. 

Unter dem Moment eines Punkt- Aggregates versteht man 
die Summe der Momente seiner Punkte : für die Lage dieser Summe 
können bestimmte Bedingungen vorgeschrieben werden. 

8* 
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Je nachdem nun die Momentenbildung in Bezug auf einen 
Punkt oder eine Linie oder eine Fläche zu erfolgen hat, unterscheidet 
man drei verschiedene Arten des Momentes von Punkt-Systemen. 

Es genügt im allgemeinen Punkt, Grade und Ebene auszuwählen. 

Im Hinblick auf diese Festsetzung unterscheidet man polare^ 
llneale und planare Momente ersten^ zweiten etc. Grades. 

Bezeichnet man irgend einen Punkt aus der Reihe P, , P2 . . Pn 
mit Pi und ordnet man ihm femer den Wert-Koefficienten mi zu, 
so ist bei einem Momente pten Grades der Teil, welcher von Pi 
abhängt, der Länge und Lage nach gegeben durch eine Strecke 

von der Mafs-Zahl mj . Q, Pi ^ und der Lage von Qi Pi , falls Qi den 

Punkt bezeichnet, dessen Entfernung von P| gemessen werden soll. 

Bei den polaren Momenten fallen alle Punkte Qi in einen 

Punkt Q zusammen, so dafs man hier als Summanden für das 

Gesamt-Moment mi . Q Pi ^ anzusehen hat. um dieses der Gröfse 
und Lage nach zu bestimmen, verfährt man so: Man zieht vonQ 
aus durch alle Punkte Pi Strahlen und trägt auf ihnen von Q aus 

Strecken auf, deren Längen die Mafs-Zahl von mj.QPi^ haben 
und deren Richtung endgültig (es ist nach Auswahl zwischen zwei 
grade entgegengesetzten Richtungen) dadurch bestimmt wird, dafs 
bei positivem mi die Richtung QPi, bei negativem mi dagegen 
die Richtung Pi Q in Rechnung zu bringen ist. 

Die geometrische Summe QR dieser Strecken bezeichnet in 
bestimmter Lage das polare Moment des Systems: sie mufs Q 
als Ausgangs-Punkt behalten. 

Für das polare Moment ersten Grades existiert ein merkwürdiger 
Punkt, welcher Polar-Punkt ersten Grades oder auch schlechthin 
Polar -Punkt*) genannt werden soll: Ein Punkt M auf QR, für 

n i Mii 

welchen QM. 2 mi = QR = S mi . QPi ist, hat nämlich für jeden 

i=l i.l 

Punkt Q dieselbe Lage in Bezug auf das gegebene Punkt-System. 
Die Lage des Punktes M, welcher bei gewissen Punkt-Systemen 
f^SchweV'Punkt^^ hei/st, hängt nur von den Wert-Koefficienten 
und der gegenseitigen Lage der gegebenen Punkte ab. 

Man beweist dies durch folgende Überlegung: Für einen anderri 
Punkt Q' hätte man Q'M .H m, = Q" ü' = S m, . Q' Pi , während 
aufserdem bei geometrischer Addition Q' P,= Q' ^ -f- ö -R ist. 
Daraus folgt 

(3'Jf' .Sm,=Sm,((2'(2+ QPi) = Q'Q.^mi+ ^mi.QPi = 
Q'Q.Sm, -f QM.I^mi, d. h. Q' M = Q' Q -)- QM, 

Es fallen also M und M auf einander. 



n 



Wenn man nun dem Punkte M den Koefficienten S mi giebt, so 



i wm\ 



ist das Moment von M dem Momente des Punkt-Systems gleich, d. h. : 
Giebt man dem Polar-Punkte ersten Grades (M) die Summe 

1) Da hier nur Polar-Punkte ersten Ghrades in Frage kommen werden. 
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der Koefficienten aller Punkte des Systems als Koefficienten, so ist 
für jeden Punkt das polare Moment ersten Grades des Systems 
durch das polare Moment ersten Grades von M ersetzbar. 

Für polare Momente höherer Grade gelten ähnliche Sätze, bei 
denen übrigens der Polar-Punkt ersten Grades stets eine grofse 
Rolle spielt. 

Hier soll noch das polare Moment zweiten Grades betrachtet 

werden : es ist S mi . QP^i zu bilden. 

Führt man dm Punkt M ein, so hat man in jedem Dreiecke 
MQPi gegeben: 

^2,. = MQ^ + Mf^i —2llQ . MPi,cosQMPi, 
Säist man MQ =^ JR, so folgt für alle Dreiecke: 

Jimi.Qpi = E'^.Jlmi + I^mi.MP'^i — J2Ri:mi.MPi.cosQPMi, 
Das letzte Glied verschwindet, weil jeder Summand die Projek- 
tion einer Strecke auf MQ darstellt und alle diese Strecken zu- 
sammen 0u einem Polygon gestaltet werden Icönnen, das sich in M 
schliefst, dessen Summe also Null ist. Danach hat man: 

Das polare Moment zweiten Grades eines Punkt-Systems für 
einen Punkt Q ist gleich dem (ein für alle Mal festzustellenden) 
polaren Momente zweiten Grades des Systems für den Punkt M, 
vermehrt um das polare Moment zweiten Grades des rmit den 
Koefficienten S mi behafteten) Punktes M für den Punkt Q. 

Das Minimum des Momentes tritt für den Punkt M ein. Für edle 
Punkte einer Kugel- Oberfläche (R) hat das Moment denselben Wert. 

Wenn man die Momentbildung nicht för einen Punkt Q, son- 
dern für Punkte einer Kurve eintreten läfst, so gelangt man zur 
zweiten Klasse der Momente, aus der nur die Momente für grade 
Linien, die linealen Momente^ ausgewählt werden sollen. 

Der Abstand je zweier Pimkte Pi und Qi wird hier bestimmt als 
Abstand des Punktes Pi von eiuer Graden, welche man Achse neimt. 



n 



Das lineale Moment ersten Grades hat die Form 2! mi . di , 

falls man den Abstand des Punktes Pi von der Achse durch di be- 
zeichnet. 

Von hoher Bedeutung ist das lineale Moment zweiten 
Grades, welches nach dem Vorgange Eulers Trägheits-Moment 

n 

genannt wird. Es hat die Form 23 mi . d^i. 

Wenn dasselbe für eine Achse den Wert 2 mi . d^i hat, so hat 
es für eine Parallel- Achse (d'i) in der Entfernung a den Wert: 

Smi.d'^i =Smi.d2, + a^Smi — 2 aSmidiCOs(o, d,). 

Dieser Ausdruck erhält seinen einfachsten Wert, wenn man 
von einer Achse ausgeht, welche durch den Polar-Punkt geht, weil 
dann wieder der letzte Summand verschwindet Nennt man das 
Trägheits-Moment für eine Achse (a, ß, y) durch diesen Punkt 
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T« ^, y> 80 gilt für jede Parallel -Achse im Abstände a die Be- 
zieimng : 

T'a, ß, y = T„ß^ y + a» . S mi. 
Macht man nun einen Punkt einer solchen Achse zum 
Anfangs-Punkt eines rechtwinkligen Kreuzes, so kann man unter 
hesonderen Umständen jedes Trägheits - Moment T'«, ß, y auf die 
Trägheits-Momente für drei bestimmte Koordinaten- Achsen zurück- 
fuhren. 

Wenn hier der Punkt Pi die Koordinaten Xi, yi, ßi hat, so ist: 
P,Q, = du = OPi.siniOPf, OQi). 
Bezeichnet man die Bichtung von Pi gegen die Achsen durch 
(a., ß/, r,), so ist: 

cos{OPi, OQi) = cosa.cosai + cos^,cos^i -{-cosy .cosft = 

Xi . C05 a + yi . C05 ß + ^i • cosy, 

\/x^i + V*» + ^V 
Daraus folgt sin^{OP!, OQi) = 1— cos'^iOPi, OQi) = 
x^i(l — cos'^a)-\-y'^i(l — cQ^^p)4-^^(J — cos^y)—J^XiyiCOsa ,cos^+ .... 

^'^i + y^ + ^^•• 

Ersetzt man nun 1 — cos'^a durch cos'^p + cos^y, 1 — cos^^ 
durch cos^a -f- cos'^^, 1 — cos'^y durch cos'^a + cos^ß, so findet 

man bei leicht verständlicher (5) AbMreung Pi Qi ' = d'^- = 
cos'^oL {y\ + 0'^i) + co52ß {z% -f- x^^ + CÖ5« Y (a;«f -|- y^) — 2 h. 

Man hat nun: 
T'a, ^, y = 2mi . d'2, = co82a . T'x + cos^ß . T'y + cos^Y • T'z 7 2A, 
falls man die Trägheits -Momente für die drei Achsen mit T'x, 
T'y und T'a bezeichnet. 

Die Bestandteile von A? d. h. die Gröfsen 

Dz = 2mi.Xi.yi, Dy = Smj.Xj.Zi, D, = Smi.yi.Zi, 
welche eigentümliche Momente zweiten Grades sind, kann man mit 
Bankine DeYiations-Momente nennen. 

Es giebt im Punkte ein nnd nur ein Koordinaten-Krenz^ 
für welches die DeTiations-Momente ^^Null^^ sind, es mag das 
System der drei Haupt- Achsen für den Punkt heifsen. 

Für die Haupt-Achsen erhält man: 

T' ^ ^, y = cos' a . T'x + cos^ß . T'y -J- cos« y . T',. 

Wählt man im besonderen die Haupt- Achsen des Polar-Punktes 
ersten Grades, so ist: 

T«, i?,y = cos«a.Tx + cos«ß.Ty4- cos^y.T,. 

Wenn inan also die Trägheits-Momente für die Haupt-Achsen 
des ausgezeichneten Punktes M, d. h. die Gröfse T», Ty, T» , kennt, 
so giebt die Formel 

T'«/^, y = a« . Smi +cos«a . T, 4- cos«ß . Ty + cos^yT. 
das Trägheits-Moment für jede Achse (a, ß, y) an, welche m der 
Entfernung a parallel zu der durch M gehenden Achse (a, ß, y) 
gezogen werden kann. 
Den Beweis für die Existenz der Haupt-Achsen liefert man so: 

Man lege durch ein Strahlenbündd und trage auf jedem 
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Strahle (a, ß, y) eine Länge OE db,- deren Mafs-Zanl der 
Quadrat -Wurzel des Trägheüs- Momentes für den betreffenden 
StraM umgekehrt proportional ist. Es entsteht auf diese Weise 
eine, zweifach unendliche Schar von Tunkten Ey welche eine be- 
stimmte Fläche ausfüllen. 

Bezeichnet man die Koordinaten von E mit 5> ^7 C> ^^ *^^ 
0^^ _L-^_5_^ _L.^ constans 

COSOL COSP COSy VT'a,ß,y 

Man hat Ta^ßjy = ^ — und gewinnt daher aus dem 

Ausdruck von Ta, /?, y für die Lagen von E die Bedingung: con- 
stans = 

Von einer solchen diophantischen Gleichung in ?, tj, !^ wei/s man 
dber, daß dieselbe stets auf die Form j* . Tj -f- ^^ • ^^ + J^ • ^s = 
constans gebracht werden kann und daraus ergibt sich eine bestimmte 
Ächsenlage, für welche D^^ Dy, Z), verschwinden. 

Setzt man nämlich 

so kann man die Gröfsen Pi , g,- , r,- so bestimmen, da/s die Glei- 
chung in ^, rj, ^ zu einer Gleichung in 5, ^, j von der ge* 
uninschten Form wird. 

Man hat in Uicht verständlicher {A, B, C) Abkürzung: 
f {p\ T. ^p\ Ty -\^P\ T.) + r {Q'i T. + 2^ Ty + q:\ T,) + 

\r\ T,^r\T ^r\T,)^ 2^^ .A + 2u.B + 2\ii.G= 

constans. 

Dabei sind die Grröfsen pi , q, , r, 50 zu bestimmen , da/s die 
Gleichungen A = 0, B = 0, C = erfiäli werden , eine For- 
derung , welcher sich stets auf mannigfache Weise genügen lä/st. 

Wenn man also die Funkte E der konstruierten Oberfläche 
durch die Koordinaten 5, b, 3 ausdrückt , d. h. wenn man ein 
Kreuz (5, \f, j) für deren Darstellung verwendet, so gelangt man 
zu jener einfacheren Form der diophantischen Gleichung. 

Hätte man von vornherein im Punkte ein Koordinaten- 
Kreuz (5, ^, j) benutzt, so würde man zu einer Bedingungs* 
Gleichung 

= constans. 
gekommen sein und hier müßte ') 

p\T,+p\Ty +p\T. = T, 
q\ Tx 4- q\ Ty 4- (l\ T, = T^} und 
r\ Ty + r\ T, = T, 



a 



r\ T, 




sein. 



1) Das erste Formel -Tripel stellt die Gröfsen pi, qi, ri als Cosinns der 
Winkel zwischen den alten and neuen Achsen dar. 
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Die Bedingung, da/s die Koordinaten- Ebenen von (j:, ^, j) ein- 
ander normal schneiden, führt dazu mit Hülfe dieser Gleichungen 
ei/n und nur ei/n Haupt-Achsen-Kreuz auszuscheiden. 

Das unterbestimmte GleichungS" System für E ist hier eine 
Gleichung zweiten Grades: sie bezeichnä eine Fläche, welche bei 
positiven Werten von Tx, Ty, Tz ein EUipsoid darstellt und dann 
das Cauchy-FoinsoV sehe EUipsoid oder auch das Trägheits- 
Ellipsoid genannt wird *). 

Für die linealen Momente höherer Grade existieren inter- 
essante Sätze, auf welche hier nicht eingegangen werden soll. 

Was nun die planaren Momente anlangt, so hängt die 
Theorie derselhen eng zusammen mit den polaren Momenten 
ersten und den linealen Momenten zweiten Grades. 

Bildet man hier für eine Ebene, welche als eine der Koordi- 
naten-Ebenen z. B. als Y Z eingeführt werden kann, das Moment 
ersten Grades, so gelangt man zu der Form S mi . X|. 

Bildet man für ein Koordinaten-Kreuz die drei Momente und 
setzt X . Smi = Smj . Xi , y , Smi == Smi . yi und z . Smi = Smi . Zi , 
so wird dadurch ein bestimmter Punkt (x, y, z) gegeben, welcher 
der Polar-Punkt ersten Grades ist. 

Legt man demnach das Kreuz durch den Polar-Punkt selbst, 
so mufs Smi . Xi = Smi . yi = Smi . Zj := sein. 
Bezeichnet man die Koordinaten von M mit x\ y*, z* , so vmrd 
für irgend einen Punkt Q, dessen Koordinaten ?, >), ^ sein 
mögen, der Polar-Punkt ersten Grades gefunden, indem man 
Sw,-. QPi=^ QBbildet undaufQ B die Sirecke QM. Sm,- = QB 
bestimmt. Die Projektionen der einzelnen Seiten des Summations- 
Polygons sind für die Achse X von der Form mi (xi — 5), 
während sich die Projektion des ganzen Polygons beziehungsweise 
seiner Schlufslinie QB = Q Jf . S m, für dieselbe Achse als 
{x^ — 5) Sw,- darstellt, so dafs man hat: 

S mi {Xi — g) = (ic' — Q^Sm, , d. h. Sm,- . Xi = a?'Sm/. 
Ebenso ist Sw,- . y, = y' . Sw/ und Sm» . Zi = z^ . Sw»-. 

Man hat also den Satz : Das planare Moment ersten 
Grades ist für jede durch den Polar-Pnnkt gelegte Ebene Nnll 
und für jede andere Ebene gleich dem bezüglichen Momente des 
Polar-Punktes in Bezug auf die Ebene. 

Eine solche Ebene, für welche sich das Moment annuliert, hei/st 
Schwer-JEbene, falls der Polar-Punkt ersten Grades als Schwer- 
Pufikt bezeichnet werden darf. Zwei Schwer-Ebenen schneiden 
sich in einer Schwer-Li/nie , d. ä. in einer Graden, welche 
den Schwer-Pu/nkt enthält. 
Das planare Moment zweiten Grades läfst sich für jede 



tr 



1) Dasselbe wurde von Canchy , Exercises de Mathdmatiqaes , tom. II, 
p. 93, 182y^ eingeführt und von Poinsot, Theorie nouvelle de la rotation des 
Corps, 1834, in hervorragender Weise verwendet. Über die Trägheits-Linien 
gewisser Oberflächen etc. vergl. W. 3. 
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Ebene aus den bezüglichen Momenten för die Ebenen eines recht- 
winkligen Kreuzes und aus den Deviations-Momenten für die ent- 
sprechenden Achsen herleiten. 

Wenn die Normale der Ebene die Richtung (a, ß, y) hat, so 
ist der Abstand eines Punktes P| von der Ebene in einem Koordi- 
naten-System , dessen Anfangs-Punkt in der gegebenen Ebene ge- 
legen ist: Pi Qi = Xi . cosa -"f- ji . cosß + z, . cosy. 
Die Normale Pi Qi hat als Seite des Dreiecks Pi Qi den Wert *) 

op cosiop PO) = oP ^>-^^^« + y»-^^ß + ^» -^^n 

= Xi .cosa -{- jfi . CÖ5 ß + ^i ' cosy. 

Demnach ist Smi.PiQ^i ^ 

cos^a Sm, . x«i + cos^ß Smi . y^j + cos^y Smi . z«i + 2 A- 
Bezeichnet man die planaren Momente zweiten Grades mit 
Px, Py, Pz, 80 hat man: 

P, + Py + Pz = Snii (x2, + yr + z2^)^ d. h. 

die Snmme der planaren Momente zweiten Orades für das 

Ebenen-Tripel eines rechtwinkligen Kreuzes ist gleich dem polaren 
Moment zweiten Grades für den Anfangspunkt und hat infolge 
dessen für jodöS Ebenen-Tripel mit demselben Anfangspunkt 
denselben Wert. 

Man hat femer: 
2(Px + Py + Pz) = 2Smi(x2, + y2, + z^0 = Tx + Ty + T,. 

Die Summe der Trägheits-Momente für das Ächsen-Tripel 
eines rechtwinkligen Kreuzes ist gleich dem doppelten polaren 
Momente zweiten Grades för den Anfangspunkt und hat infolge 
dessen für jedes Achsen -Tripel mit demselben Anfangspunkt 
denselben Wert. 

Endlich ist: 

P, + Py = T„ 
d. h. das Trägheits-Moment für eine Achse ist gleich der Summe der 
planaren Momente zweiten Grades für zwei in der Achse normal 
zu einander konstruierte Ebenen. 

Auch hier mag auf die Besprechung der Momente höheren 
Grades verzichtet werden. 

Alle diese Betrachtungen gelten zunächst für Punkt- Aggregate 
beziehungsweise für heterogene Pnnkt-Kontinna , in denen nur 
einzelne Punkte nicht den Koefficienten „Null^^ haben. 

Läfst man nun die Anzahl der Punkte im Aggregate mehr 
und mehr wachsen, oder läfst man, was dasselbe ist, im hetero- 
genen Punkt-Kontinuum mehr und mehr Koefficienten von Null 
verschieden werden, so gelten zunächst dieselben Schlüsse. 

Wenn die Strecken (ri), welche in den Momenten als Ab- 

1) Die folgende Formel begründet man ebenso wie die entsprechende anf 
Seite 118: die Diagonale OPi des Achsenparallelepipeds dnrcb Pi bildet mit den 

Achsen Winkel, deren Eosinas beziebnngsweise ^^-p- , ^^^j- , pr-^ sind. 
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stände yorkamen, alle endlich bleiben, so erreicht eine unter 
ihnen (beziehungsweise mehrere) ein bestimmtes Maximum, welches 
pi heifsen mag. Es ist also hier Smi . ri <:Smi . pi <:pi .2imi, 
d. h. ümi . ri bleibt endlich, solange ümi endlich bleibt. 

Wenn bei Beschränkung auf endliche Abstände ein Moment 
für unendlich viele Punkte noch Bedeutung haben soll, so mufs 
Smi endlich bleiben. 

Wenn die Glieder der Reihe der ri und wenn aufserdem D mi 
endlich bleibt, so ist Smi . ri, da es < pi.ümi bleibt, eine end- 
lidie Gröfee. 

Ob in anderen Fällen der Ausdruck Smi . ri noch eine Be- 
deutung behält, das läfst sich nicht allgemein bestimmen. 

Die gegebene Betrachtung gestattet die Momente der Punkt- 
Kontinua neben den Momenten der Punkt-Aggregate einzuführen. 
Entsprechende Rechnungen werden oft nur mit Hülfe des 
Infinitesimal' Kcdkiäs (Differential- und Integral- Rechnung) mög- 
lich sein, da es sich hier eumeist um Betrachtungen des Unendlich- 
Kleinen handelt. 

Wenn man stetige Systeme durch Grenz-Übergänge aus un- 
stetigen Systemen herleitet, so mufs man an der Vorstellung fest- 
halten, dafs gleiche Baumteile eines Kontinuums Aggregaten von 
gleicher Punkt-Zahl entsprechen. 
Im besonderen müssen für gleiche Strecken Reihen von gleicher 
Punkt-Zahl als erzeugende Aggregate eingeführt werden, so dafs 
man die Länge einer Strecke der Summe der hier zusammevir 
tretenden PunMe proportional setzen darf 

Ebenso entsprechen gleichen Flächen -Räumen Netze von 
gleicher Punkt-Zahl als erzeugende Aggregate, so dafs man 
den Inhalt einer Fläche der Suwi/me der hier zusammen- 
tretenden Punkte proportional setzen darf 

Analoges gilt für die dreifach ausgedehnten Kontinua, 

In allen Fällen hat man zu beachten, dafs die stetigen Systeme 
erst durch den Grenz- Übergang entstehen 

Diese Vorstellung begründet im Gebiete der homogenen Kon- 
tinua ohne weiteres das sogenannte Cavalleri'sche Princip, 
'welches folgendermafsen lautet: 

Zwei Körper haben gleiche Volumina, wenn in ihnen durch 
Ijedes Element eines ParaUel-Ebenen-Büschels Querschnitte von 
I gleichem Inhalte erzeugt werden. 

' Bekanntlich^) liefert man durch jenes Princip eine äufserst ein- 
fache und vollständig elementare Herleitung des Inhaltes einer 
VollrKugel, eines Kugel- Segments, einer Kugel-Zone etc. 

Im Gegensatz zu allen hier betrachteten Momenten spricht 
man in der Theorie der Strecken-Systeme von Momenten einer 



1) Vergl. z. B. Mehler- Sehellbach j Hauptsätze der Elementar- 
Mathematik, S. 148. 
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homogenen Strecke in Bezug auf einen Punkt oder in Bezug auf 

eine Achse. 

Wenn hier die homogene Strecke als FunM-Kontinuum ange- 
sehen wird, so sind diese Momente bereits definiert, da es sich 
dann in jedem Faile nur um das Moment eines speciellen Punkt- 
Systemes handelt. Biese Auffassung hat unter Umständen ihre 
Berechtigung und für solche Fälle mögen auch die eben gebrau^chten 
Namen, welche in das Gefüge der sonst gegebenen NomenMcdur 
wohl hineinpassen, ihre Stelle behalten. 

Diese Momente von Strecken sollen Drehungs-Momente ge- 
nannt werden, weil dieselben stets auf Strecken-Paare hinweisen, 
denen man ja einen Drehungs-Sinn beilegen durfte. 

Unter dem Drehungs-Moment einer Strecke in Bezug auf 
einen Punkt soll das Produkt aus der Strecke und dem Normal- 
Abstande des Punktes von derselben verstanden werden. Die 
Bichtung der Strecke giebt diesem Momente einen bestimmten 
Drehungs Sinn. 

Biese Momente sind Strecken -Paare, für welche der Breh- 
Punkt fixiert ist, d. h. sie sind Strecken- Paare mit einer Special- 
Bedingung. Für ihre Vereinigung und Zerlegung in demselben 
Punkte gilt demnach innerhalb eines Strecken- Systems im beson- 
deren, was im allgemeinen über Strecken Paare gesagt wurde. 

Bei der Beduktion eines Strecken- Systems für einen bestimmten 
Punkt ist das für resultierende Achsen- Moment gleich der 
Summe der Brehu/ngs-Momente aller Strecken in Bezug auf 0. 

unter dem Drehnngs-Moment einer Strecke in Bezug auf 
eine Grade (Achse) versteht man das Produkt aus dem kürzesten 
Abstand von Strecke und Achse und aus der Projektion der 
Strecke auf eine zur Achse normal gelegene Ebene. 
Zerlegt man eine Strecke l in einem Koordinaten- System parallel 
und senkrecht zur Z-Achse, so bestimmt die Ebene der Zerle- 
gung zugleich den kürzesten Abstand der Strecke von der 
Z-Achse. 

Bie Komponente, tvelche normal zur Z-Achse gelegen ist, 
bildet den einen, der Abstand dieser Komponente von der Z-Achse 
bildet den andern Faktor des gesuchten Brehimgs- Momentes, 
welches sich somit als Strecken-Paar darstellt. 

Gehört die Strecke einem Systeme an, für welches die mecha- 
nische Gleichheit gilt, so ist eine Zerlegung möglich, welche dem 
Momente eine geeignete BarsteUung zu geben gestattet 

Bezeichnet man die Komponenten der gegebenen Strecken (T) 
nach den drei Achsen mit 1^, lyy h , so stellen h und ly in ihrer 
Vereinigung die Komponente dar, welche normal zur Z-Achse ist. 
Fügt man in auf den Achsen X und Y die Strecken 
— la: und — ly hinzu, so bilden die beiden Paare (la-, — h) 
und Qy, ■— ly) in ihrer Vereinigung das gesuchte Brehungs- 
Momefd. 
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Für dieses findet man also den Wert x .ly — y *lxj faüs man 
die Koordinaten des Zerlegungs - Punktes von l mit x, y, js he- 
. zeichnet. 

Dieser Zerlegungs- Punkt darf auf der Strecke l wUlkürlich 
angenommen werden, wahrend natürlich der Wert des Momentes 
von dieser Wahl unabhimgig sein mufs. Für einen Punkt 
^') y') ^ gelangt man zu a/ .ly — y' . h und es muß daher 
x.ly — y .la: = xf .ly — y' .Ix oder ly (a? — r»') = ^* (^ "~ yO 

d. h. — ^^^^^^ — : = i^ sein: man bemerkt leicht, da/s diese Bela- 

y - y^ h 

tion stets erfüllt ist. 

Zerlegt man den Abstand der Strecke von der Z-Ächse in die 
beiden Komponenten ^ und yj, 50 entsprechen diese einem solchen 
x' und y% d. h. man hat im besonderen ^.ly — ri.lj. als Wert 
des DrehungS'Momentes gegeben. 

Für ein Strecken- System läßt sich bei der Reduktion für 
die Z'Komponente des Achsen-Momentes als Summe der Drehungs- 
Momente in Bezug auf die Z-Achse auffassen. 

Zum Schlüsse ist noch von dem Momente einer Strecke in 
Bezug auf eine Ebene zu sprechen. 

Dieses Moment steht zwischen der ersten und zweiten Klasse 
von Momenten, insofern zwar einerseits ein bestimmter Punkt 
der Strecke für die Abstands- Bestimmung mafsgebend ist und in- 
sofern doch andrerseits die Länge der Strecke als zweiter Faktor 
eingeführt werden mufs. 
Man kann dieses Moment zur ersten Klasse rechnen, indem man 
für die dort gebräuchlichen Pufikt-Koefftcienten die Maß- 
Zahlen von Lungen eingeführt denkt, man kann dieses Moment 
zur zweiten Klasse rechnen, indem man den Abstand der Strecke 
durch die Entfernung eines ihrer Punkte zu ersetzen gestattet. 

Unter dem Momente einer Strecke in Bezug auf eine Ebene 
versteht man das Produkt aus der Länge der Strecke in den Ab- 
stand eines ihrer Punkte. 
Dabei ist die Strecke nach Länge und Lage völlig bestimmt zu 
denken, d. h. es gilt für zwei Strecken weder die arithmetische 
noch die geometrische noch endlich die mechanische Form der 
Gleichheit. 

Dieses Moment bedarf zu seiner Bestimmung stets einer 
Angabe über den Punkt der Strecke, welcher gewählt werden soll : 
hier mag ein für alle Mal der Anfangs-Punkt der Strecke aus- 
gezeichnet werden. 

Für ein Parallel-Strecken-System gilt im Hinblick auf diese 
Momente folgender Satz: 

In Bezug auf eine beliebige Ebene ist das Moment der 
Resultante gleich der algebraischen Summe der einzelnen Mo- 
mente. 
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Dabei sind die Abstände dller Anfa/ngs-Furikte für die 

eine Seite der Ebene mit dem Zeichen + w*wi für die andere 
Seite der Ebene mit dem Zeichen — in Bechnung zu bringen. 

Aufserdem sind die Lungen der einzelnen Strecken mit dem 
Zeichen -[" oder mit dem Zeichen — einzuführen^ je nachdem 
sie die eine oder die andere von den beiden hier möglichen 
Richtungen haben. 

In Beztig auf diese Zeichen bedarf es einer ursprünglichen 
Festsetzung j welche übrigens auch für die Resultante bindend ist. 

Es bedarf wohl kaum der Bemerkung^ da/s die Resultante 
hier auch in Bezug auf ihren Anfangs -Punkt bestimmt zu 
denken ist, dagegen mufs betont werden, da/s es sich hier im ail- 
gemeinen nicht um ein Strecken-System handelt, welches überhaupt 
durch mechanische Addition reduciert werden könnte. 

Um den Beweis des Satzes zu liefern, schliefst man von zwei 
Strecken auf je zwei und betrachtet zunächst zwei Strecken, 
deren Anfangs-Punkte auf derselben und dann zwei Strecken, 
deren Anfangs-Punkte auf entgegengesetzter Seite der Ebene ge- 
legen sind. 

Ben letzteren Fall reduciert man auf den ersteren, indem man 
die Ebene parallel mit sich verschiebt, so da/s alle Abstände um 
dieselbe Länge (algebraisch) zunehmen. Innerhalb jedes der 
beiden Falle ist zu unterscheiden, ob gleich gerichtete oder ob ent- 
gegengesetzt gerichtete Komponenten v(yrliegen, 

%. 2. Der Schwer-Pnnkt. 

Wenn die Koefficienten eines Punkt-Systems alle von gleichem 
Zeichen sind, so erhält der Polar-Punkt ersten Grades, dem dabei 
ein fär alle Mal der Koefficient S mi zugeordnet werden mufs, den 
Namen Schwer-Punkt. 

Wenn man einen physikalischen Körper als ein Punkt-KorUinuum 
auffaßt, so darf man der Größe Sw, die Bedeidung der Masse 
geben und in diesem Falle sind alle mi positiv. Der Polar- Punkt 
ersten Grades ist dann der Punkte in welchem der schwere 
Körper unterstützt werden muß, um nicht zu fallen. 

Es handelt sich bei dieser Festsetzung (S m,- = Masse) nur um 
eine specieUe Deutung gewisser allgemeiner Satze, 

Die Besti/mmung des Schwer - Punktes ist durchaus 
ein geometrisches Problem, 

Im besonderen ist der Polar-Punkt ersten Grades für homo- 
gene Systeme stets als Schwer-Punkt zu bezeichnen. 

Die Lage des Polar-Punktes ersten Grades in Bezug auf ein 
Koordinaten-Kreuz bestimmt sich bei Punkt-Aggregaten (S. 120) 
durch die Formeln: 

__ SmiXi Smi.yi Smi.Zi 
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Die Lage des Schwer-Pnnktes für ein homogenes System 
aus n Punkten ergiebt sich im besonderen als: 

Sxi Sy, Szi 

n ' •^ n ' n 

Man hat 2fn,-.a;, = mt^Xi und Sw, = n.W/. 

Die Formeln müssen für Punkt- Kontinua umgestcUtet werden^ 
da es sich hier um unendlich viele Summanden handelt 

Die Umgestaltung geschieht im allgemeinen mit Hülfe des Infi- 
nitesimal- Kalküls {der Differential' und Integral- Rechnung) ^ sie 
läfst sich aber im besonderen auch ohne die dort gegebene Art der 
Betrachtung durchführen. 

Es giebt für Punkt- Aggregate eine Reihe von Sätzen über die 
Lage des Polar-Punktes ersten Grades, welche für den Schwer- 
punkt natürlich im besonderen gelten. 

1. Die Projektion des Schwer-Pnnktes eines Punkt-Systems 
ist zugleich der Schwer-Pnnkt der Projektion des Punkt^Systems. 

Dabei ist wiederum vorausgesetzt, da/s die Projektion eines Punktes 
Pi den Koeffidenten W/ des Punktes hat. 

Der SatZy welcher für rechtwtVcUge und schiefwinklige Pro- 
jektionen gilt, wie unmittelbar zu ersehen ist, läfst eine Reihe von 
Feigerungen zu: Projiciert man z. B. eine Ebene als Grade und 
eine Grade als Punkt, so folgt nach obigem Satze, da/s jedes Ge- 
bilde in der Ebene, beziehungsweise in der Graden einen Schwer- 
punkt hat, welcher innerhalb der Ebene, beziehungsweise inner- 
halb der Graden gelegen ist. 

2. Der Schwer-Punkt eines Systems, das in mehrere üntfer- 
Systeme zerfällt, ist zugleich der Schwer-Punkt der Schwer-Punkte 
dieser Unter-Systeme. 

Über die Zuordnung der Koeffidenten kann kein Zweifel ob- 
walten, da der Schwer-Punkt ein für alle Mal mit Sw,- behaftet 
gedacht wird. 

Der Beweis des Satzes ergiebt sich unmittelbar durch Bildung 
der planaren Momente ersten Grades. 

3. Jede Symmetrie-, im besonderen jede Diametral - Ebene 
eines Punkt-Systems ist für dasselbe Schwer-Ebene, jede Symme- 
trie-, im besonderen jede Diametral-Achse ist für dasselbe Schwer- 
Linie und ein Symmetrie- oder Diametral-Punkt ist für dasselbe 
Schwerpunkt. 

Wenn sich alle Punkte des Systems in Paare von gleichen 
Koeffhcienten zerlegen lassen, wie es z. B. bei homogenen Gebilden 
stets der Fall ist, so kann Symmetrie eintreten. 

Wenn die Mittel- Punkte der Verbindungs- Graden aller Punkt- 
Paare von gleichen Koeffizienten in einer Ebene liegen, so wird 
dieselbe eine Symmetrie -Ebene genannt^). Wenn dabei die Ver- 



l) Gewöhnlich nennt man Symmetrie-Ebene, was hier Normal-Diametral- 
Ebene genannt wird, während man. dennoch mit der. hier gegebenen Definition 
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bindungS' Graden alle einander parallel sind, so spricht man im 
besonderen von einer Diametral' Ebene, die auch einmal als Normal' 
Dtamet/ral-Ebene auftreten kann. 

Wenn jene Mittelpunkte alle auf einer Graden liegen, so wird 
dieselbe eine, Symmetrie-Achse genannt. 

Wenn dabei die Verbindungs-Graden innerhalb jeder, durch 
die Achse gelegten, Ebene einander parallel sind, so spricht man 
im besonderen von einer Biametral-Achse {Durchmesser), die ge- 
legentlich auch einmal als Normal -Diamentral- Achse auftreten 
kann. 

Wenn jene Mittelpunkte aUe in einen Punkt zusammenfallen, 
so wird derselbe Symmetrie- oder Diametral- Punkt {Mittelpunkt) 
genannt. 

Der Beweis der Sätze, welche diese Definitionen benutzen, ist 
äujserst einfach. 

Im ersten Falle bildet man für die Symmetrie-Ebene, die man 
als YZ-Ebene eines Kreuzes einführen kann, die Summe ^mt . x,-, 
welche sich annulliert. 

Im zweiten Falle legt man durch die Achse eine Ebene. Für 
alle Punkte innerhalb dieser ist eine zweite, senkrecht dazu durch 
die Achse gelegte Ebene, eine Symmetrie-Ebene. Wiederholt man 
diese Konstruktion, so stellt sich die Achse als Schnittlinie von 
Symmetrie-Ebenen dar und muß also den Schwerpunkt enthalten. 
Liegt ein ebenes System vor, bei welchem die Konstruktion nicht 
wiederholt werden ka/nn, so benutzt man den Satz von der PrO" 
jektion des Schwerpunktes, um zu demselben Ergebnis zu ge- 
langen. 

Im dritten Falle schliefst man ähnlich wie im zweiten. 

Diese Sätze gelten auch für Punkt-Kontinua, so lange in diesem 
S mi einen endlichen Wert hat. 

Denkt man die Kontinua vermittelst eines Grenz-Uberganges 
aus Aggregaten (durch Einschaltung von Zwischen-Punkten) ent- 
standen, so mufs man, wie schon erwähnt wurde, an der Vor- 
steUung festhalten, dafs gleiche Raumteile eines Eontinuums Aggre- 
gaten von gleicher Punkt-Zahl entsprechen. 

Zm besonderen hat man gleiche Baumteile eines homogenen Kon- 
tinuums aus homogenen Aggregaten von gleicher Punkt-Zahl ent- 
standen zu denken. 

Die erwähnten (drei) Sätze gestatten des öfteren ohne weiteres 
den Schwerpunkt für ein Kontinuum zu bestimmen, während man 
dazu im allgemeinen einen Grenz -Übergang durchführen mufs. 
Als Beispiel für einen seichen Grenz- Übergang soll folgende 
Aufgabe behandelt werden: Es ist der Schwerpunkt einer hetero- 
genen Strecke AB zu bestimmen, in welcher jeder Punkt einen 

der Symmetrie-Achse in Übereinstimmung ist. Dieser Inkonsequenz soHte hier 
entgangen werden. 
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KoefßciefUen hat, der seinem Abstände von dem einen Endpunkte 
A der Strecke proportional (Je) ist. 

Teüt man die Strecke AB, deren Länge l heißen mag, durch 
die Funkte Pi , Pg • • • -Pn — i *w n Teile von gleicher Länge 

— , so gelangt man zu dem Aggregate A, Pi, P2 . . . Pn — 2, Pn - 1, B. 
n 

Setzt man A Pi = Xi , wobei B als Pn aufzufassen ist, so findet 

man für dieses Aggregat den Abstand (AS) des Schwerpunktes 

S durch die Formel 

-VI = AS. 

24 mi 

l kl 

Man hat mi =^ k . Xi und Xt = i . — , so da/s mt = i . — 



und miXi = i^ .ki — ) resultiert. 



Demnach ist: 

i + 44-?+^ l ^ n{n + l){:2n + l) l^2^.(^.l\ 
i + ^+5 + ..n'n 3n(n + l) 'n 3 \'^ J2n)' 

Setzt man nun der Reihe nach n = J2m, 4m, 8m . . . ., so 
schaltet man immer zwischen je zwei Punkten einer Teilung je 
einen Punkt ein und gelangt so zu einer neuen Teilung, für welche 
da^seüce gilt etc. 
An der Grenze, d. h. für w = oo findet man 

d. h. der Schwerpunkt der heterogenen Strecke AB ist von A um 

2 

— der Länge AB entfernt: 

o 

Wenn die Koefficienten der Punkte von AB nicht den Ab- 
stä/nden, sondern deren Qtuidraien proportional sind, so hat man 

zunächst : 



n 

l + 4-\-9-{'..n'n~^J2^'j2n + l^ ^"1 7T~T 



.^ i + 5+^7+..n» l 3, n + 1 3, 

-0.0= — — -, — z — i — - — -, . — = -TT ^ • -;: : — r= — r l 



2h 



An der Grenze, d. h. für w = oo findet man 

AS = ~l 
4 

Wendet man dieselbe Betrachtung ') auf eine homogene Grade an, 
so findet man AS =^ — l. 

Die Mittelpunkte einer homogenen Strecke, einer homogenen 
Kreislinie, einer homogenen Kreisfläche, einer homogenen Kngel- 



1) Yergl. hieza Phoronomie des Punktes, A, §. 2. 
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Oberfläche, eines homogenen KugelYolnmens etc. sind zugleich 
Symmetrie - Punkte und demnach die Schwerpunkte dieser Ge- 
bilde. 

Wenn man durch den Diagonal-Punkt eines homogenen Paral- 
lelogramms Parallelen zu den Seiten zieht, so sind diese sowohl für 
die Begrenzung als auch für die Fläche Synametrie- Achsen, d. h. 
der Diagonal-Punkt ist in beiden Fällen Schwerpunkt. 
Analoges gilt für das homogene Parallelepiped. 
Die Bestimmungen der Schwerpunkte des homogenen Dreiecks- 
Umfanges und der homogenen Dreiecks-Fläche erfordern gesonderte 
Betrachtungen. 

Die Mittellinien des Dreiecks sind für die Fläche desselben 
Symmetrie- Achsen, so dafs also der Schnittpunkt derselben zugleich 
der Schwerpunkt der Fläche wird. 

Eine ähnliche Überlegung ist für den Umfang des Dreiecks 
nicht statthaft. 

JEs könnte zunächst scheinen, dafs eine Mittellinie auch für den 
Umfang Symmetrie-Achse ist, weil jede Parallele zur zugehörigen 
Seite van der Mittellinie in einem Punkte geschnitten wird, der 
von ihren Schnittpunkten mit den beiden andern Seiten gleiche Ab- 
stände hat. Dagegen ist zu bemerken, dafs bei dieser Auffassung 
gleichen Strecken auf jenen beiden Seiten nicht gleiche Mengen von 
Punkten in Bezug auf den Grenz- Übergang aus dem Aggregate 
entsprechen würden y dafs also die drei Seiten des Dreiecks hier 
nicht als Stücke einer und derselben homogenen Graden aufgefafst 
werden dürften. 

Beim gleichschenkligen Dreieck ist dagegen die Mittellinie aus 
der Spitze auch für den Umfang Symmetrie-Achse , weil hier je 
zwei Parallelen zur Basis auf den Schenkeln gleiche Stücke ab- 
schneiden. 

Das gleichseitige Dreieck bietet im besondern drei solche Sym- 
metrie-Achsen dar, 

Dafs man für die Dreiecksfläche in den Mittellinien unter allen 
Umständen Symmetrie-Achsen gegeben hat, läfst sich streng be- 
gründen, indem man die Fläche durch Parallelen zu einer Seite 
in n Streifen zerlegt und statt jedes Streifens ein Parallelogramm 
in Rechnung bringt, dessen Grundlinie mit der einen Seite des 
Streifens nach Größe und Lage übereinstimmt, während seine 
Seiten der Mittellinie des Dreiecks parallel sind; der Fehler bei 
dieser Substitution wird um so kleimr, je gröfser n angenommen 
mrd. 

Um den Schwerpunkt des homogenen Dreiecks-Umfanges zu 
gewinnen, bedient man sich des zweiten der oben erwähnten Sätze, 
indem man zunächst für jede Seite den Schwerpunkt aufsucht 
und dann den Schwerpunkt dieser drei Punkte bestimmt. 

Dafs die drei zunächst gesuchten Schwerpunkte die Mittel- 
punkte der drei Seiten sind, ist nach dem oben Bemerkten 

Wernicke. 9 
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klar und es fragt sich nur, welche Eoefßcienten man denselben 

zu geben hat. 

Aus der oben festgestellten Anschauung , der gemäfs gleiche Baum- 
teile homogener Kontinua gleichen Mengen von Punkten der er- 
zeugten Aggregate entsprechen müssen, folgt, da/s Si», für eine 
Strecke ihrer Länge proportional ist. 

Man hat die Koefficienten der drei Punkte, beziehungsweise 

den Längen der drei Seiten des Dreiecks (a, b, c) proportional (k) 

zu setzen, so dafs nur noch übrig bleibt den Schwerpunkt dreier 

Punkte von den Koefficienten k . a, k . b, k . c zu bestimmen. 

Nennt man diese Schwerpunkte der drei Seiten Ma-, Mb, Mc^ so 

wird S gefunden als der Schwerpunkt von Sa und Ma oder Sf, 

und Mb oder Sc und Me, wobei Sa den Schwerpunkt von Mb und 

Mc etc. bezeichnet. 

Der Schwerpunkt Sa von Mb und Mc, der den Koefficienten 
k ,b + ^ • <^ f^^i ^i^^ <^^f ^^ Verbindungslinie Mb Me und 
zwar ist 

I^mi.MbSa = ^miXi, d.h. {k .b + k.c) Mb Sa = k.b.MhMb 

+ k.c.MbMc 
und 

Jlmi.McSa = — ^mi.Xid.h.{k.b'^k.c)McSa = k.c.McMc 

+ k.b.Mc .Mb. 



Man hat also : ^ = -5-. 

SaMc 6 

JDie Punkte Sa, Sb, Sc sind also auf MbMc,^ McMat MaMb 

gelegen und teilen diese Strecken, beziehungsweise in den Ver- 

c a b 
hältnissen -ti ~y —•» ä. h. sie sind die Fufspunkte der Winkel- 

haltierungs ' Linien des Dreiecks Ma Mb Mc, welches dem ge- 
gebenen Dreiecke ähnlich ist. 

Der Schwerpunkt des homogenen Dreiecks-Umfanges ist 
der Mittelpunkt des Kreises, welcher dem zugehörigen Median- 
Dreiecke eingeschrieben werden kann. 

Unter dem Median- Dreiecke eines Dreiecks hat man das Dreieck 
zu verstehen, welches durch die Fufspunkte seiner Medianen 
{Mittellinien) gebildet wird. 

Um den Schwerpunkt einer beliebigen Kurve zu bestimmen, 
denkt man derselben ein Polygon von n Seiten eingeschrieben, 
sucht die Rechnung für dieses durchzuführen, indem man die Mo- 
mente ersten Grades für drei Ebenen bildet, und läfst schliefslich 
n mehr und mehr wachsen. 

Hier liegt die Vorstellung zu Grunde, welche in der Elementar^ 
Geometrie das erste Mal bei der Berechnung von tz vorzukommen 
pflegt: man sieht jede Kurve als ein Polygon aus unendlich vielen 
Seiten von unendlich kleiner Länge an. Diese Vorstellung wird 
später (Phoronomie) vielfach wiederkehren. 
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Wenn die KuiTe in einer Ebene liegt, so wählt man diese 
Ebene als Koordinaten-Ebene, z. B. als Ebene XOY. 

Van den drei Gleichungen für die L<ige des SchwerpunJcies fällt 

hier e = ^ * ' aufser Rechnung, 

Als Beispiel soll die Bestimmung des Schwerpunktes eines 
homogenen Kreisbogens durchgeführt werden. 
Die Achsen des Kreuzes, deren eine parallel (OX) und deren 
andere senkrecht {0 Y) zur Sehne des Bogens in dessen Ebene an- 
genommen werden mag, sollen sich im Centrum (0) des Kreises 
schneiden. 

Die Achse T ist Symmetrie- Achse. 

Es handelt sich nur darum, den Abstand des Schwerpunktes 
von der Achse OX zu finden. 

Denkt man den Kreisbogen AB vom 
Radius r — derselbe mag zunächst 
Meiner als der Halb -Kreis sein — 
durchein Sehnen-Polygon ATi T2..TnB 
ersetzt, dessen n Seiten alle von gleicher 
Länge l sind, so hol man die Schwer- 
punkts-Bestimmung für die n Mittel- 
Punkte P, , p2 . . . Pn der n Seiten 
durchzuführen, nachdem man jedem 
dieser Punkte einen Koefficienten, pro- 
portional der Länge l, gegeben hat. 

Hier ist^m^y^ = k^l. PiQi zu be- 
rechnen, wobei^^ Pi = p sein mag. 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke 
PiQiO und TiRiJ^iTi^i folgt: 

rp p = ^-771 d. h.l. Pi Qi = p. Ti i2»+ 1. 

Bezeichnet man die Sehne AB durch s und das Polygonstück 
ATi . . . TnB durch b, so ist 

Zmiyi = kpllTiRij^i = k . ps und S m,- = Ä.&, so daß 
man endlich für die Entfernung des Schwerpunktes von der 
Achse X findet 

_ 2 mj yi __ ps 

^^ Sm, ~ &• 
Zieht man die {auf der Seite des Bogens gelegene) Parallele 

s 

zu OX^vom Abstände y = ^, so gelangt man zu einer zweiten 

Schwer- Achse, welche in Verbindung mit der ersten iOY) den 
Schwerpunkt bestimmt. 

Dieses Resultat ändert sich nickt, wenn man n mehr und mehr 
wachsen (r = p) läßt, d. h. es gilt auch für den Bogen AB. 

Für den Halbkreis ist s =^ 2r und b == nr, so daß hier 
im besonderen 

9* 




132 -> 

y = 



n 

7 
restdtiert, wofür man angenähert y ■= — r schreiben darf. 

Bezeichnet man den Centriwinkel des Bogens mit 2(x, in Bogen- 

Ma/Sy so ist 

rsina 

OL 

Man erweitert die Betrachtung leicht für Bogen, welche das 
Mafs des Halbkreises überschreiten. 

Um den Schwerpunkt einer beliebigen Fläche zu bestimmen, 
mufs man im allgemeinen Betrachtungen anwenden, welche den 
für Linien durchgeführten analog sind. 

Man Jcann des öfteren auch mit Erfolg ein Verfahren benutzen, 
welches die Bestimmung des Schiverpunktes von Flächen auf die 
Bestimmung des Schwerpunktes von Linien zurückführt. • Dieses 
Verfahren läfst sich leicM für beliebige Flächen darstellen, obwohl 
es hier nur für einfache zusammenhängende Ebenenstücke gegeben 
werden soll. 

Zerlegt man ein solches Ebenenstück durch ein System von 
n — 1 Paralld- Ebenen in n Parallel Streifen, so läßt sich jeder 
derselben für ein bestimmtes n mit einer gemssen Annäherung als 
Parallelogramm oder als grades Parallel' Trapez auffassen , so 
da/s sein Schwerpunkt bestimmt werden kann. 

Diese Schwerpunkte bilden ein einfach ausgedehntes Aggregat, 
welches sich bei wachsendem n mehr und mehr einem KotUinuum 
von einer Dimension, d. h. einer Linie nähert. Der Schwer- 
punM dieser Linie ist nach einem oben erwähnten Satze zugleich 
der gesuchte FlächenrSchwerpunkL 

Für eine beliebige Fläche, bei deren Zerlegung keine ebenen 
Figuren auftreten, wird diese Linie im allgemeinen nicht innerhalb 
der Fläche liegen. 

Kann man zwei solche Linien auffinden, welche sich als Strecken 
darstellen, so liegt der Schwerpunkt in ihrem Schnitt- Punkte. 
Für diese Betrachtung bedarf man des öfteren der Kenntnis des 
Schwerpunktes eines Trapezes. 

Denk man dasselbe zu einem Dreieck vervollständigt, so liefert 
die Mittel-Linie aus der ergänzten Ecke eine Schwer-Linie des 
Trapezes, während man eine zweite Schwer-Linie findet, indem 
man das Trapez durch eine Diagonale teilt und für jedes Teil- 
Dreieck den Schwerpunkt bestimmt. Konstruktion? 

Man sucht ganz allgemein bei der Schwerpunkts-Bestimmung 
für ebene Flächen durch Zerlegung in Dreiecke schließlich zu zwei 
Schwer-Linien zu gelangen, deren Schnitt- Punkt das Gesuchte liefert. 

Als Beispiel für eine solche Betrachtung mag die Schwer- 
punktsbestimmung für den Kreisausschnitt durchgeführt werden. 



— 133 — 

Ersetzt man dm hegremsenden Bogen, dessen Centri - WinTcel 2 ß sein 
mag, durch ein Sehnen-Polygon von n gleichen Seiten, so Jcann man 
dieses durch Strahlen aus dem Centrum in n Dreiecke zerlegen und 
für jedes den Schwerpunkt bestimmen. Man gelangt dabei zu einem 
Aggregat von n Punkten, welche mit gleichen Koefficienten (pro- 
portional der Fläche eines Teil-Dreiecks) behaftet sind und welche 

2 
auf einem Kreisbogen liegen, welcher mit dem Badius — (r ~ e) 

beschrieben ist, falls man denitadius des Sektors mit r bezeichnet. 

Läßt man n mehr und mehr wachsen, so wird die Korrektur e 
kleiner und kleiner, während sich das Aggregat mehr und mehr 
einem Kontinuum nähert. 

Der Schwerpunkt der gegebenen Fläche stimmt also überein 

2 
mit detn Schwerpunkte eines Kreisbogens vom Eadius — r und 

2 r sin ß 
dem Centri- Winkel 2 ß, d, h, er ist von um -^ — ^-^ entfernt. 

ü p 

Dadurch ist die Lage des gesuchten Punktes gegeben, da man 

außerdem eine Schwer-Linie in der Verbindungs-Linie zwischen 

Bogen-Mitte und Centrum gegeben hat 

Für den Ausschnitt eines Kreisringes von dem Radius x^ 
und r^ und dem Centri- Winkel 2 ß gilt folgende Betrachtung : 

Bestimmt man den Schwerpunkt des größeren Kreis- Sektors 
(r,) und den Schwerpunkt des kleineren Kreis-Sektors {r^ für 
sich, deren Flächen beziehungsweise r^j ß und r\^ sind, so ist 
der Schwerpunkt S für das Bingstück aus diesen beiden Schwer- 
punkten zu konstruieren, nachdem man den Koefficienten des einen 
proportional (k) zu r'^i ß und den Koefficienten des andern propor- 
tional (k) zu r\ ß gesetzt hat. 

Man hat: 

^.r,p.^ ß ^-^2P.^ ß _2sin^ r\ ^ r\ 

^^~ fc.r^.ß— ^^r\ß ""5 ^'r\ — r\' 

Für den Kreis- Abschnitt gilt ein ähnliches verfahren. 
Die Fläche desselben läßt sich als Differenz zwischen dem ent- 
sprechenden Sektor und dem zugesetzten Dreieck oder als Summe 
dieser Teile darstellen, je nachdem dieselbe kleiner oder größer 
als der Halbkreis ist. 

Im ersten Falle ist OS = . ^ . ^ q tt-^-q e\* 

12 (r^ß — r^stn^cos^) 

Im zweiten Falle kann man auch den ganzen Kreis um einen 

Abschnitt vom Cetttri -Winkel 2.^^ = 360 — 2^ vermindert 

denken, um zum gegebenen Kreis - Abschnitt zu gelangen, d, h. 

IX j * n Qj (2rsinä'y 

man findet OS' = -~^irr~2Q-i — ^-^qT^ qK- 

12{r^p -\- r • Äin ß' cös ß') 

Bezeichnet man die Sehne und die Fläche des Abschnittes in 
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beiden FäUen , heeieJiungsweise durch s und F, so ist für beide 
Fade 

In Bezug auf die Schwerpunkts-Bestimmung für eine homo- 
gene Engelmätze (Kalotte) mag bemerkt werden, dafs eine Paral- 
lelebene zur Basis, welche durch die Mitte der Höhe geht, den 
Schwerpunkt enthält. 

Ein elementarer Beweis dieses Sßtzes von hinreichender Strenge 

scheint nicht eu existieren^). 

Da die Höhe der Kalotte wegen der Symmetrie des Gebildes 
Schwer-Linie ist, so liegt der gesuchte Schwerpunkt im Halbierungs- 
Punkte der Höhe. 

Die Schwerpunkts-Bestimmung der Kfugel^Zone folgt leicht aus 

den eben erwähnten Sätzen. 

Bei der Schwerpunkte-Bestimmung für beliebige Körper kann 
des öfteren eine Reduktion eintreten, welche den in Bezug auf die 
Flächen gegebenen analog ist. 

Als Beispiel mag die Schwerpunkts -Bestimmung für eine 
homogene Pyramide durchgeführt werden. 

Teilt man dieselben durch Parallel - Ebenen zur Basis in 
Schichten von gleicher Höhe, so bildet die Parallel-Begrenzung 
derselben ein Aggregat von Ebenen, aus dem das Kontiniium der 
Pyramide durch einen Grenz-Übergang hergeleitet gedacht werden 
kann. 

Die Schwerpunkte der einzelnen Glieder des Ebenen- Aggregates 
liegen auf der Strecke Sy welche die Spitze der Pyramide mit dem 
Schwerpunkte der Basis verbindet: Schwer- Achse der Pyramide. 
Die Koefficienten der einzelnen Schwerpunkte sind der Reihe 
nach {von der Spitze zur Basis) proportional zu 0, i, 4, P, 16 ^ 
. . . w^ anzusetzen, so da/s der Schwerpunkt des Ebenen-Aggregates 

einer früheren Bestimmung {S, 128)gemäfs um— . ^^ 



2 ' 2 n -\- 1 

von der Spitze der Pyramide entfernt ist und demnach für wach- 

g 
sendes n dem Abstände -j- s näher und näher kommt. 

Der Schwerpunkt einer Pyramide teilt deren Schwer-Achse 
(in der Richtung von Spitze zur Basis) im Verhältnis 3:1. 
Derselbe Satz gilt für jedes homogene Kegel' Volumen, d. h. für 
den endlichen Baumteil, welchen ein geschlossener Kegel- Mantel 
und eine Ebene begrenzt. Die Spedalisierung des Kegels, bei 
welcher die Spitze ins Unendliche rückt, macht eine doppelte Be- 
grenzung (Cylinder-Völumen) nötig. 

l) Wenigstens kenne ich keinen solchen oder genauer gesprochen nur einen 
solchen, der wegen seiner Komplikation ziemlich unbrauchbar ist. 
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Wendet man dieselbe Methode auf ein Prisma von parallelen 
End-Ebenen an, so sind die Koefficienten der einzelnen GHeder des 
Ebenen-Aggregates von gleicher Gröfse anzusetzen. 

Der Grenz- Übergang giebt hier — s statt — s. 

Der Schwerpunkt eines Prisma beziehungsweise eines Cylin- 
ders von parallelen End-Ebenen teilt deren Schwer- Achse im Ver- 
hältnis 1 : 1. 

Die Bestimmung des Schwerpunktes eines Kngel- Ausschnittes 
führt man durch Zerlegung auf die Bestimmung des Schwerpunktes 
einer Kalotte zurück. 

Teilt man die begrenzende Kalotte (z, B. durch ein Ortho- 
gonal-System von Parallel-Kreisen und Meridianen) in eine Schar 
von n^ Flächenteilen, so kann man jede derselben in einer ge- 
wissen Annäherung als eben ansehen und ihn zur Basis einer 
Pyramide machen, welche ihre Spitze im Kugel-Centrum hat. 

Die SchwerpunUe der einzelnen Pyramiäen { — \ erfüllen nach dem 

Grenz- Über gange für n eine Kcdotte, welche auf einer Kugel liegt ^ 

deren Radius (/•') zum Halbmesser der gegebenen Kugd (r) im 

Verhältnisse 3 : 4 steht. 

Hat die begrenzende Kalotte vom Eadius r die Höhe h, so hat 

3 
die Kalotte vom Radius r* die Hohe -j h, weil hier ähnliche Sy- 

Sterne mit dem Modul — vorliegen. 

Der Schwerpunkt der Kalotte, welche den Kugel-AusschniU er- 
setzt, hat demnach vom Centrum der Kugel die Entfernung 

— r — — . — Ä, d. A. — (^r — h). 

Der gesuchte Schwerpunkt liegt auf der Schwer- Achse des 

3 

Kugel- Ausschnittes und ist vom Centrum der Kugel um -q- (2 r — h) 

o 

entfernt, wenn man den Radius und die Höhe des Ausschnittes be- 
ziehungsweise mit r und h bezeichnet. 

Für die Halbhugel ist h = r, d, h, der Schwerpunkt eines Halb- 

kugel' Volumens vom Radius r ist vom Mittelpunkte um — r 

entfernt. 

Für einen Kugel Abschnitt, den man als Differenz beziehungs- 
weise als Summe eines Sektors und eines Kegels auffassen kann, 
findet man den Schwerpunkts- Abstand vom Centrum als 

^ {2r — hy 

4 ' 3r--h 
Zum Beweise hat man zunächst den Fall der Differenz und 
den Fall der Summe von einander zu scheiden. 



s 



— 136 — 

Zum Schlüsse dieser Betrachtungen sollen noch die soge- 
nannten ') Guldin sehen Sätze angeführt werden. 

1. Die Gröfe einer Ümdrehungs-Fläche wird erhalten, indem 
^ man die Länge der Erzeugungs-Linie mit dem entsprechenden 

Erzeugungs-Wege ihres Schwerpunktes multipliciert. 

2. Der Inhalt eines Ümdrehungs-Körpers wird erhalten, indem 
man die Gröfse der Erzeugungs - Fläche mit dem entsprechenden 
Erzeugungs-Wege ihres Schwerpunktes multipliciert. 

'EA/m Umdrehungs ' Fläche entsteht, wenn eine ebene Kurve {Er- 
zeugungs- Linie) um eine Grade ihrer Ebene {Achse) rotiert. 

Ein ümdrehungs-Körper entsteht, wenn eine ebene Fläche {Er- 
zeugungs- Fläche) um eine Grade ihrer Ebene {Achse) rotiert 

Die Bahn des Schwerpunktes der rotierenden Kurve oder der 
rotierenden Fläche wird der Erzeugungs-Weg genannt, welcher 
der Rotation entspricht. 

Zum Beweise der Sätze betrachtet man den MarUel und das 
Volumen eines abgestumpften Kreis -Kegels von den Bedien pi 
und fi und der Seitenlänge s. 

Denkt man den Kegel- Stumpf durch Botation der Seite {s) um 
die Achse entstanden, so beschreibt der Schwerpunkt der Seite die 

Bahn 2 ti . ^^ \^ ^^ = tt (p, + P2)) "i^ährend 5 . tc (p, + P2) 

die Gröfse des Kegelmantels darstellt. 

Da man jede Umdrehungs - Fläche durch ein System von 
Parallel-Ebenen, welche die Achse normal schneiden, in Flächen- 
teile zerlegen kann, welche in einer gewissen Annäherung als die 
Mäntel abgestumpfter Kegel angesehen werden können, so führt 
der in Bede stehende Special-Satz durch einen Grenz- Übergang 
zum ersten Guldinschen Theoreme, dessen Gültigkeit allerdings 
zunächst nur für geschlossene Botations-Flächn erwiesen ist. 

Um weiter zu verallgemeinern, geht man von dem Satze aus, 
dafs zwei Meridian- Ebenen {durch die Achse) vom Neigungs- 
Winkel a aus einer Umdrehungs -Fläche einen Teil heraus- 
schneiden, der sich zur geschlossenen Fläche verhält^) wie 
a:4B. 

Im zweiten Falle ist der Erzeugungs- Weg des Schwerpunktes 

{Trapez) als -^ . — 1^^ "t" P 2 g^g^i^^ während die rotie- 
rende Fläche die Größe — (pi + P2) ^ 9 so da/s hier nach 

h TZ 

dem zweiten Theoreme —r- (p^, + Pi 9i + P'^2) /^r das Volumen 



1) Vergl. Fappns, CoUectiones mathematicae , iib. VII. Guldin hat in 
seinen Werken: De centro gravitatis (1635) nnd Centrobaryca (1643), die Sätze 
des Papp US erwähnt. 

2) Ist a in Bogen-Mafs gegeben, so tritt für -—= ein . 

% a 2 71 
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zu lerechnm wäre, eine Berechnmig, welche dem Thatsächlichen 
durchaus entspricht. 

Die Erweiterung geschieht hier durch analoge Schlüsse. 

Zu bemerken ist, da/s bei Ümdrehungs- Flächen zu je einem 
Paare schneidender Parallel Ebenen auch mehrere Kegelmäntel etc. 
gehören Mnnen (z, B. beim Kreis- Eing), und daß man dann 
die hier im einzelnen durchgeführte Betrachtung mehrere Male 
anzuwenden hat 

Die Bestimmung der Kugel-Oberfläche und des Kugel-Volumens 
läfst sich mit grofser Leichtigkeit als Anwendung der Gu Hin- 
sehen Sätze geben. 
Läfst man einen Kalbkreis rotieren, so sind die Erzeugungs- Wege 
des Schwerpunktes für den Bogen und die Fläche beziehungsweise 

2 r 4 r 

2 TT . — und 2 TZ . — — , während die Gröfsen des Bogcns und 

TZ o TZ 

der Fläche sich beziehungsweise als rTz und-^ r'^Tz ergeben, so 

dafs die bekannten Werte dr^Tz und -^ r^Tz resultieren. 

Um noch eine andere Anwendung der Schwerpunkts -Theorie 
zu zeigen, welche auch den rein geometrischen Charakter der- 
selben hervortreten läfst, mag die Berechnung von Yolnmen und 
Mantel für schief abgeschnittene Prismen (beziehungsweise 
Cylinder) mit Hülfe der sogenannten Schwerpnnkts-Achsen 
durchgenihrt werden. 

Die End-Flächen eines Prismas schneiden auf jedem Parallel- 
Strahl der Kanten eine Strecke ab. Unter der Schar dieser 
Strecken haben zwei für bestimmte Messungen von Prismen eine ge- 
wisse Bedeutung: die Strecke, welche durch den Schwerpunkt der 
Fläche (f) des Normalschnittes geht und die Strecke, welche den 
Schwerpunkt des Umfanges (u) des Normalschnittes trifft. 

Bezeichnet man die Länge dieser Strecken, welche als Flächen- 
Schwerpunkis-Achse und als Umfangs-Schwerpunkts-Achse 
des Prismas unterschieden werden, mit Sf und Su, so sind Inhalt 
und Mantel des Prismas beziehungsweise als f . Sf und u . s« ge- 
geben. 

Die Formeln gelten im besonderen auch für geschlossene 
Cylinder-Flächen , welche durch zwei Ebenen-Stücke zu einer all- 
seitig geschlossenen Fläche ergänzt werden. 

Zum Beweise teilt man das n-seitige Prisma durch einen Normal- 
schnitt in zwei Teile, nachdem man dasselbe durch Ebenen aus 
einer Kante fächerartig in n — 2 dreiseitige Prismen zerlegt hat, 
und behandelt jeden der beiden Teile für sich. 

Bezeichnet man die {im Normal- Schnitte gelegenen) Grund- 
flächen der Teil-Prismen mit fi, f2, . . . fn ^ 2, so sind die End- 
flächen für die obere Gruppe fi cos^ a, f2 cos^a, . . . fn^ 2 cos a. 
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für die untere Gruppe dagegen /iCo5*ß, /QCÖi'ß . . . fn-2CÖs^^y 
falls man unier a und ß die bezüglichen Neigungen gegen den 
Normalschnitt versteht. 

Bezeichnet man nun die Schwer-Achsen für die obere Gruppe^ 
beziehungsweise mit Pi, Pz - . . Pn^i^ /wV die untere Gruppe, 
beziehungsweise mit Qu ^2 - - » Qn-2t ^o ^^^^ ^^ planaren Mo- 
mente ersten Grades in Bezug auf den N(yrmalschnitt für die 
beiden Gruppen von Endflächen, beziehungsweise 

PlflCds^OC -}- p.ifzCÖS^d -|- . . . Pn-2fn-'2CÖS^0i Und 
qyfcOS^^ -f q2f2C0S^^ + . . . g«-2/'n-2Cöl*ß. 

Betrachtet man jede Gruppe der Endflächen je als ein Ganzes, 
so resultieren dieselben Größen als pfcosa und qfcos^, falls man 
die Schwer- Achsen für das ganze obere und für das ganze untere 
Teil' Prisma beziehungsweise mit p und q bezeichnet. 

Da für ein dreiseitiges Prisma von den Kanten a, b, c einer- 

a "^ b "4~* c 
seits die Inhalts-Berechnung zu f. — — — führt, während 

a ~\- b I c 
sich andererseits — ■ — —- — als Wert der Schwer -Achse 

ergiebt, so stellt f {p -{- q) ^= f ^Sf, im HinUick auf die obige 
Summation den Inhalt des vorgelegten Prismas dar. 

Um den entsprechenden Satz in Bezug auf den Mantel zu er- 
halten, bildet man die Unedlen Momente (ersten Grades) der Um- 
grenzung des Normalschnittes für dessen Schnittlinie mit der 
oberen und unteren Grenzfläche. 

Dabei ist zu bemerken, da/s die Umfangs- Schwerpunkts- Achse 
im allgemeinen nicht durch die Schwerpunkte der Endflächen 
geht, während die Flächen- Schwerpunkts- Achse deren Polar-Punkte 
in sich aufnimmt. 



§. 3. Das Trägheits-Moment. 

Das Trägheits-Moment für jede beliebige Achse- (S. 118) läfst 
sich durch drei bestimmte Trägheits-Momente ausdrücken. 
Mit Hülfe der Formel 
T'a, ßy y ^ a^Smi + cos^a.T, + cos^ß.Ty + cos^y.Tz 
bestimmt man das Trägheits-Moment für eine Achse, welche gegen 
die Haupt-Achsen des Polar-Punktes die Neigung (a, ß, y) zeigt 
und von diesem ausgezeichneten Punkte den Abstand a hat. 
Es verdient bemerkt zu werden , dafs man zwar für jeden be- 
liebigen Punkt drei Haupt -Achsen findet^ dafs aber nur für den 
Schwerpunkt jene einfache Übertragung >) auf parallele Achsen 
besteht. 



1) Die Formel 2 mi .d^^i = Smi.d«) 4- D^-Smi gilt aUerdings auch dann 
noch, wenn diejenige Nonnal-£bene der Ebenen der beiden Achsen A nnd A% 
welche die Achse A enthält, dnrch den Folar-Fnnkt geht. 
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Alle Achsen derselben Neigung (a, ß, y), welche auf einem 
Kreis-Cylinder vom Radius o liegen, dessen Achse durch den Polar- 
Punkt geht, haben dasselbe Trägheits-Moment. 
Alle Schwer-Linien, für deren Neigung 

cos^a . Tx + cos^Ä . Ty + cos^y . Tz = constans 
erfüllt ist, haben gleichfalls dasselbe Trägheits-Moment: dieselben 
bilden eine geschlossene Kegel-Fläche. 

Durch die Substitution cos'^a = i — cos^^ — cos^y geht leidere 
Bedingung über in 

co52ß (Ty — T:r) + cos'^r {T, — T:,) = constans. 
Da diese Gleichung diophantisch (ß, y) ist, so erhält man ein 
Kontinuum voti Strahlen. 

Da diese Strahlen alle durch den Polar-PunU gehen, so gelangt 

man jsu einer KegehFläche, welche übrigens vom jsweiten Grade ist. 

Konstruiert man um alle Seiten einer solchen Kegel -Fläche 

Kreis-Cylinder vom Eadius a, so sind deren Er iseugungs- Linien 

durchweg Achsen von gleichem Trägheits-Moment 

Wenn die Punkte des Systems alle von positivem oder von 

negativem Koefficienten sind, so haben Tx, Ty, T^ gleiches Vorzeichen. 

In diesem Falle, der bei homogenen Systemen stets eintritt, 

fiihrt die oben erwähnte Konstruktion von Cauchy zu einem El- 

lipsoide '). 

Erivähnt mag werden, dafs eine ähnliche Konstruktion auch für 
die planaren Momente zweiten Grades ausführbar ist: man gelangt 
dabei eum Bin et sehen Ellipsoid^). 

Die Gleichung 

T = R^.Smi 

definiert für ein System von Koefficienten Smi eine Gröfse R, 
welche Trägheits-Badins genannt wird. 

Die radii vectores des Cauchy-Poinsotschen Ellipsoides 
sind den Träghelts-Badien für die entsprechenden Achsen (Ver- 
längerung der radii vectores) umgekehrt proportional. 
Jeder Achse entspricht ein bestimmter Eadius der Trägheit. 

Trägt man auf allen Achsen eines Punktes die_ bezüglichen 

Trägheits-Radien auf, welche proportional mit VT sind, so ge- 
langt man zu einer Fläche, deren radii vectores den radii vectores 
des Cauchy-Poinsotschen Ellipsoides, beziehungsweise umge- 
kehrt proportional sind : 

Es existiert für jeden Punkt ein bestimmtes EUipsoid {Red- 
prolcal ' Ellipsoid) , dessen Achsen- Richtungen mit denen des 
Cauchy - Poinsot schert Ellipsoids übereinstimmen , während 
seine Achsen- Längen den Haupt-Trägheits-Radien direkt, also den 
Haupt' Trägheits-Momenten indirekt proportional sind. 



Dessen absolutes Glied eyentnell negativ angesetzt werden mufs. 
Yergl. Jonrnal de T^cole polytechniqne, Cahier XYI. M^m. sur la throne 
des axes. 



äi 
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Werden zwei Haupt -Trägheits- Radien einander gleich^ so 
nimmt das Cauchy-Poinsotsche Ellipsoid die Specialform eines 
Botations-EUipsoides an. 
Es giebt in jedem Systeme mwei Kurven, für deren Punkte zwei 
Haupt'TrägheitS'Momente einander gleich werden *). 

Werden drei Haupt -Trägheits -Radien einander gleich, so 
nimmt das Rotations-EUipsoid die Specialform einer Kngel an. 
Es giebt in jedem Systeme höchstens einzelne Punkte der voraus- 
gesetzten Beschaffenheit: dieße treten nur auf, wenn das Ellipsoid 
für den Schwerpunkt ganz bestimmte Eigenschaften zeigt. 

Besitzt das Punkt-System eine Normal-Diametral-Ebene^ für 
welche die entsprechenden Elemente gleiche Koefficienten haben, 
so ist jede Normale dieser ausgezeichneten Ebene eine Haupt- 
Achse für ihren Fufs-Punkt. 

Ergänzt man Normale (Z) und Ebene (XOY) zu einem drei- 
achsigen Koordinaien-Systeme , so haben entsprechende Punkte die 
Koordinaten {Xi , ^i , + zi) und (Xi , y, , — Zt) , d, h. die Elemente 
von Z)y = S m, . Xi Zi und 2)^. = S tw, . yi z-, heben sich paarweise auf. 
Daraus {Dy = ö, 2).r = 0) folgt die Behauptung, wenn man 
bedenkt, daß innerhalb eines Haupt- Achsen-Kreuzes die Drehung 
einer Achsen-Ebene (XOY) nur auf die entsprechende Deviation 
{hier D z) Einfluß hat und die andern beiden Momente ungeändert 
läßt, wie man leicht im Hinblick auf die Konstruktion des 
Cauchy-Poinsot sehen Ellipsoides nachweisen kann. 

Besitzt das System zwei auf einander senkrecht stehende 
Normal-Diametral-Ebenen, für welche die entsprechenden Ele- 
mente gleiche Koefficienten haben, so führt deren Dnrchschnitts- 
Linie im Verein mit jeder ihrer Normal-Ebenen zu einem Haupt- 
Kreuze, dessen andere beiden Achsen, beziehungsweise auf den 
Normal-Diametral-Ebenen senkrecht stehen. 
Beweis folgt aus der doppelten Anwendung des vorigen Satzes. 

Besitzt das System drei auf einander senkrecht stehende 
Normal- Diametral-Ebenen, für welche die entsprechenden Elemente 
gleiche Koefficienten haben, so bilden deren Durchschnitts-Linien 
ein Haupt-Achsen-Kreuz, dessen Centrum der Polar-Punkt' ist. 

Drei Symmetrie - Ebenen schneiden sich stets im Polar- Punkte. 

Sonst folgt der Beweis leicht aus der dreifachen Anwendung des 

vorigen Salzes. 

Man nennt das Cauchy-Poinsotsche Ellipsoid für den 
Polar-Punkt das Central-Ellipsoid des Systems. 

Bei der Berechnung von Trägheits-Momenten hat man zunächst 

1) Das folgt ans der Eigenschaft der Focal - Flächen. Vergl. Schell, 
Theorie!, S. 126. Bemerkenswert ist, dafs überhanp^t nicht jede Grade des Ranmes 
für ein bestimmtes System Hanpt- Achse ist nnd dafs die Graden, welche hier 
Haupt- Achsen sind, diese Eigenschaft entweder nur für einen Punkt oder für alle 
Punkte haben und dafs diese im letzteren Falle durch den Polarpunkt gehen. ' 
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die Achsen des Central-EUipsoides der Lage und Gröfse nach zu 

bestimmen. 

Sind die Achsen der Lage nach gefunden, so berechnet man für 
ihre Ebenen die planaren Momente zweiten Grades, d. h. die 
Größen P^, Py, P^ — es ist z, B. Py = Sm/^^, — und setzt aus 
ihnen Ta; = Ps -\- Pjj, T^ = Py + Pg, T^ = Px +. Py zusammen. 

Im Gebiete der homogenen Gebilde sind nach dem Voran- 
gegangenen die Central - Haupt - Achsen für das Orthogonal- 
Parallelepiped und für das Ellipsoid sofort gegeben. 

Beim Botations-EUipsoid bildet die Drehungs-Achse mit jedem 
Graden-Paare, welches dieselbe zu einem orthogonalen Kreuze er- 
gänzt, ein System von Haupt-Achsen. Botations- Körper. 

Für die Kugel ist jedes orthogonale Kreuz, dessen Anfangs- Punkt 
im Centrum der Kugel liegt, ein centrales Haupt-Achsen- System, 

Beim Orthogonal- Parallelepiped mit quadratischem Querschnitt 
ist das Central-Ellipsoid ein Botations-EUipsoid. 

Beim Würfel ist das Central-Ellipsoid eine Kugel. 

Im Gebiete der homogenen Gebilde gilt folgender Satz: 
Homologe Raumteile zweier ähnlichen Systeme, welche nach 
dem Modulus a konstruiert sind, stehen zu einander in dem Ver- 
hältnisse a™ : 1, falls man ihre Dimension mit m bezeichnet 
Danach hat man ') unter analogen Bedingungen : 
In ähnlichen Systemen stehen die Trägheits-Momente homo- 
loger Raumteile für homologe Achsen im Verhältnisse a'" + 2 : 1. 
Wenn homologe Strecken ähnlicher Systeme nach dem Verhältnisse 
et, : 1 konstruiert sind, so stehen die Flächen homologer Dreiecke 
im Verhältnisse a^ : 1, während die Volumina homologer Tetra- 
eder das Verhältnis (x,^ : 1 zeigen. 

Das Central-Ellipsoid einer homogenen Strecke 1 stellt sich als 
ein Kreis-Cylinder dar, dessen Achsen jene Strecke ist. 

Um hier das Trägheits-Moment (T) für eine Schwer- Achse (a) 
zu bestimmen, zieht man zu dieser eine Parallele durch den ßinen 
Endpunkt der Strecke: Das Moment 
(T.) von AB für M'N' mufs sich zu 
dem Momente (T.,) von SB für MN 
verhalten (a = 2, m = 1) wie 2® : 1 . 
(Figur 17). 

Andererseits gelten für das ge- 
suchte Moment (T) die Gleichungen 



T, = T + /^^.sinaV. Smj und 

T = 2T,. 

P 
Demnach ist : T = ^^ . sin^ a . S mi. 




1) Vergl. Schell, Theorie I, S. 134. 
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Von Sw, kann im allgemeinen nur he- 
if , kauptet werden, daß Proportianalüät zu 

\ \j Z vorliegt 

\ \ Für a= ist T == 0: der entsprechende 

\\^ \ raditis vedor des Cauchy-Poinsotschen 

\\ \ Ellipsoids ist unendlich groß. 

/ ß\)( «' / \ Eine analoge Betrachtung läfst sich für 

/ ;Vy / \ das Parallelogramm durchfuhren, indem 

/ " ' vA/ V ^^^ dasselbe durch die beiden Mittellinien 
' — rY \ in 2 Paare vom Parallelogramm a, a' und ß, ß' 

\ \2 teUt. 

\\ Das Trägheits- Moment (T«) von a in 

\ \ Bezug auf MN verhält sich zu dem Träg- 

\\ heits- Momente (T,) der ganzen Fläche in 

N Bezug auf Achse 1 wie 1 : 2* (Figur 18). 

18. Ebenso ist T^ : T., = 1:2*. 

Andererseits hat man Ti = T + P^ . S mi 
und T2 = T + p% . Smi zu berücksichtigen, wenn man die Ab- 
stände des Schwerpunktes S von den Achsen 1 und 2, beziehungs- 
weise mit pi und p2 bezeichnet. 

Demnach ist: 

T. + T, = 16 (T„ + T^) = 2 T + (p^ + P^) Sm,, 
während man andererseits T = T„ + T«' + T^ + T/ = 2 (T„ + T^) 
in Rechnung zu bringen hat, so dafs 

T = ^ (P^ + V\) 2mi 

resultiert. 

Wenn MN normal zur Fläche des Parallelogramms errichtet 
wird, so erreichen pi und p.^ und demnach auch T ihr Maximum. 

Für ein Rechteck von den Seiten a und h ergeben sich die be- 
kannten Formeln — (— J .Sm,, beziehungsweise -^ f-p) S W/, in 
Bezug auf eine Schwer-Ächse, welche der einen , beziehungsweise 

dl _1_ J2 

der andern Seite parallel ist und — ^ — . S w, in Bezug auf 
eine zur Fläche normal konstruierte Achse durch S. 

Die vorige Untersuchung liefert fiir eine durch den Schwer- 
punkt gezogene Achse unmittelbar das Trägheits-Moment (T) des 
Dreiecks, dessen Fläche proportional zu Sm, sein mag. 

Zieht man durch die Mitte (Mc) von AB die Parallele zu 
MN TFigur 19), so ist fiir diese Achse das Trägheits-Moment (T") des 
Parallelogramms ACBC doppelt so grofs als das Trägheits- 
Moment (T') des Dreiecks AGB, d h. man hat: 

^ = T' = i (p«, + p\) Sm,. 
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Betrachtet man die Proportion 
MS : SC = 1 : 2, so findet man sofort: 

T = T-(^y. Smi = ^(^+p*,)Sm,. 

Projiciert man /\ A C B auf eine 
Normal-Ebene von MN, so entsteht ein 
Dreieck AoCoBo, dessen Seiten und 
Medianen beziehungsweise mit aj, b«, c^ 
und ta, tb, tc bezeichnet werden mögen. 

Man hat pi = tc und p, = -^ und 

findet demnach: 

Es ist also auch: 

_ ft\ + t\ + t*„ 




3T 



= (■ 



18 



. a^o + b^o + c% \^_ 
+ 24 ) ^ '^'' 



Da nu^ die Gleichung 



a^o + b% + c^o = J (t^ -f t\ + t^) 
für jedes Dreieck besteht, so ist 

T =r 4 (a^o + b% + c\) Smi oder 



36 
T = 



27 



{t\ +t\ + t^)Smi. 



Steht M N senkrecht auf der Fläche des Dreiecks, so ist üq = a, 
io = h, Co = c. 

Fällt MN in die Fläche hinein, so geht man auf die ur- 
sprünglichen Formeln zurück. 

Wenn man die Mittelpunkte der drei Seiten mit den Koeffi- 

cienten — —^ versieht, so gelangt man isu einem Aggregate von 

drei Funkten, welches das Dreieck in De^ug auf sein Trägheits- 
Moment ersetzt, so lange es sich um Central-Ächsen handelt. 

Wenn man ein reguläres Polygon (n) in Radial -Dreiecke 
zerlegt, so läfst sich das Trägheits-Moment desselben in Bezug 
auf eine Central- Achse , welche auf seiner Ebene senkrecht steht, 
leicht bestimmen 

Für ein Radial-Dreieck von den Seiten r, r und s und der Höhe 
hg =: p findet man 

^(8' + 2r')S'mi + (|-p)'.S'mi, 

wobei r und p in Bezug auf das Polygon die Radien des um- 
schriebenen und eingeschriebenen Kreises sind, während S'mi für 
ein Radial-Dreieck gilt. 
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Bezeichnet man n.Ii^mi mit Umi, so gewinnt man für das 
regelmäfsige Vieleck von der Seite s die Formel: 

T = ä ('' + 2r^ + 16 p^) S'mi = i- (p^ + -?!)2m,' 
Für ein Sechseck ist r = s = y P 1/5, so da/s man hat: 
r=^ r« . Sm, oder T = -j p« . 2m,. 

Für den Kreis vom Radius r ist unter analogen Verhältnissen : 

T = y r^Smi. 

Nimmt man nun einen kontinuierlichen Teil von Radial- 
Dreiecken, so gelangt man zu Polygon- Ausschnitten und zum 
Kreis- Ausschnitt : die obigen Formeln gelten auch hier. 

Von der Größe Si», läßt sich im allgemeinen nur aussagen, daß 
sie proportioruxl zur Fläche des Ausschnittes beziehungsweise zur 
Fläche der ganzen Figur ist 

Für ein Orthogonal-Parallelepiped von den Kanten a, b, c 
findet man in Bezug auf die Haupt-Central- Achsen: 

Ta = ^ (b^ + c^) Smi, T5 = j^ (a^„+ c^) Sm^, 

Te = ^(a^ + b^)Sm. 

Ersetzt man das Parailelepiped der Reihe nach in dreifacher 
Weise durch ein Aggregat (n) von Rechtecken (S'/w,), so findet man 
unmittelbar z. B.: 

Ta = ^ (&' + c') . 2'«», = ^ (&H c') . S »». 
Für jede andere Central-Achse ist: 

Für jede Achse gilt: 

Für die drei Kanten ist a* der Reihe nach durch ^ » 

^2 4. c2 a' + 6* 

i ' 2 ^^ ersetzen, so daß hier resultiert: 

Für einen Punkt E des C au chy sehen Ellipsoids gut die 
Gleichuno * 

(&' + c«) 52 + (c« + a*) rj« + (a« + 6«) ;« = constans. 



- 145 — 

Für ein Orthogonal-Prisma läfst sich die Bestimmung in Be- 
zug auf eine Achse, parallel zu den Kanten, durch die bisher 
gegebenen Betrachtungen durchfuhren, falls man den Querschnitt 
zu behandeln versteht. 

So ist z. B. für ein orthogonales Kreis-Cylinder-Volumen (r) 
in Bezug auf dessen Achse zunächst ein Aggregat aus Kreis- 
flächen (S'mi) einzuführen, so dafs man -^. r^.S'mi erhält. Der 

Grenz-Übergang liefert : 

r^ 
T = ^ . 2mi. 

Ebenso findet man für ein hohles Cylinder- Volumen von den 
Radien p und p' unter gleichen Umständen: 

Setd man Spt, = xTcp^A und Sji', = xTcp'^Ä', so ist 
T = ^ (p* - p'O = ?^ (p« + p'2) (p2 _ p.a^, während 

das Volumen des Hohl-Cylinders, d. h, nh (p^ — p''^) in gleicher 
Weise proportional zu dem entsprechendem S m,- ist. Man hat also : 

2' = 4" (P' + P") 2'»- 

Bei gleichem ^mi hat der volle Cylinder ein kleineres Trägheits- 
Moment als der Hohl-Cylinder, 

Für ein Orthogonal-Prisma, dessen Querschnitt ein reguläres 
Pylogon von den Radien r und p ist, findet man für die Achse 



^=^(^"^+4 



In Bezug auf jede andere Haupt -Achse eines Cylinder- 
Voluinens von der Höhe h findet man denselben Wert für T' und 

zwar ^ (3 r^ + h^) . S m,. 

Für eine Kreis-Linie in Bejsug auf einen Durchmesser gilt: 



r^ 



Für eine Kreis-Fläche in Bezug auf einen Durchmesser gilt: 

4 
Für ein normales Kreis-Kegel- Volumen gilt in analoger 
Weise in Bezug auf ein Haupt- Achsen- System : 

10 oO 

Die zuletzt genannten Mometüe lassen sich in elementarer Ab- 
leitung nicht mit der nötigen Strenge herstellen, iveil die grund- 
legende Formel für das Trägheits-Moment eines Kreis-Bogens (a) 

Wernioke. 10 
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in Bezug auf einen durch einen seiner Endpunkte gehenden Durch- 
messer nicht elementar herleObar ist. 

1 r'^ f 1 \ 

Biese Formel, welche Ta=^^ — (a — -^ sin 2(x,\^mi lautet, 

liefert für 360"^ den Wert T = | r« . S m,-. 

Für eine Kugel gilt für jede Central-Achse^ 

T = I r^ . Snii. 
o 

Wenn man im Kulminations- Punkte eines Kugel-Äbschnittes Qi) 
parallel zum Haupt-Achsen-Kreuz ein System von Achsen ein- 
führt, so ist für den Diameter der Kugel 

wahrend man für die anderen Achsen anzuseteen hat 

1 ( j^^h — ± __^!__\ 

T=^h r ^ 12 45 i , .Sm<. 

M '- 3^ I 

Die letzten beiden Formeln gestatten, das Trägheits-Moment 
jeder Kugel-Linse {Pendel) herzuleiten. 



U. Phoronomie. 



1. Der Punkt. 



Die Bewegung eines Punktes ist vollständig dargestellt, 
wenn die Lage desselben für jeden Zeit-Moment gegeben ist"). 

Eine solche Darstellung ist abhängig von der Methode, welche 
man für die Lagen-Bestimmung wählt. 

Aus der grofsen Anzahl solcher Methoden wurden drei her- 
ausgenommen 2), um weitere Verwendung zu finden ; jede derselben 
liefert ein bestimmtes Verfahren für die Darstellung der Bewe- 
gung eines Punktes. 

Die erste Methode — sie mag im Hinblick auf die früher 
gewählten Bezeichnungen Fnndamental-Methode heifsen — wird 
angewandt, wenn die Bahn der Bewegung, d. h. die Linie, welche 



1) Da die Ausdrücke ^Bewegung" und ^Lage" überhaupt nur Sinn haben, 
wenn man ein Gebilde in Bezug auf ein anderes betrachtet, so genügt die im 
Texte angewandte kurze Bezeichnung zur Fixierung des Gedankens. Vgl. S. 9. 

2) Vergl. B, I, S. 76 etc. 
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der bewegte Punkt durchläuft, als gegeben angesehen werden 
darf. 

In diesem Falle hat man nnmittelbar die Bewegung des 
Punktes auf seiner Bahn mit dem Flusse der Zeit zu vergleichen, 
welcher sich ebenfalls als eine Bewegung auf einer bestimmten 
Linie darstellen läfst. 

Eine solche Vergleichung wird mittelbar auch durch die 
beiden andern Methoden vollzogen, welche übrigens erst nach 
Durchführung der ersten zur Behandlung kommen können, weil 
sie beide schlief slich nur Anwendungen der Fundamental -Methode 
(auf die Bewegung von Hülfs-Punkten auf Hülfs-Bahnen) sind. 

Diese beiden Methoden mögen als Projektions- und Polar- 
Methode eingeführt werden: die eine derselben benutzt die Bewe- 
gungen von Projektionen des Punktes, die andere verwendet die 
Bewegung *) eines von einem festen Pole aus gezogenen Radius 
vector um zum Ziele zu gelangen. 



A. Die Fundamental -Methode. 

$. 1. Das einfach ausgedehnte Kontinnnm der Zeit und die 

Bahn der Bewegung. 

1. 

Die Zeit ist ein unendliches^) Kontinuum von einer Dimen- 
sion und läfst sich infolge dessen durch gewisse einfach ausge- 
dehnte Raum-Kontinua, d. h. durch Linien abbilden. 

Die einfachste Darstellung der Zeit hat man in der graden 
Linie gegeben, es liefsen sich aber eben so wohP) eine Parabel, 
ein Hyperbel-Ast, eine Schraubenlinie etc. benutzen. 

Um eine solche Darstellung durchzuführen, fixiert man zu- 
nächst auf der zu Grunde gelegten Linie — hier mag ein für alle 
Mal die Grade gewählt werden — einen bestimmten Sinn und läfst, 
mit diesem fortschreitend, auf einander folgenden Punkten auf ein- 
ander folgende Zeit-Momente entsprechen. Man stellt auf diese 
Weise den Flufs der Zeit durch die Bewegung eines Punktes (Z' 
auf einer Graden dar. Die augenblickliche Lage des Punktes (Z^ 
bezeichnet die Gegenwart, während sich Vergangenheit und Zu- 
kunft von ihm aus nach der einen und nach der andern Seite ins 
Unendliche ausdehnen. 



1) Welche anf einen Kreis und auf eine Grade als Hülfs-Bahnen zurückweist. 

2) Die Begriffe des ^Unbegrenzten" und des „Unendlichen** sind sorgfaltig 
aus einander zu halten. Vergl. Biemanns Habilitations-Schrift, Über die Hypo- 
thesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen, 1854 und Frischauf, Elemente 
der absoluten Geometrie, 1876, S. 5. So ist z. B. die Kreis-Peripherie eine un- 
begrenzte Linie, welche nicht unendlich ist. 

3) Es lassen sich zunächst alle unendlichen Linien ohne Singularitäten 
verwenden. Will man andere wählen, so bedarf es gewisser Festsetzungen. 

10* 



- 148 — 

Um die Lage von Z angeben zu können, mufs man einen 
festen Punkt einfuhren: die Strecke OZ, welche der Gröfse 
und Lage nach fixiert ist, bestimmt die Lage von Z in eindeutiger 
Weise. Die Strecke OZ mifst aufserdem durch ihre Länge die 
Dauer des durch OZ dargestellten Zeit-Teils und bestimmt zu- 
gleich durch ihre Lage innerhalb der Graden dessen Lage inner- 
halb der Zeit (Figur 20). 

O Z A B 
-CD- > -H > I 1 1» ->. ^00 

20. 

Nachdem einmal der Punkt 0, dessen Lage innerhalb der 
Graden zunächst ganz willkürlich war, gewählt worden, ist jede 
Zeit-Bestimmung in eindeutiger Weise durchführbar. 

Für zwei beliebige Lagen (A und B) von Z hat man die 
Gleichung : 

OA -f AB = OB, d. h. 
AB = OB — OA. 
Die Strecke AB, welche der Gröfse und Lage nach bestimmt 
ist, mifst durch ihre Länge die Dauer des durch AB dargestellten 
Zeit-Teiles und bestimmt zugleich durch ihre Lage innerhalb der 
Graden dessißn Lage innerhalb der Zeit. 

Unter Umständen wird es genügen, nur die Dauer eines Zeit- 
Teiles zu berücksichtigen, oft aber wird man auch dessen Lage 
innerhalb der (ganzen) Zeit in Betracht ziehen müssen. 
Im gemeinen Lehen heschränht man sich bald auf die Angäbe 
einer Dauer von 5 Minuten, 16 Stunden, 27 Jahr etc,, bald sieht 
man sich gezumngen Zeit -Teile zum Anfangs - Funkte unserer 
Zeitrechnung {Geburt Jesu) oder zu anderen bestimmten Zeit- 
Punkten in Beziehung zu setzen, Ersteres geschieht^ wenn uns 
Zeit- Teile von gleicher Bauer gleichartig erscheinen, letzteres tritt 
ein, wenn verschiedene Zeit-Teile von gleicher Bauer in irgend 
welcher Hinsicht für uns verschiedenen Wert besitzen» 

Für die vollständige Bestimmung eines Zeit- Teiles wendet man 
stets das oben {durch die Gleichung AB = OB — OA) be- 
zeichnete Verfahren an: man fixiert in Bezug auf einen be- 
stimmten Anfangs-Punkt die beiden Zeit-Momente A und JB, 
welche den darzustellenden Zeit-Teü A B begrenzen, 

Ist z. B, der große Freiheitskrieg der Verbündeten gegen 
Napoleon 1 als ein solcher Zeit-Teil gegeben, so genügen die An- 
gaben „3ter Februar 1818^ und ^20ster November 1815^, wenn 
man ein für alle Mal den Zeit-Moment *) der Geburt Jesu als 
Anfangs-Punkt der Zeitrechnung eingeführt denkt. 

Des öfteren kann eine Verlegung des Anfangs - Punktes 
zweckmäfsig erscheinen. Dieselbe läfst sich in doppelter Weise 



1) Dafs dabei gewisse Korrektaren eintreten müssen, ist für die Vorstellung 
dieser ganzen Verhältnisse unerheblich. 
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ausführeft : der neue Anfangs-Punkt wird von aus entweder in 

der „Richtung + ^^ ^^er in der „Richtung — oo^ verschoben. 

Im ersten Falle — der neue Anfangs-Punkt mag 0, heifsen 

— hat man bei einer Verschiebung z für jeden Punkt Z die 
Gleichung : 

00, + 0,Z =: OZ, d. h. 
0, Z = OZ — z. 

Im zweiten Falle — der neue Anfangs-Punkt mag O.^ heifsen 

— hat man bei einer Verschiebung z för jeden Punkt Z die 
Gleichung : 

0^0 -f OZ = O2Z, d. h. 
0.2Z= OZ + z. 

Durch eine solche Verlegung wird die Lage eines bestimmten 
Zeit-Teiles AB geändert, während dessen Daner dieselbe bleibt. 

In Bezug auf den Sinn ist Folgendes zu bemerken: Wenn 
Z innerhalb der Strecke CKO, oder innerhalb der Strecke O2O 
liegt, so haben OZ und ö, Z oder OZ und O^Z entgegenge- 
sehen Sinn, wenn Z aufserhalb der Strecke 00, oder anfser- 
halb der Strecke O.2O liegt, schaben OZ und 0, Z oder OZ und 
O2Z denselben Sinn. 

Dabei ergiebt sich der ein, für alle Mal fixierte Sinn, in 
Übereinstimmung mit welchem oder im Gegensatz zu welchem der 
Sinn einer beliebigen Strecke festgesetzt wird, durch die an die 
Spitze gestellte Annahme, dafs ein Fortschreiten in demselben dem 
Flufse der Zeit, d. h. einem Übergange von der Gegenwart zur 
Zukunft entspricht. 

Diesem positiven Sinne steht der negative Sinn gegenüber, 
in welchem man fortzuschreiten hat, wenn man einen Übergang 
von der Gegenwart auf die Vergangenheit darstellen will. 

Bei dieser Festsetzung weisen positive Werte von OZ stets 
auf die Zukunft hin, während negative Werte von OZ stets auf 
die Vergangenheit hindeuten. 
Ein negativer Wert einer Zeit-Dauer, welchen die Rechnung an- 
giebty iseigt demnach an, dafs ein Ereignis vor einem bestimmten 
andern eingetreten ist, während ein positiver Wert einem Ereig- 
nisse seine Stelle nach einem bestimmten andern anweist. 

Bei allen diesen Lagen-Bestimmungen — es handelt sich um 
die Fundamental' Methode für Punkte — mufs die Festsetzung 
des Sinnes sorgfältig beachtet werden, so dafs AB und BA 
Stücke entgegengesetden Sinnes sind, welche dieselbe Länge und 
Endpunkte von gleicher Lage haben. 

Die Bewegung des Punktes Z auf seiner Graden^ welche 
den Flufs der Zeit in räumlicher Anschauung vermittelt, ist nun 
das Mafs für alle Bewegungen. 

Man nennt diese Mafs-Bewegnng^ deren Einheit eine be- 
stimmte Zeit-Daner ist, eine gleichförmige Bewegung, um da- 
durch ihre EigentOmlichkeit zu bezeichnen, welche sich zwar 
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des näheren erläutern aber nicht des weiteren defi- 
nieren läfst. 

Die Zeit'-Datier tritt hier als zweite Einheit der Mechanik 

neben die Länge, während sich später die Masse als d/ritte 

Einheit hinzugesellt 

Was in letzter Instanz Länge, Bauer und Masse sind, läßt 

sich nicht definieren, weil diese Begriffe eine große Schar anderer 

Begriffe konstituieren helfen und dabei selbst „grundlegend^ sind. 

Man muß sich damit begnügen , auf diese Begriffe hinzuweisen 

und sie zu erläutern. 

2. 

Die Linie, welche ein bewegter Punkt W durchläuft, heifst 
die Bahn der Bewegung. 

Indem man die Lagen-Änderung des Punktes W auf seiner 
Bahn mit der Lagen-Änderung des Punktes Z auf seiner Graden 
vergleicht, gelangt man zu einer Darstellung der Bewegung von W. 
Dazu ist erforderlich, dafs man für die Bahn der Bewegung 
einen bestimmten Sinn fixiert , und auf ihr einen festen Punkt P 
einführt, von dem aus die Entfernung von W gemessen werden 
soll. Positive Werte von PW entsprechen dem so fixierten Sinne, 
negative einem entgegengesetzten Fortschreiten. 
Es handelt sich um die Fundamental- Methode der Lagen- Be- 
stimmung eines Punktes. 

Am einfachsten ist es, irgend eine Lage von W, welche durch 
die Bewegung dargeboten wird, als Lage von P zu fixieren und 
durch das hier gegebene Fortschreiten von W den Sinn der Bahn 
bestimmt zu denken. 

In einem bestimmten Zeit-Momente, welcher durch eine be- 
bestimmte Lage Zi des Punktes Z dargestellt wird, mag der Punkt 
W die Lage Wi haben, so dafs der Zeit-Dauer OZi das Weg-Stück 
PWi entspricht. Die Punkte Z\ und Wi, beziehungsweise die 
Strecken OZi und PWi sollen zusammengehörig genannt und in 
ihrem Zusammenhange, wo es nötig erscheint, durch (Z,, W,), 
beziehungsweise (OZi, PWj) bezeichnet werden, so dafs eine 
Keihe solcher zusammengehöriger Lagen von Z und W durch 

(Z,, W,), (Z.2, W.2) Zn, Wn), beziehungsweise durch 

(OZ,, PWi), (OZ2, PW2) . . . . (0Z„, PW„) dargestellt werden 
kann. 

Wenn es nun gelingt, einen ßechnungs- Ausdruck zu finden, 
welcher für jedes P Wi das zugehörige Zi , beziehungsweise für 
jedes OZi das zugehörige PWi zu bestimmen gestattet, so wird 
die in Aussicht genommene Vergleichung der Bewegung von W 
mit der Bewegung von Z durchgeführt sein, weil man dann im 
Stande ist, den Ort von W für jeden Zeit-Moment anzugeben, be- 
ziehungsweise festzustellen, welche Zeit-Dauer verflossen war, als 
W in diese oder jene Lage gelangte. 
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Die Forderung einen solchen Rechnnngs- Ausdruck darzustellen, 
welcher eine unendliche Reihe von zusammengehörigen Werten 
(OZ , PWi) zweier Gröfsen (OZ und PW) liefert, erinnert an die 
Verhältnisse, welche bei diophantischen Gleichtungen , beziehungs- 
weise bei unterbestimmten Gleichungs-Systemen obwalten. 

Wenn man OZ mit t und PW mit s bezeichnet, so gehen die 
diophantischen Gleichungen at'\'hs-\'C=0 oder 

af^ + 2lts -f CS« + 2dt'\- 2es + f= 
etc. bestimmte Beziehungen zwischen s und t an, so da/s einem 
willkürlieh festgesetzten oder vorgeschriebenen Werte von t ein 
{beziehungsweise mehrere ^) durch die Gleichung gegebener Wert 
von 8 entspricht und umgekehrt. 

In der That läfst sich jede irgend wie bestimmte Beziehung 
zwischen OZ und PW im allgemeinen durch eine diophantische 
Gleichung dargestellt denken, welche nnendlich yiele Wert-Paare 
der beiden Unbekannten liefert, wenn man die eine z. B. OZ von 
bis a wachsen läfst und jedesmal die zugehörigen Werte von 
PW als ausgerechnet voraussetzt. 
Eine solche Beziehung zwischen Z und PW sei durch folgendes 
Schema angedeutet: 

OZy^ = 1, PWi = 2; OZ2 =2, PW2 = 8; OZ^ = 3, 

PWs = 18 . . , . 
Man gelangt hier zu der äufserst einfachen diophantischen 
Gleichung : 

2t^ = s. 
Dieser Gleichung entspräche dann weiter: 

t = 0, s = 0;t = j, s = -^;t= j, S = -; 

^ = 4-, 5 = 1,125. 
4 

Ist man erst zu einer umfassenden Gleichung gelangt, so 

findet man für jeden wiUMrlich angenommenen Wert von t oder 

s einen (oder mehrere)^ durch die Gleichung gegebene, Werte von 

s oder t. 

Das Ziel der Untersuchung ist in jedem Falle der Nachweis 
einer bestimmten Gleichung zwischen OZ und PW. 

Für die Herleitung einer solchen Gleichung müssen bestimmte 

Beziehungen zwischen einzelnen Wert-Paaren (OZi, PWi) gegeben 

sein, aus denen man auf eine allgemeine Beziehung zwischen den 

Werten jedes Paares (OZ, PW) schliefsen darf. 

Solche Beziehungen zwischen ei/n^el/nen Werte-Paaren ^ welche 

z. B. für Übungs ' Aufgaben willkürlich angenommen werden 

können , müssen bei Bewegungen, welche in der Natur gegeben 

sind, durch Beobachtung ermittelt werden, 

1) Dabei ist zu bemerken, dafs W zu einer bestimmten Zeit nur an einem 
Orte sein kann, dafs aber derselbe Ort in verschiedenen Zeit-Momenten erreicht 
werden kann. 
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Dabei Jcotnmt das induktiv-dedMive Verfahren der Erfahrungs- 
Wissenschaften zur Geltung, Aus einzelnen Beobachtungen sucht 
man eine allgemeine Beziehung herzuleiten, welche man wiederum 
an einzelnen Beobachtungen zu prüfen hat, wobei dieselbe eventuell 
umzugestalten ist etc. 

Wenn z. B. nur t =^ 2, s •= 17 und t = 3^ s == 34 durch 
Beobachtung gegeben ist, so wird die Annahme s = (t — 1) 17 
- genügen um für t ^= 2 und t ^= 3 die Werte s = 17 und 
s ^= 34 herzuleiten. 

Findet man nun außerdem t = 4, s = 57, so sieht man sich 
veranlaßt j entweder der neuen Beobachtung zu mißtrauen oder 
die gemachte Annahme aufzugeben, da die Beobachtung (t = 4, 
s = 57) und das Gesetz (t •= 4^ ä = 51) nicht mit einander 
im Einklang sind. 

Bestätigt sich nun die Beobachtung und findet man außerdem 
für t =^ 5 den Wert s = 86^ so wird das anfänglich ange- 
nommene Gesetz für fehlerhaft konstruiert gelten müssen. 

Die S'Beihe 17, 34, 57, 86 j welche der t-Reihe 2,3,4,5 
entspricht, liefert aber die Differenzen 17, 23, 29 und deutet 
demnach auf eine arithmetische Reihe 2ter Ordnung hin, deren 
allgemeines Glied s = 17 + 14 n -\- 3n'^ durch die Substitution 
n ^^ t — 2, in s = 3 f^ -{- 2 t -{- 1 übergeht. Dieses Gesetz, 
welches alle bisher gegebenen Werte -Paare umfaßt, muß nun 
wiederum an den Beobachtungen geprüft werden etc. 

Es bleibt noch übrig zu zeigen, inwiefern das hier eingeführte 
Mafs OZ durch die gebräuchliche Zeit -Messung, also im be- 
sonderen durch die Ablesung an Uhren, zu irgend welchen Längen- 
Mafsen PW in Beziehung gesetzt werden kann. 

3. 

Es wurde schon im Eingange bemerkt, dafs die Bahn von Z 
durchaus nicht als grade Linie angenommen werden mufste, wäh- 
rend eine grade Zeit-Bahn für die Anschauung allerdings zunächst 
vom Vorteil ist. 

Wenn man von einer Graden ausgeht und sich dieselbe als 
völlig biegsam vorstellt, so kann man aus dieser einfachsten Form 
unter Erhaltung aller übrigen Annahmen durch Verbiegungen eine 
unendliche Schar anderer Formen herleiten. 

Man kann z, B. eine horizontale Grade, rechts und links von 0, 
gleichmäßig nach u/nten hin zur Form einer Parabel gekrümmt 
denken, so daß deren aufsteigender Ast (links) für die Ver- 
gangenheit bezeichnet, während ihr absteigender Ast {rechts) für 
die Zukunft darstellt. 

Man kann atich eine vertikale Grade, oben und unten von 0, 
gleichmäßig als Schrauben-Linie gewickelt denken, so daß der 
untere Teil für die Vergangenheit darstellt, während der obere 
Teil für die Zukunft bezeichnet. 



— 153 -^ 

In beiden Fallen ist dann für Z der Sinn des Fortschreitens, 
welcher dem Flusse der Zeit entspricht, eindeutig gegeben. 

Unter allen möglichen Verlegungen der geraden Zeit-Bahn ist 
eine Art von hervorragender Bedeutung, weil dieselbe das unbegrenzt 
unendliche Kontinuum in ein unbegrenzt endliches Kontinuum ver- 
wandelt und daher eine volle Darstellung dieser Verhältnisse in 
irgend welchem physischen Material (z.B. als Zeichnung auf Papier 
etc.) gestattet. Wenn man nämlich eine geschlossene Kurve z. B. einen 
Kreis beschreibt, welcher die gerade Zeit-Bahn in berührt und erst 
den ^AstO . . . . -}- oo^ und dann den ,,Ast ....—- c»^ auf 
die Peripherie dieses Kreises so aufgewickelt denkt, dafs die ganze 
Grade in einheitlichem Sinne gewunden erscheint, so wird der 
Punkt Z die Kreislinie stets in demselben Sinne durchlaufen und 
dabei mit dem festen Punkte unendlich viele Male zusammenfallen. 
Dieselbe Vorstellung ergiebt sich, wenn man die gerade Zeit-Bahn 
zu einher Schraubenlinie aufgewicJcelt und deren einzelne Windungen 
auf einander gepreßt denkt. 

Jeder ganze Umgang des Punktes Z, d. h. jeder Übergang 
von zu giebt eine bestimmte Zeit-Dauer an, welche für Mes- 
sungen als Einheit gewählt werden kann, da sie für alle Umgänge 
denselben Wert hat. 

Während eines Umganges wird die Zeit- Dauer durch den, 
von aus bereits zurückgelegten , oder durch den , noch, bis 
zurückzulegenden, Bogen ZO gemessen, so dafs man bei jeder 
Zeit-Bestimmung (AB) mit dem Abzählen eine Reihe von ganzen 
Umläufen (n) und mit zwei Bogen-Messungen (AO und OB) aus- 
kommt (Figur 21). 




-cx)- ^ ^1 X |> » + 00 



21. 

Bei einer gewöhnlichen Uhr mit einem Zeiger sind die hier 
dargestellten Verhältnisse ausgeführt. Wenn ein Umgang des 
Zeigers einer Stunde entspricht, so liefern die Bogen A und B 
Bruchteile einer Stunde. 

Für die Bogen-Messung sind Teil-Striche angebracht, welche 
mit Zahlen versehen sind. Einteilung und Numerierung entsprechen 
der üblichen Zeit-Messung, d. h. Sekunden, Minuten, Stunden etc. 
Bei einer Uhr mit mehreren Zeigern wird ausserdem das Ab- 
zählen der ganzen Umgänge erspart, indem das Räderwerk 
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hei jedem vötlen Umgänge des ersten Zeigers einen zweiten Zeiger 
um einen Teilstrich verschiebt, um vielleicht wiederum hei jedem 
vollen Umfange des zweiten Zeigers einen dritten Zeiger um einen 
Teilstrich weiter rücken zu lassen etc. 

Da nun jede Zeit-Messung im allgemeinen durch die Kreis- 
Bewegung der Spitze eines Uhrzeigers vermittelt wird, deren ein- 
zelne Umgänge in ihrer Gesamtheit der geraden Zeit-Bahn in einer 
hestimmten Form der Verbiegung entsprechen, so rechtfertigt sich 
auch im allgemeinen die oben ausgesprochene Behauptung, dafs 
die Bewegung eines Punktes W auf seiner Bahn dargestellt wird, 
indem man dieselbe mit der Bewegung von Z vergleicht. 

In den Wasseruhren entspricht hei cylindrischem Gefäfse das 
Fallen oder Steigen eines Wasserspiegels, welcher eine abfließende 
Wassermenge begrenzt, der Bewegung von Z. Von den Sand- 
uhren gilt analoges. 

Da aufserdem jede Zeit-Messung in letzter Instanz auf den 
Stemtag zurückweist, bei dessen Feststellung die scheinbare Kreis- 
Bewegung eines Fixsternes (Z) und sein Durchgang durch einen 
bestimmten Punkt (0) des Meridianes in Frage kommt, so ist die 
in Rede stehende Behauptung vollständig gerechtfertigt. 
Dem kreisenden Fixstern Z, auf dessen Bahn der Merulian einen be- 
stimmten Punkt feststellt, entspricht die kreisende Spitze eines Uhr- 
zeigers, auf deren Bahn ein fester Punkt als Marke vorhanden ist. 

Für die Vergleichung irgend einer in der Natur gegebenen 
Bewegung mit der mafsgebenden Bewegung werden in verschiedenen 
Fällen verschieden geartete Beobachtungsmittel notwendig sein, 
wobei es sich stets darum handeln wird, die Zusammengehörigkeit 
von einzelnen Werte-Paaren (0 Z| , P Wj) mittelbar festzustellen, 
wenn dieselbe nicht unmittelbar gefunden werden kann. 

Für die Erläuterung einer solchen Vergleichung ist die Atwood- 
sche Fallmaschine von hoher Bedeutung, zumal hier die gesuchte 
Zusammengehörigkeit fast unmittelbar gefunden werden kann. 

Erfahrungsmäfsig steht fest, dafs an der Erdoberfläche zwei 
Körper von gleicher Masse, welche an den beiden Enden eines 
über eine Rolle geführten, sonst aber frei beweglichen Fadens be- 
festigt sind, in Ruhe bleiben, während unter übrigens gleichen Um- 
ständen zwei Körper von verschiedener Masse in Bewegung geraten. 

Wenn man zwei Körper (I und II) von gleicher Masse (m, 
und mg) in der angegebenen Weise vor einer vertikalen Skala auf- 
hängt und aufserdem eine Reihe von Körpern konstruiert denkt, deren 
Massen (|x, , (Xj , [Xg . . . |Xn) gegen die Massen (mi und mg) der 
befestigten Körper relativ klein sind, so hat man denjenigen Teil 
einer Atwo od sehen Maschine im Schema*) hergestellt, welcher 
zur Messung von PWi verwendbar ist (Figur 22). 



1) Das Gefüge komplicierter Maschinen durch einfache Schemata dem Ver- 
ständnisse des Schülers zu erschlieCsen, scheint eine immer noch nicht genugsam 
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Der andere Teil, welcher die Messung von OZi ermöglichen 
soll, besteht ans einer Uhr, die mit Hülfe eiues Schlagwerkes für 
das Ohr des Beobachters immer nach Äblanf derselben kleinen 
Zeit-Dauer ein Zeichen giebt, so dafs man nicht gleichzeitig Ziffer- 
blatt und Skala zu übersehen gezwungen ist. 

Wenn es unmöglich scheint in demselben Momente verschiedene Tei- 
lungen SU übersehen, deren Beihen doch gleichzeitig abgelesen 
werden sollen, so muß man Übertragungen eintreten lassen, 
welche das unter diesen Verhältnissen Unmögliche unter anderen 
Bedingungen möglich machen. 

Belastet man nun den Körper II, nachdem 
die Lage (W,) eines seines Punktes W auf der 
Skala abgelesen wurde '), durch einen der Zusatz- 
körper jii, so hängt auf der einen Seite z. B. die 
Masse m^ -|- \>.\, während auf der andern Seite 
die Masse m, angebracht ist. Hält mab das 
System während der Belastung in der ursprung- 
lichen Lage fest, bis ein Schlag des Uhrwer& 
ertönt, so beginnt die Bewegung mit dem An- 
fange einer bestimmten, durch die Ühr ange- 
zeigten, Zeit>-Dauer t, deren Ende durch einen 
zweiten Schlag bezeichnet wird. Wenn man 
nun für jeden SchlEig die Lage von W abUest, 
so erhält man eine Reihe von Werte-Paaren 
(OZi , PWj), wobei zu bemerken ist, dafs der 
erste Schlag einem Zeit-Moment Z , der zweite 
dem Zeit-Momente Zi = OZ, -|- x, der dritte 
dem Zeit-Moment Z3 = Z^ -^ 2 t etc. ent- 
spricht. 

Wenn das Uhrwerk 0. B. Sekunden schlägt, 

und manPW, = 0.045 m, Plfi = 0,170m, 

PWt = 0,545 m, PW^ = 1,170 m ßndet, 

so hat man TT, TFj = 0,135 m, W,Wi = 0,500 m, 

W, Wt = 1,135 m utKi Z,Zi = 1", ZJ^ = 3", Z^Z^ = 3" 
Man schliefst demmüh, da 



W,W3 = l.^m, WiWs 



W^W^ 



■ 3-0 



ist, auf ein Gesetz 

W,Wi = -| (2, 2,)'. ä.h. auf (s — PF,) = | (' — OZ,y. 
Dieses Gesetz, welches durch Verlegung der Anfangs-Punkte 



beMhtete Forderung m sein. Woa die Technik der AnsfuhinDg anlangt, so ist 
dieselbe am Modelt sehr leiclit und dnrch Zeicbnnngea sehr achwer begreitlich 
ED machen. 

1) Der Veranch läfst sich anch anders anordnen. 
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auf die Form s' = -— (^') - gebracht werden kann , ist »mn des 

o 

weiteren durch Beobachtungen zu prüfen. 

Dasselbe bestätigt sich übrigens in der Weise ^ dafs hier für 

s 
jedes fi/ eine Bewegung eintritt , für welche ^ eine Konstante 



iz. B. —\ ist. 



In diesem einfachen Falle, welcher durch die Atwoodsche 
Maschine demonstriert werden kann, ist die Bahn von W eine 
vertikale Grade, welche zu den Skala-Reihen unter rechten Winkeln 
geneigt ist, während die Bahn von Z durch eine kreisende ühr- 
zeigerspitze angegeben wird. 

Statt der letzten Bewegung kann man auch den Hin- und Hergang 
der Pendelspitze benutzen, wobei übrigens nur staU der kreis- 
förmigen Bewegung deren Projektion verwandt wird. 

Denselben einfachen Fall kann man auch dadurch erläutern, 
dafs man in gleichen Abständen a an der Skala Glocken angebracht 
denkt, welche der bewegte Körper im Vorbeigehen zum Tönen 
bringt, während man selbst für jeden Glockenschlag auf dem Ziffer- 
blatte die Zeit abliest. Hier hat man, nachdem PW, festgestellt ist, 
P Wo =-- PW, + a, PW, = P W, -f 2a, PW4 = P W, + 3a etc., 
d. h. W,Wo = a, W.W3 = 2a, W1W4 = 3a etc. zu setzen, 

während man Zi Zj, Z, Z.,, ZjZ4 etc. proportional mit l/ö" V2a, 

l/3a etc. findet. 
Die Ausführung dieses Gedankenganges würde allenfaüs ermöglicht^ 
wenn an dem sinkenden oder steigenden Körper ein Metallstift 
angebracht wäre , welcher auf einer , in gleichen Abständen hori- 
zontal mit Metalldrähten durchzogenen, Holzskala gleitet: ein gal- 
vanischer Kontakt, welcher bei jeder Berührung von Stift und 
Draht ein Schlagwerk in Bewegung setzt, würde hier die Bewe- 
gung von W für das Ohr vermitteln, während das Äuge die Be- 
wegung von Z verfolgt. 

Für weniger einfache Fälle, wo Vermittelungen der mannig- 
fachsten Art notwendig sind, ist die Kenntnis allgemeiner Gesetze 
über den Zusammenhang zwischen je zwei beliebig herausgegriffenen 
Bahnstücken ZiZ^ und WiW^ von hoher Bedeutung. 

§. 2. Die Reihe der Bahn-Inkremente. 

Ein bestimmtes Stück der Bahn wird im allgemeinen ') in 
einem bestimmten Zeitteile durchlaufen; man spricht infolgedessen 
von zusammengehörigen Teilen der Bahn und der Zeit und drückt 

1) Bewegungen, bei denen zu endlichen Bahnstücken unendlich kleine Zeit- 
teile gehören, mögen von der Betrachtung ausgeschlossen bleiben. 
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diese Zusammengehörigkeit, wo es nötig erscheint, durch Indices 

aus. Dabei macht sich das Bedürfnis geltend, Bahnstücke und 

Zeitteile, welche nur ihrer Gröfse nach bestimmt zu denken sind, 

in der Bezeichnung zu unterscheiden von solchen, bei welchen auch 

Lage und Sinn in Betracht zu ziehen ist. Erstere mögen durch 

s und t, letztere durch [s] und [t] dargestellt *) werden, so dafs s 

die Länge von [s] und t die Dauer von [t] zum Ausdruck bringt. 

Unter diesen Voraussetzungen bedeutet z, B. [Sti ein vollkommen 

bestimmtes Stück [s] der Bahn, zu welchem der Zeitteil [t] gehört, 

während man umgekehrt unter [tg] einen vollkommen bestimmten 

Teü [t] der Zeit zu verstehen hat, in welchem das Bahnstück \s\ 

zurüdcgelegt tcird. 

Zerlegt man den Zeitteil [t], welcher zu einem bestimmten 
Stücke [s] der Bahn gehört, in n auf einander folgende Teilchen 
[t|], [t2] . • . • |tn] von gleicher'^) Dauer t, so entspricht den- 
selben eine Reihe von auf einander folgenden Bahnstücken 
[s,], [sj . . . [Snj, welche die zu [t] gehörige Reihe der Bahn- 
Inkremente *) heifsen mag. 

Läfst man n mehr und mehr wachsen, so werden die Gröfsen 
t, , t., . . . tn und im allgemeinen ■*) auch die Gröfsen s, , Sa . . . s„ 
immer kleiner und kleiner .... dabei ist stets n . x = t. 

An der Grenze (d. h. für lim n = oo) erscheint das Bahn- 
stück [s] in unendlich viele Stücke von unendlich kleiner Länge 
zerlegt. Man nennt dieselben Elemente des Bahn-Stückes [s] und 
bezeichnet ihre Gesamtheit in der gegebenen Aufeinanderfolge als 
die zu [t] gehörige Reihe der elementaren Bahn-Inkremente. 

Während die auf einander folgenden Zeitteile [tj, [t^l . . . [t„] 
der Bestimmung gemäfs alle von gleicher Dauer sind, wird die 
Reihe der Bahn-Likremente — mögen dieselben von endlicher oder 
unendlich kleiner Länge sein — im allgemeinen nicht aus gleichen 
Gliedern bestehen. 

Das Gesetz einer Inkrementen-Reihe (d. h. die Formel, 
welche aus jedem Gliede der Reihe das folgende Glied herzuleiten 
gestattet) wird durch die Art der zu untersuchenden Bewegung 
eindeutig bestimmt. 

Es ist die Frage, unter welchen Umständen andererseits ein 
solches Gesetz dazu dienen kann, die Bewegung auf [s] vollständig 
darzustellen, d. h. die Lage des Punktes auf [s] für jeden Zeit- 
Moment (S. 146) anzugeben. 

Wenn aufser dem Gesetze der Inkrementen-Reihe das erste 
Glied derselben (s,) und die Anzahl (n) ihrer Glieder gegeben ist. 



1^ Im Hinblick auf spatinm und tempus. Vergl. Schell, Theorie I, S. 10. 

2) Wollte man dieser Zerlegung irgend ein anderes Gesetz zu Grunde 
legen, was vollkommen zulässig wäre, so würde man die Untersuchung unnötiger 
Weise verwickelter machen. Vergl. dagegen die Note 2 auf S. 11. 

3) Statt der deutschen Bezeichnung „Zuwachs" mag im Hinblick auf die 
Pluralbildnng ,,Inkrement'* gewählt werden, was übrigens auch sonst üblich ist. 

4) S. Anmerk. 1 S. 156. 
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so kann man die Lage des Punktes fiir den Endmoment *) jedes 
Zeitteiles aus der Reihe [tj], [tgl .... [tn] angeben, während fiir 
die dazwischen gelegenen Momente nichts bestimmt ist. 

Man wird eineum so genauereBestimmung erreichen, je 
gröfser die Anzahl (n) der gleichen Zeitteile ist und wird zu 
einer ToUständlgen Bestimmung gelangen, wenn man statt einer 
beliebigen Inkrementen-Reihe die elementare Inkrementen-Reihe 
wählt. 

Der Umstand, dafs hier das erste (und ebenso jedes andere) 
Glied (s,) unendlich klein ist, fuhrt zu gewissen Schwierigkeiten, 
welche man dadurch umgeht, dafs man statt s, , S2 . . . . Sq die 

Verhältnisse — , —....— betrachtet, welche endlich bleiben. 

TT T 

So wird man darauf gefuhrt, Gröfsen einzuführen, welche sich 
als Quotienten aus Weglänge und Zeit-Dauer darstellen. 

Die Zerlegung der Kreisperipherie in unendlich viele Teüe von 
unendlich Meiner Länge ist aus der JElementar- Geometrie {Be- 
rechnung der Zahl n) bekannt. Eine solche Zerlegung ist für 
jede Kurve auf sehr verschiedene Weisen möglich. Bei dem Be- 
wegungs- Probleme umrde dieselbe durch die Forderung gegeben 
zu Zeitteilen von gleicher Dauer die eugehörigen Bahnstücke zu 
bestimmen, welche im aUgemeinen nicht von gleicher Länge sind. 

Dafs Verhältnisse , von unencßich Meinen Gröfsen endlich Meihen 
können; zelgt^ie Betrachtung eines systenuxtisch erweiterten Bruches. 
Es isfz. B, 



5 
4 



Wenn n mehr und mehr wächst, so wird S (—) ebensowohl 

als 4 ( — 1 immer kleiner und Meiner, An der Grenze {d. h. 

für lim n = oo) werden Zähler und Nenner unendlich Mein und 

3 
doch bleibt ihr Verhältnis endlich, nämlich ~, 

4 

Das Zeichen des Grenz -Überganges li/m ist ein Operations- 
Zeichen ^) wie -j- wwd — etc. Es drückt die Forderung aus, eine 
Grö/se immer mehr wachsen oder immer mehr abnehmen zu 
lasseil. 

Das Unendlich-Kleine ist ebensowenig anschaulich dar-- 
steUbar, wie das TJn endlich-Gr ofs e, während man sich ein stets 
gesteigertes Wachstum ebensowohl wie eine immer gesteigerte Ab- 
nahme trotzdem denken kann. 



1) Beziehungsweise Anfangs-Moment. 

2) Abgeleitet Ton limes. 
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Wenn in irgend einem Bechnungs-Ausdrucke eine Größe n 
enthalten ist, welche man sich mehr und mehr gesteigert oder mehr 
und mehr verringert denken soll, so wird sich der Ausdruck s 
dabei bald in diesem , bald in jenem Sinne ändern. Unter dem 
Grens- Wert (d. h, unter dem Werte an der Grenze der geforderten 
Steigerung oder Abnahme) des Ausdruckes hat man den Wert 
ssu verstehen, dem sich der Ausdruck bei der durch lim bezeich- 
neten Operation mehr und mehr nähert. 

Um ein Abnehmen über aUe Mafsen anzudeuten, wählt man 
das Zeichen 0, um ein Zunehmen über alle Mafsen anzudeuten, 
wählt man das Bild oo . . . . damit sind die Mittel für eine 
Darstellung der hier auftretenden Verhältnisse vollständig gegeben. 

So stellt z. B, das Bild lim (—] die Forderung dar in 

dem Bruche — die Gröfse n mehr und mehr abnehmend zu denken 

n 

und den Grenz- Wert dieses Wachsens, welcher hier durch oo be- 
zeichnet werden muß, festzustellen. So bezeichnet ferner das 

Zeichen liml—\ die Forderung in dem Bruche — die Größe 

n mehr und mehr wachsend zu denken und den Grenz -Wert 
dieses Wachsens, welcher hier durch bezeichnet werden muß, 
festzustellen. 

Diese Verhältnisse treten schon in der Theorie der arithmetischen 
und geometrischen Beihen erster Ordnung auf, sobald es sich darum 
handelt, zu erforschen, ob die Wort -Verbindung „Sum-me einer 
Beihe von unendlich vielen Gliedern^ überhaupt einen Sinn hat. 

Bezeichnet man die Summe von n Gliedern w, , u^y % . . . . w« 

einer Beihe mit Sn, so gelten für eine arithmetische Beihe erster 

Ordnung, deren Differenz d heißen mag, die Forfneln *) : 

, n (n— 1) j j n(n—l) , 

Sn = n ,Ui -| ^—^ , d und 5« = w . w« — -^—^ — - . o. 

Man überzeugt sich leicht, daß hier lim (Sn)n = «i ^w dem Grenz- 

n 
Werte oo führt , da Sn = -^ {^Ui — d-^-n. d) beziehungsweise 

/</ 

n 

Sn ==■ -^ {J^Un-i- d — n. d) gesetzt werden kann. 
/</ 

Andrerseits gilt für eine geometrische Beihe erster Ordnung, 

deren Quotient q heißen mag, die Summenformel: 

1 — q"" ^ Ui Ui q^ 



Sn = Ui 



1 — q. 1 — a 1 — i 



1) Wenn man eine arithmetische Reihe stets in demselben Sinne verlaufen 
läfst, in welchem die Zahlen-Reihe verläuft, so gelangt man einerseits zu unend- 
lichen Reihen mit Anfangs-Glied, andrerseits zu unendlichen Reihen mit £nd-Glied, 
während eine dritte Form aus der Komposition dieser beiden Formen resultiert. 
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Hier ist 
lim 



im (*,).=. = lim (y^)__ - «»» (^_^) 



OD 



Der erste Teil ist von n unabhängig, so da/s hier beim Wachsen 
oder Abnehmen von n keine Änderung eintritt. 

Der zioeite Teü hat die Form -- ~ — lim (^")»= •• 

Bezeichnet man den Zahlenwert von g, d. h, den absoluten Be- 
trag dieser Größe durch \q\, so gut: 

Wenn \ q \ <: 1 ist, so nimmt | g | * ab, wenn n zunimmt und 
man hat lim (g")nr= <x = 0, d. h. lim {Sn)n = « bleibt endlich. 

Wenn \ q \ > list, so nimmt {q]'' zu, wenn n wächst und man 
hat lim (^")„«oo = <». 

Wenn \ q\ ^= 1 ist, so besteiht die Beihe aus n gleichen Glie- 
dern^ so dafs auch hier lim (s„)„«oo = co ist. 

f. 3. Die Geschwindigkeit. 

Wenn man die Länge s eines bestimmten Bahnstückes [s] 
durch die Dauer t des zugehörigen Zeit-Teiles [t] dividiert, so ge- 
langt man zu einem Quotienten 

s 

Dieser Quotient, welcher die mittlere Geschwindigkeit der 

Bewegung für das Bahn -Stück [s] genannt wird imd im allge- 
meinen für jedes [s] einen besonderen Wert hat, stellt eine neue 
von Längen- und Zeit-Einheiten durchaus verschiedene Einheit dar, 
welche sich als 

Länge 

Dauer 
charakterisiert. Von der Längen-Einheit (Meile, Meter, Fufs etc.), 
durch welche man den Weg mifst und von der Zeit-Einheit (Jahr, 
Tag, Sekunde etc.), durch welche man die Zeit mifst, hängt die 
Einheit der -Geschwindigkeit ab. Man hat z. B. 

Meile Meter Fufs 

r ßtjf* 

Minute ' Sekunde ' Stunde 
als solche Einheiten der Geschwindigkeit gegeben. 
Die Dimension der Gescliwindigkeit ist l.t'. 
Die JüafS'Zahl der mittleren Geschwindigkeit für ein bestimmtes 
Stück [s] stellt sich dabei als ein Bruch dar, dessen Zähler durch 
die MJafs-Zahl der Länge von [5] in einer bestimmten Einheit 
und dessen Nenner durch die Jüafs-Zahl der Dauer des zuge- 
hörigen [i\ in einer bestimmten Einheit gebildet ivird. 

Hat [s] eine Länge von 7 Metern, während das zugehörige [t] 
eine Dauer von 2 Sekunden besitzt, so hat man 

7 Meter ___ o k M®*®^ 

*^'^ "■ 2 Sekunde "~ ' Sekunde' 
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Ebenso wie es für die Umrechnung von Längen-Einheiten und 
für die Umrechnung von Zeit -Einheiten Beduktions- Formeln 
{z. B, 3,0784 Pariser Fufs = 3^86J2 Bheinländer Fuß oder 
86400 Sekunden Sternzeü = 86164 mittlere Sekunden) giebt, 
so giebt es au^h bestimmte Formeln für die Umrechnung von 
Geschwindigkeits-Einheiten, 

Diese Formeln entspringen stets aus BeduMions- Gleichungen 
für Längen- und Zeit-Einheiten, Da 1 Meter = 3,07 84 Pariser 

QfiAfif) 

Fufs und 1 mittlere Sekunde = ,^^^^ . Sekunden Sternzeit ist, 

86164 

so ist : 

Meter 86164 ^'^^c,. Pariser Fufs 

^ — 'Tir — öl — j- = oz..iA/. • 3,0784 '^ 



mittlere Sekunde 86400 ' ' Sekunden Sternzeit ' 

Man kann nun jeder Reihe von Bahn-Inkrementen eine Reihe 
von mittleren Geschwindigkeiten 

S| S.» Sn 



> j • • . • 

TT T 



zuordnen. Das Gesetz dieser zugeordneten Reihe, deren Glieder 
im allgemeinen von einander verschieden sein werden, hängt mit 
dem Gesetze der Inkrementen-Reihe durch die Proportion 

9[8i] • Tm = Si : s.> 
zusammen. 

Benutzt man die Reihe der elementaren Bahn-Inkremente, so 
gelangt man zu eiuer zugeordneten Reihe, deren Glieder als 
^mittlere Geschwindigkeiten in einem bestimmten Elemente der 
Bahn^ zu bezeichnen sind. Für diese Gröfsen hat man einen 
kürzeren Ausdruck eingeführt, indem man auf die Verteilung der 
Bahn-Punkte auf den Bahn-Inkrementen Rücksicht nahm. 

Bei einer beliebigen Inkrementen-Reihe sind zunächst die 
Punkte, welche auf den Inkrementen liegen, von den begrenzenden 
Punkten zu scheiden. Wenn man durch die Richtung des beweg- 
lichen Punktes die Richtung des durchlaufenen Inkrementes be- 
stimmt denkt, so erscheint jeder begrenzende Punkt als Anfangs- 
Punkt des einen und als Endpunkt des andern von zwei benach- 
barten Inkrementen. Setzt man nun ein für alle Mal fest, dafs 
die begrenzenden Punkte durchweg als Endpunkte anzusehen sind, 
teilt man sie also immer dem bereits durchlaufenen Inkremente 
zu, so sind alle Punkte der Bahn in eindeutiger Weise auf die 
einzelnen Inkremente verteilt. 

Unter dieser Voraussetzung darf man bei der Grenz-Betrach- 
tung von der Zusammengehörigkeit eines Punktes der Bahn 
und eines Elementes der Bahn sprechen : das Element [a], dessen 
Endpunkt A ist, heilst das zu A gehörige Element. 

Nun ist folgende Definition statthaft: 

Die mittlere Geschwindigkeit in dem zum Bahn-Punkte 
A gehörigen Elemente wird Wert der Geschwindigkeit im 
Punkte A genannt. 

Wernicke. H 
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Die Geschwindigkeit in einem Punkte der Bahn ist vollständig 
gegeben durch Wer^ Bichtnng und Sitnations-Pnnkt, sie läJst 
sich infolge dessen durch eine Strecke von bestimmter Länge und 
Rlehtnng und bestimmtem Anfangs-Punkte darstellen. 

Der Wert der Geschwindigkeit in einem Bahn-Punkte ist die 
mittlere Geschwindigkeit im zugehörigen Bahn-Elemente, d. h. 

eine Anzahl von Geschwindigkeits-Einheiten lyr — ^j. 

Die Richtung der Geschwindigkeit in einem Bahn-Punkte ist 
die Bichtnng des zugehörigen Ba£ji-Elementes. 

Der Sitoations-Punkt der Geschwindigkeit in einem Bahn- 
Punkte ist dadurch gegeben, daüs dieser Bahn-Punkt der zur 
Bezeichnung der Geschwindigkeit gewählten Strecke als Ausgangs- 
punkt dient. 

Von einer Richtung der y,miäleren Geschtoindigheit in einem be- 
liebigen Bahn-Stücke^ zu sprechen^ hat zunächst gar keinen Sinn. 
Für den Fall, da/s alle Elemente des BaJin- Stückes dieselbe 
Richtung haben, tmirde allerdings auch hier in übertragener Bedeu- 
tung von einer Richtung die Rede sein können, für jeden andern 
Fall aber müfste man neue Definitionen einführen. 

Der Begriff dermittleren Geschwindigkeit in einembeliebigen 
Bahn-Stücke korrespondiert dem Begriffe des We rtes der Geschwin- 
digkeit in einem belidngen Bahn-Punkte, nicht aber dem Begriffe dieser 
Geschwindigkeit selbst. Unter einer bestimmten mittleren Geschwin- 
digkeit hat man nur eine bestimmte Anzahl von Geschwindigkeits- 



Einheiten Iri — — I 
\DauerJ 



zu verstehen und eine solche Anzahl kann 



man zwar stets durch eine Anzahl von Längen-Einheiten, aber 
nicht immer durch eine Strecke von gegebener Länge und Lage 
darstellen. 

Es macht sich auch hier das Bedürfiiis geltend, Geschwindig- 
keiten, welche nur ihrer Gröfse (d. h. dem Werte) nach bestimmt 
zu denken sind, in der Bezeichnung zu unterscheiden von solchen, 
bei welchen auch Lage und Richtung in Betracht zu ziehen ist. 
Erstere mögen durch v , letztere durch [v] dargestellt werden *), 
so dafs V den Wert von [v] zum Ausdruck bringt. 

Eine besondere Rolle spielt die Geschwindigkeit, mit welcher 
der Punkt ein bestimmtes Bahn-Stück betritt, im Gegensatz zu 
der Geschwindigkeit, mit welcher der Punkt dasselbe verläfst. 
Ei:stere wird die, zu [s] beziehungsweise [t] gehörige, Anfangs- 
Gesehwindigkeit , letztere wird die, zu [s] beziehungsweise [t], 
gehörige, End-Geschwlndigkeit genannt; die Anfangs-Geschwin- 
digkeit mag im allgemeinen durch [Vo], die End - Geschwindigkeit 
durch [Vj] bezeichnet werden. 



1) Im Hinblick auf velocitas variabilis. 
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§. 4. Die Beschleunigungen und Verzögerungen. 

Um ein Mafs für die Zunahme öder für die Abnahme des 
Geschwindigkeits- Wertes auf einem bestimmten, zum Zeit-Teile [t] 
gehörigen, Bahn-Stücke [s] zu haben, bildet man den Quotienten 

Vt — Vo ___ 

t : "" ''^'^' 

Dieser Quotient, welcher die mittlere Beschlennignng der 
Bewegung oder die mittlere Verzögerung der Bewegung für 

das Bahn-Stück [s] genannt wird und im allgemeinen für jedes 
[s] einen besonderen Wert hat, stellt wiederum eine neue, von 
Längen-, Zeit- und Geschwindigkeits-Einheiten durchaus verschiedene 
Einheit dar, welche sich als 

Länge 

(Dauer) . (Dauer) 
charakterisiert. Von der Längen-Einheit (Meile, Meter, Fufs etc.), 
durch welche man den Weg mifst und von der Zeit-Einheit (Jahr, 
Tag, Sekunde etc.), durch welche man die Zeit mifst, hängt die 
Einheit dieser neuen Gröfse ab. Man hat z. B. 

Meile Meter 

(Minute) . (Minute)' (Sekunde) . (Sekunde)' 

Fufs 

(Stunde) . (Stunde) ' 
als solche Einheiten der Beschleunigung oder Verzögerung ge- 
geben. 

Die Dimension der Beschleunigung ist 1 . t"^. 
Die MafS'Zdhl der mittleren Beschleunigung oder Verzöge- 
rung für ein bestimmtes Stück [s] stellt sich dabei als ein Bru^ch 
dar, dessen Zähler durch die Mafs- Zahl eines Geschwindigkeits- 
Wertes und dessen Nenner durch die Maß-Zahl der Dauer eines 
Zeit-Teiles gebildet wird. 

Hat [Vt] den Wert 9 o—i — j-, hat [Vo] den Wert 4 ^r^ ^ — 

Sekunde Sekunde 

und besitzt das zugehörige [t] eine Dauer von 2 Sekunden, so 

hat man 

^ Meter . Meter - Meter 

9 -FT-, :i 4 -r^-^ T" 5 



Sekunde Sekunde Sekunde 

^^'^ 2 Sekunden "" 2 Sekunden "^ 

2 5 Meter 

' (Sekunde) . (Sekunde) 

Positive Werte von a^s] heifsen Beschleunigungen, weil sie 
einer Zunahme der Geschwindigkeit entsprechen, negative Werte 
von a[s] heifsen Verzogerungen, weil sie einer Abnahme der 
Geschwindigkeit entsprechen, Nullwerte von af«] deuten auf eine 
gewisse Konstanz der Geschwindigkeit hin. 

11* 
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Bei der Berechnung von a^,] muß man des öfteren gegebene Ein- 
heiten reduzieren. 

Bewegt sich z* B, irgend ein Funkt eines Schiffes am An- 
fange einer Stunde mit einer GeschudndigJceit, deren Wert 

llTßter 
2y5 -^-T — -p ist, am Ende derselben mit einer Geschwindigkeit^ 

^^eter 
deren Wert 16200 —^ — ^— ist, so hat man sich zu fragen, oh 

man die mittlere Beschleunigung in j^^ — -=-^r — yqi: — j~\ ^^ 

ii^eKunae) • iioeKunaej 

^djßt&r 
in -TFii — TT — Tcü — TT angeben wül. Im ersteren Falle hat man 
(Stunde) . (Stunde) ^ 

die Beduktions - Gleichung 1 Stunde = 3600 Sekunden, im 

letzteren Falle hat man die Beduktions-Gleichung 1 Sekunde = 

X 

-TT^T-TT- Stunde zu benutzen. So erqiebt sich: 
3600 ^ 

Meter Meter 

16200 ZT: 2,5 ^ 

Stunde 1 



_ 3600 

^^'^ 1 Stunde 

16200 -Ä- - 9000 ^"^^ 



Stunde 



Stunde Stunde 70/1/1 Meter 



1 Stunde (Stunde) . (Stunde) 

oder 

^^^^^ Meter ^ Meter 

16200 _^^^ ^ , — ^ 2,5 



3600 Sekunden ' Sekunde 

^^'^ 3600 Sekunden 

Meter Meter . _ . ^ 

^'^ -Seki^e - ^^^ -Seki^ = ^ ^'^'^ 



3600 Sekunden ^^^^ (Sekunde) . (Sekunde) 

übrigens folgt aus der Proportion: 
(Sekunde) . (Sekunde) : (Stunde) . (Stunde) = 1 : (3600) . (3600) 
die Beduktions-Gleichung 

Meter Meter 1 

(Sekunde) . (Sekunde) ' (Stunde) . (Stunde) "" 12960000' 
Demnach muß 7200 : -^^^r^ =12960 000 : 1 sein, wie auch 

die Bechnung zeigt. 

PariiSer Jou/s 
Wollte man nun weiter zu j^-j- — -=-t — j^ — -^ übergehen, 

{^eKunO/e) • iöe/cunciej 

so hätte man 1 Meter = 3,0784 Pariser Fufs anzusetzen, d. h. 
m n h'tt 1 Meter _ Pariser Fufs 

(Sekunde) . (Sekunde) ' (Sekunde) . (Sekunde)' 
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Man kann nun jeder Beihe von Balin-Inkrenienten eine Beihe 
von mittleren Beschleunigungen oder Verzögerungen zuordnen. 

Wenn man die Werte v« und Vt (d. h. die Anfangs- und End- 
Geschwindigkeiten) für die einzelnen Bahn-Stücke [s.] mit pi und 
qi bezeichnet, so ist die mittlere Beschleunigung, beziehungsweise 
die Verzögerung im Iten, 2ten ... nten Bahn-Stück gegeben als: 

qi — Pi q^ — P2 qn — Pn 

Benutzt man die Beihe der elementaren Bahn-Inkremente, so 
gelangt man zu einer zugeordneten Reihe, deren Glieder als „mitt- 
lere Beschleunigungen in einem bestimmten Elemente der Bahn^ 
zu bezeichnen sind. Für diese Gröfsen hat man einen kürzeren 
Ausdruck eingeführt, indem man wiederum auf die oben ange- 
gebene Verteilung der Bahn-Punkte auf den Bahn-Inkrementen 
zurückgreift. 

Es ist hier folgende Definition statthaft: Die mittlere Be- 
schleunigung oder Verzögerung in dem zum Bahn-Punkte A 
gehörigen Elemente wird Wert der Beschleunigung oder 
Verzögerung im Punkte A genannt. 

Die Beschleunigung oder Verzögerung in einem Punkte der 
Bahn ist vollständig gegeben durch Wert, Richtung und Situa- 
tions-Punkt, sie läfst sich infolge dessen durch eine Strecke von 
bestimmter Länge und Richtung und bestinmitem Anfangs-Punkte 
darstellen. 

Hier ist der Punkt, wo man sich von der Boppel-Beeeichnung 
^Beschleunigung oder Verzögerung'' losmachen Icann, indem man 
festsetzt, daß Verzögerungen als „negative Beschleunigungen^ der 
eigentlichen Beschleunigungen, wdche stets positiv sind, entgegen- 
gestellt werden. 

Der Wert der Beschleunigung in einem Bahn-Punkte ist die 
mittlere Beschleunigung im zugehörigen Bahn-Elemente, d. h. 

eine Anzahl von Beschleunigungs-Einheiten (^j^ ^ c J. 

Die Richtung der Beschleunigung in einem Bahn-Punkte ist 
die Richtung des zugehörigen Bahn-Elementes. 

Der Situations-Punkt der Geschwindigkeit in einem Bahn- 
Punkte ist dadurch gegeben, dafs dieser Bahn-Punkt der zur 
Bezeichnung der Beschleunigung gewählten Strecke als Ausgangs- 
Punkt dient. 

Es ist auch hier zu betonen , daß der Begriff der mittleren Be- 
schleunigung in einem belietigen Bahn-Stücke dem Begriffe des 
Wertes der Geschwindigkeit in einem beliebigen Bahn -Punkte 
korrespondiert. 

Es macht sich auch hier das Bedürfnis geltend, Beschleuni- 
gungen, welche nur ihrer Gröfse (d. h. dem Werte) nach bestimmt 
zu denken sind, in der Bezeichnung zu unterscheiden von solchen. 
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bei welchen auch Lage und Richtung in Betracht zu ziehen ist. 
Erstere mögen durch a , letztere durch [a] dargestellt werden '), 
so dafs a den Wert von [a] zum Ausdruck bringt. 

Eine besondere RoUe spielt die Beschleunigung, mit welcher 
der Funkt ein bestimmtes Bahn-Stück betritt, im Gegensatz zu 
der Beschleunigung, mit welcher der Punkt dasselbe verläXst. 
Erstere wird die zu [s] beziehungsweise [t] gehörige Anfangs- 
Beschlennigang, letztere wird die zu [s] beziehungsweise [t] ge- 
hörige End-Beschleanigung genannt ; die Anfangs-Beschleunigung 
mag im allgemeinen durch [ad, die End-Beschleunigung durch 
[at] bezeichnet werden. 

Bas Verfahren, welches von (p[,] über [v\ zu a[,] führt, Icann 
offenbar in analoger Weise fortgesetzt werden. 

Durch die Definition 

— :r~ = * " 

gelangt man zunächst von a[,] über [a] zu einer Gröfse 0L^\t\i 
welche den Zuwachs oder die Abnahme des Beschleunigungs- 
Wertes auf einem bestimmten, zum Zeit-Momente [t] gehörigen 
Bahnstücke [s] darstellt. 

Wenn man die Größe a^^[,] als mittlere Beschleunigung 
zweiter Ord/nung der Gröfse a[,] entgegenstellt, welche dann 
als mittlere Beschleunigung erster Ordnung zu bezeichnen ist, so 
erkennt man einerseits in 9[,] die mittlere Beschleunigung nullter 
Ordnung, während man andrerseits des weiteren zu einer unend- 
lichen Reihe von mittleren Beschleunigungen a^^^[,], a^^f,], a^[,], . . . 
gelangt. Man hätte dann cp[«] als a^[«] und a[«] als a^[«] einzur 
führen, um die ganze Reihe 

^\sh a^*], ^%h a^^^w» • • • • 
in ihrem Anfange darzustellen. 

Dieser Reihe von „mittleren Beschleunigungen^ korrespondiert 
bei elementarer Teilung eine Reihe von Beschleunigungen für die 
einzelnen Bahn-Punkte, deren Werte als 

a^, a^ a'', a'^', .... 
einzuführen sind. 

Diese Beschleunigungen höherer Ordnung, deren Dimensionen 
von der Form l.t~~^ sind, können durch Strecken dargestellt 
werden, weil ihnen Wert, Michtu/ng und SituationS'Punkt 
zukommt. 

Alle diese Verhältnisse soUen an der Bewegung eines Bahn- 
zuges veranschaulicht werden. 

An den Böschungen der Schienen-Stränge befinden sich ge- 
wöhnlich in Entfernungen von 100 Meter zu 100 Meter Zählsteine, 
welche ganze Kilometer und Zehntel von Kilometern abzulesen 
gestatten. Eine Person, welche sich auf dem Zuge befindet, ver- 



1) Im Hinblick auf acceieratio. 
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mag ohne Schwierigkeit mit Hülfe des Sekundenzeigers einer 
Taschenuhr zu bestimmen, in welcher Zeit die einzehien Hekto- 
meter durchlaufen werden. 

Findet man z, B. für eine Reihe von Hektometern beziehungsweise 
15'\ i4", i4", 12'', l(y\ ll'\ 13'', 15", so sind die mitÜeren 

J^eißr 

Geschwindigkeiten für diese einzehien Bahn-Stücke in -^-r — -j— 

beziehungsweise 

100 100 100 100 100 100 100 100 

15' 14* W 12' 10 ' 11 ' 13 ' 15' 
Die mittlere Geschwindigkeit nimmt also vom ersten bis zum 
fünften Hektometer zu, um dann vom fünften bis zum achten Hekto- 
meter wieder abzunehmen. 

Hier bestimmt man die Zeitteile, welche gleichen Bahn- 
stficken entsprechen, während die obigen Betrachtungen fordern, 
dafs man für gleiche Zeitteile die zugehörigen Bahnstücke be- 
obachte. 

Dieser Forderung könnte man bei dem gewählten Beispiele 
genügen, wenn zwischen den einzelnen Hektometer-Steinen von 
Meter zu Meter Marken irgend welcher Art (z. B. Stangen) ange- 
bracht wären, so dafs man die Anzahl der Meter, welche in der 
Sekunde scheinbar vorbeilaufen, durch einfaches Abzählen finden 
könnte. 

Wenn z, B, von Meter zu Meter im allgemeinen Meine, nach 
Ablauf von je 5 Metern aber gröfsere und nach Ablauf von je 
10 Meiern noch gröfsere Stangen aufgestellt wären, wahrend die 
Hektometer durch Steine bezeichnet würden, so hätte man eine 
vollständige Skala gegeben, an welcher sich das Auge eines Vor- 
überfahrenden vorbeibewegte. 

Um nun eine Bahn-Inkrementen-Beihe festzustellen, hätte 
man z. B. von 5 Sekunden zu 5 Sekunden die Anzahl der schein- 
bar vorüberlaufenden Meter -Steine festzustellen und eventuell 
Bruchteile abzuschätzen. 
Ein^e solche Messung ließe sich in der That durchführen, wenn 
eine Person notierte, während eine zweite die verfließenden Zeit- 
Teile von je 5 Sekunden laid vorzählte und eine dritte die vor^ 
überlaufenden Meter in gleicher Weise behandelte. 

Die Schwierigkeiten, welche sich dem gleichzeitigen Be- 
obachten verschiedener Größen entgegenstellen, müssen beim phy- 
sikalischen Arbeiten auf mannigfache Weise überwunden werden: 
in dem hier skizzierten Falle würde das laute Vorzählen der 
verfließenden Zeitteile das Schlagwerk einer Uhr ersetzen, durch 
welches also ein Beobachter ersdzt wird. 

Das Resultat solcher Messungen und der anschliefsenden 
Rechnungen mag in der folgenden Tabelle vorliegen. 
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Meter 


Meter 


Meter 


Meter 


ov&uiiuon. 






Sekanden. 


(Sek.) . (8ek.). 


(Ben.) . (Sek.) . (Sek ). 


ti = 0.. 


. 5 


Sj —35 


<Pi =7,0 


a, =■ ? 


ß. = ? 


t, = 5.. 


.10 


8, =35 


fa =7,0 


a.2 = 0,00 


ß2 = ? 


1^ =10.. 


.15 


8, =36 


Ts =7,2 


«8 =- 


-0,04 


ß, =—0,008 


t« =15.. 


.20 


84 =37 


<P4 =7,4 


a* =- 


-0,04 


ß« = 0,000 


ts =20.. 


.25 


8s =38 


95 =7,6 


«5 =- 


-0,04 


ßs = 0,000 


ta —25.. 


.30 


8« —40 


«p« =8,0 


*8 — - 


-0,0s 


5g _-K 0,008 


t, —30.. 


.35 


8, =40 


?7 =8,0 


(l^ — 0,00 


ß, - 0,016 


tg —35.. 


.40 


sg =40 


Ts =8,0 


ag = 0,00 


ßs = 0,000 


t» —40.. 


.45 


89 =42 


?9 =8,4 


«9 = — 0,08 


ßs =-1-0,016 


tjo = 45 . . 


.50 


8,0 = 41 


9io = 8,2 


«10 = - 0,04 


ß,o = — 0,024 


t,,=50.. 


.55 


si, =39 


?ii = 7,8 


a, , = — 0,08 


ßi, ——0,008 


t,j^55 . . 


.60 


8,2 = 37 


Tu = 7,4 


a,j =- 


-0,08 


ß,2— 0,000 



Der Bequemlichkeit wegen ist in der Tabelle ß, statt a'^,- einge- 
führt worden. 

Bei der Berechnung der Tabelle ist angenommen , dafs eine 
Zerlegung der Bahn, welche dem Zeit-Teile x = 5" entspricht, 
innerhalb gewisser Grenzen der Annäherung als elementare Zerle- 
gung angesehen werden darf. 
Damit ist gesagt, da/s <p, als GeschwindigJceitS'Wert im Punkte 

Wi 0U gelten hat und da/s also a, = ^ ^^—^an/st^äjsen ist. 

Damit ist außerdem gesagt , da/s a, als Beschleunigun^s- Wert 
erster Ordnung (7. 0.) im Punkte Wi au gelten hat und da/s also 



OL'h = 



ansnAsdzen ist. 



Ferner ist z. B. % = a\ = "^ ^ ^O^Od_OM_ ^^^rewö 

T 5 



olq als 



96 



T 5 * T 5 . 



resultierte. 

Analoges gilt für a^^^, a'^, etc. 

Es mag häont werden, da/s a^i, ferner oi^\ und a^'^. ferner 
a"^i, a"^2 wwd! a%, etc. unbestimmt bleiben^ weil die Werte Siy 
welche Si vorausgehen, nicht bekannt sind. 



§. 5. Die Reihen der Beschlennigangs-Inkremente. 

Wenn man für jedes Glied einer Bahn-Inkrementen-Reihe 
die mittlere Beschleunigung pter Ordnung feststellt, so gelangt 
man zu einer bestimmten Reihe von mittleren Beschleunigungen, 
welche sich beim Übergange zur Grenze (elementare Teilung) in 
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die Reihen der entsprechenden Beschleunigungs-'Werte für die ein- 
zelnen Bahn-Punkte verwandelt. 

Da jede mittlere Beschleunigung von der Ordnung p + 1 
aus je zwei Werten der Beschleunigung von der Ordnung p gerade 
so gebildet wird, wie jede mittlere Beschleunigung von der Ord- 
nung p aus je zwei Werten der Beschleunigung von der Ordnung 
p — 1, so steht zu vermuten, dafs für den Zusammenhang der 
einzelnen Reihen gewisse Gesetze bestehn, welche alle auf die Bahn- 
Inkrementen-Reihe zurückweisen. 

Wenn man den Zeit-Teil [t] in n aufeinander folgende Zeit- 
Teile [t,], [t,], .... [t„] von gleicher Dauer [t] zerlegt, so wird 
das zu [t] gehörige Bahn-Stück WqWo in n Teile zerlegt, welche 
durch die Punkte Wq, W, , Wj . . . Wn _ i , Wn begrenzt werden 
mögen. 

Die Differenzen 

PW, — PWo, PW2 — PW, ... PW„ ~ PWn _. 1 
stellen die Reihe der Bahn-Inkremente dar, welche als 

[Si], [82], [s„] 

eingeführt wurde. 

Die Division durch t' führt zur Reihe der mittleren Be- 
schleunigungen von der Ordnung 0, d. h. zu der Reihe der mitt- 
leren Geschwindigkeiten: die Gröfsen s^ und —sind einander pro- 
portional. 

Die erste Differenzen-Reihe von Sj, Sg, s„ lautet 

82 S| , S3 • S2, . • . Sn — 1 Sn — 2) ^a ^a — !• 

Die Division durch die erste Potenz von x liefert eine 
Inkrementen-Reihe, deren einzelne Glieder sich als Geschwindigkeits- 



Werte (:pj — ^1 charakterisieren: 



82 Sj 83 82 8n — 1 Sn — 2 Sn Sn 



lim 



Beim Grenz -Übergange (d. h. für elementare Teilung) erhält 
man z. B. für 

(5^^) = Hm (-^ - ^) = lim (9c^j - cpt^). 

den Wert t . a'fgg]. 

Daraus folgt: Die erste Differenzen-Reihe einer Bahn- 

Inkrementen - Reihe geht in die Reihe der elementaren Ge- 

schwlndigkeits-Inkremente über, wenn man jedes ihrer Glieder 

durch die erste Potenz von t dividiert und zur Grenze übergeht. 

Daß die einzelnen Glieder der hier abgeleiteten Eeihe den Be- 

scMeunigungS' Werten (I. 0.) in den einzelnen Bahn-PunJcten pro- 

portioncd sind soll ausdrücJdich hemerJä werden. 

Die zweite Differenzen-Reihe von Sj, s«, . . . Sn lautet 

(83 — 82)- (82— Si), (84 — 83) — (83 — 82), 

(Sfl ~- Sji — 1) — (Sn — 1 — Sn — 2). 
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Die Division durch die zweite Potenz von x Kefert eine 
Inkrementen-Reihe, deren einzelne Glieder sich als Beschlennignngs- 

Werte "««— , cWt^eren. 

(Dauer) . (Dauer) 

Beim Grenz-Übergange (für elementare Teilung) erhält man 
z. B. für 

^ /84 - 83) — (83 - 8.A ^ ^ ' 

den Wert x . a^fg^]. 

Daraus folgt: 

1. Die zweite Differenzen-Reihe einer Bahn-Inkrementen-Reihe 
geht in die Reihe der elementaren BescUeunignngs-Inkre- 
mente erster Ordnung über, wenn man jedes ihrer Glieder 
durch die zweite Potenz von x dividiert und zur Grenze übergeht. 

2 Die hier entspringende Reihe ist zugleich die erste, durch 
die erste Potenz von x geteilte, Differenzen-Reihe der Reihe der 
elementaren Geschwindigkeits-Inkremente. 

3. Die einzelnen Glieder der Reihe sind proportional den 
Beschleunigungs-Werten 11. 0. in den einzelnen Bahn-Punkten. 

Bildet man die dritte Differenzen-Reihe der Bahn-lnkremente 

[(84 — 83) — (S» — S2)] — [(83 — 82— 8.2— S,)] 

[(Sn — 8n_i)— (S„_i — Sn_2)] — [(Sn _ i — Sn _ 2)— (Sn- 2" 8n - 3)] 

und dividiert dieselbe durch die dritte Potenz von x, so gelangt 
man beim Grenz-Übergange zu einer Reihe von Elementar- 

Inkrementen, welche sich als ^r^ ^ — t^^ — ^-r — 7f^ v charak- 

(Dauer) . (Dauer) . (Dauer) 

terisieren. 

Nun ist z. B. 

lim AC^*— »3) — (83 — 82)1 — [(83— 82) — (82 — Si)]\ _ 



X8 



) = 



lim 



( (84 — 83) — (83 — 8-2) — (S3 — S2) — (82— 8 jy 
x2 x^ 

I I — lim (pc [gg] - a [82]; — x . a [»3]. 

Daraus folgt: 

1. Die dritte Differenzen-Reihe einer Bahn-Inkrementen-Reihe 
geht in die Reihe der elementaren Besehlennignngs-Inkre- 
mente 11. 0. über, wenn man jedes ihrer Glieder durch die dritte 
Potenz von x dividiert und zur Grenze übergeht. 

2. Die hier entspringende Reihe ist zugleich die erste, durch 
die erste Potenz von x geteilte, Differenzen-Reihe der Reihe der 
elementaren Beschlennignngs-Inkremente (I. 0.) und die 
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zweite, durch die zweite Potenz von t geteilte, Dififerenzen-Reihe 
der Keihe der elementaren Oesehwindigkeits - Inkremente 

(Beschleunigung nullter 0.). 

3. Die einzelnen Glieder der Reihe sind proportional den 

Beschlennlgnngs-Werten III. 0. in den einzelnen Bahn-Punkten. 

Beachtet man , da/s die Reihe Si , $2, Sn als nullte 

Differenjsen-Beihe ihnen selbst erscheint, so gelangt man zu dem 
zwar selbstverständlichen, aber doch in gewissem Sinne abschließen- 
den Satze: 

Die nullte Differenzen- Reihe einer Bahn -Inkrementen- Reihe 
geht in die Reihe der elementaren Bahn-Inkremente über, wenn 
man jedes ihrer Glieder {die übrigens dem Geschwindigheits- Werte 
in den einzelnen Bahn- Punkten proportional sind) durch die 
nullte Potenz von t dividiert und zur Grenze übergeht. 

Allgemein hat man nun: 

1. Die nte Differenzen - Reihe der Bahn-Inkrementen- 
Beihe geht in die Beihe der elementaren Beschleunigungs- 
inkremente Ton der Ordnung n — 1 über, wenn man jedes ihrer 
Glieder durch die nte Potenz von x dividiert und zur Grenze übergeht. 

2. Die hier entspringende Reihe ist zugleich die kte, durch 
die kte Potenz von t geteilte, Diflferenzen-Reihe der Beihe der 
elementaren Beschlennignngs-Inkremente von der Ordnung 
n— k — 1. 

3. Die einzelnen Glieder der Reihe sind proportional den 
Beschleunignngs-Werten von der Ordnung n in den einzelnen 
Bahn-Punkten. 

Um diesen allgemeinen Satz streng zu begründen, nimmt man an, 
da/s er für irgend eine Zahl p gelte und zeigt, da/s er bei dieser 
Annahme auch für p -\- 1 gilt. Da nun für p =z i^ 2, 3 die 
Gültigkeit nachgewiesen ist, so behält der Satz auch noch für 
3^1 = 4 und darum auch für 4^1 = 5 etc., d. h. für n 
seine Geltung. 

Der Schluß von p auf p '\- 1 ist für Nr. 1 leicht. Von hier 
gelangt man zu Nr. 2 durch folgende Überlegung. Die Reihe 
der elementaren BescMeunigunas-Inkremente von der Ordnung m 
entsteht nach Nr. 1 aus der (m -f- i)ten Differenzen-Reihe der Bahtr 
Inkrementen- Reihe bei Division durch t*" + ^ , so daß noch eine 
(n — m — l)malige Differenzen-Bildung bei einer Tdlun^g durch 
^n — m -- 1 notwendig ist, wenn man von der Ordnung m aus zur 
nten Differenzen-Reihe der Bahnrlnkrementen- Reihe gelangen will. 

Soll man demnach durch k malige Differenzen- Bildung 
(k = n — m — i) zum Ziele gelangen, so muß man von einer 
Reihe von der Ordnung m = w — k — 1 ausgehn. 

Nr. 3 ist durch die bekannten Definitionen und durch Nr. 1 
und Nr. 2 erledigt. 

Wenn man nun beachtet, dafs die Reihe Si, s^, Sn 

selbst als erste Diflferenzen-Reihe der Gröfsen (s), d. h. von 
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PW,, PW„ .... PW„ 
erscheint, so gestaltet sich das oben dargelegte Theorem folgender- 
mafsen: 

1. Die nte Differenzen-Reihe des Weges — so mag PW,, 
PW.^ . . . . PWn kurz genannt werden — geht in die Reihe der 
Besehleunignngs -Werte yon der Ordnung n — 1 über, wenn 
man jedes ihrer Glieder durch die nte Potenz von x dividiert und 
zur Grenze übergeht. 

2. Die hier entspringende Reihe ist zugleich die kte, durch die 
kte Potenz von x geteilte Differenzen-Reihe der Beschlennignngs- 
Werte von der Ordnung n — k — 1. 

Man findet sofort nach dem früheren Satze: Die (n + i)te Reihe 
des Weges geht in die Eeihe der elementaren ieschteunigungs- 
Inkremente von der Ordnung n — 1 übery wenn man jedes ihrer 
Glieder durch x" dividiert und zur Grenze übergeht. 

Eine Division durch x" + ^ führt zu den Beschieunigungs-^ 
Werten von der Ordnung n. 

Wenn man nun in der Formel, welche bei irgend einer Be- 
wegung die Bahnlänge (s) und die Zeit-Dauer (t) 

(z. B. durch s = v .t -f" ^'-ö) verbindet, für t der Reihe nach 

— 1) X, k X, (k 4- 1) '^> G^ ~t"_?) 'c • • • • einsetzt, so erhält man 

ie Weglängen WoW^-i, WoW,, WoW^ + i, WoW^ + g 

und gelangt damit zu den Bahn-Inkrementen 

Sk = WoWk-WoWk_„ Sk + i = WoWk + i — WoWk, 

Sk + 2 = .W„Wk + 2 — WoW, + i 

und zu den Geschwindigkeiten 

Sk Sk4-i , SkJ.8 

7 = TM, -^+ T[8k + i], -^ = Cp[8k + 2] 

Ein Grenz -Übergang fuhrt von den mittleren Geschwindig- 
keiten (cp) zu den Geschwindigkeits-Werten (v), d. h. zu einer 
Formel für Vf 

Bildet man die erste Differenzen-Reihe von Sk, Sk + i, Sk_}_a . . . 
so gelangt man zuerst durch eine Division mit x' zu den Ge- 
schwindigkeits-Inkrementen und dann von da durch eine zweite 
Division mit x* zu den mittleren Beschleunigungen. 

Aus Sk, Sk^-i, Sk-}-2 • • • • bildet man 

Sk-f-l Sk ^^ ^ 8k+2 Sk + i 

:^ = a[Bk], ^2 = a[Sk + l] • • • • 

Ein Grenz-Übergang führt von den mittleren Beschleunigungen 
(a) zu den Beschleunigungs-Werten (a), d. h. zu einer Formel für at. 

Dasselbe Ergebnis läfst sich auch durch einmalige Differenz- 
Bildung von Vt aus erreichen. 

Setzt man in der Formel, welche v und t (z. B. durch 
Vt = Vo + ^•*) verbindet für t der Reihe nach kx, (k -|- l)x, 
(k -f- 2)x . . . . so erhält man die Geschwindigkeits-Werte 
lim(cp[8k]), lim((p[8k+i]), Hm ((]p[sk + 2]) .... 



t 
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Man kann nun 

unmittelbar bilden. 

Die zweite Diflferenzen-Reihe von s, , Sg . . . . Sn und ebenso 
die zweite Diflferenzen-Reihe von Vt oder ^uch die erste Diflferenzen- 
Reihe von at fuhren zu a'' und sfl etc. 

Für s = t.Vo-{'-^.d steJU sich die Bechnung so : 



< = 1 . T 


s= W^Wi 


«.- 


(Ä + i) X, 

(*+^)x, 


(k- l)XVo +(Ä- 1)^ ^.d 

X* 

Ä;xt;o + Ä* "ö •'^ 

(Ä + I) x»o + (fc + i)* J.d 
(k + J2) xv^ -{- (k + :3y J.d 


J «t = »» — j . d 
Sk+i =: m 'f- .a 



In der letssten Kolonne ist z ,Vo -{■ h z^ . d der Kürze wegen 
durch m heeeichr^t worden. 

Man hat nun: lim ( — J ^= Vo -{- (Jc,z)d = Vo '\' t.d =^ Vt. 



lim ([*? 



+ 2 — Sk + l] — [Sk 4- 1 — Sk]\ _ 



• S 



') = a'^ = 0. 



Femer hat man für Vt =^ Vo -]- t . d folgendes Schema: 



t = i.z 



V = Kw(cp[8,] 



kz 

(Ä + i)x 



Vo + kzd 
Vo + (i + i) '^ d 



Man hat: Um (?£ü+4_=_?M\ = „/ = d. 

Wenn man irgend einen Rechnungs-Ausdruck in t das eine 
Mal für t = m + '^ ^^^ das andere Mal für t = m berechnet, 
wenn man femer die Diflferenz der beiden so erhaltenen Ausdrücke 
durch T dividiert und wenn man endlich den Grenz- Wert der so 
geschaflfenen Gröfse für abnehmendes x herzustellen sucht, so 
nennt man den dabei zuletzt entstandenen Rechnungs-Ausdruck, 
falls derselbe einen bestimmten Wert erhält*), die Ableitung des 
gegebenen Ausdrucks (nach t) für t = m. 

1) Diese Eiaschränkung ist im Hinblick auf die Frage der Differenzierbar- 
keit der Funktionen höchst notwendig. 
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Man kann also abkürzend sagen: 

Die Gröfse v ist die Ableitung der Gröfse s, die Gröfse a^ ist 
die Ableitung der Gröfse v und die zweimal hinter einander be- 
rechnete Ableitung der Gröfse s, die Gröfse a^^ ist die Ableitung 
der Gröfse a^, die zweimal hinter einander berechnete Ableitung 
der Gröfse v und die dreimal hinter einander berechnete Ableitung 
der Gröfse s. Analoges gilt für a°^, a^^' etc. 

In der DifferenzicH - Bechnung wird ein Verfahren angegeben^ 
welches die Ableitung jedes Ausdruckes , falls dieselbe überhaupt 
existiert^ herzuleiten gestattet. 

Wenn z. B. die Größe s als Summe aus Potenzen von t ge^ 
geben ist, so kann man die ein für alle Mal festgestellte Ab- 
leitungsregd für Potenzen benutzen, um v zu etitwickeln. 

Die Begel für die Ableitung von Potenzen stellt man dar, wie 
folgt: 

Der gegebene Ausdruck sei t^. 

Man hat für t =i m die Ableitung von t^ gegeben als: 

A = lim ^[«» + # - fny 
Die Entwicklung nach dem binomischen Satze liefert: 
. lm^'\-X.T,m^''^^ . T^.m^~^-[- - - — ^^\ 

lim(k. m^^^ +T . fi) = X. n^-^. 

Beim Grenz-Übergange bleibt nur \,m^~^ stehen, d. h. die 
Ableitung von t^ für t = m ist X .m^~^. 

Setzt man m = t, so resultiert X .t^~ K 

Dieses Theorem, welches zunächst nur für ganz positive Expo- 
nenten entwickelt werden kann, gilt ganz allgemein. 

Als ein zweites Beispiel soll die Ableitung der Gröfse sint be- 
rechnet werden. Man hat: 

/ sin- 

, [sin{m\''z) — s%nfn\ ,. / / , t\ 2 

A = [-^ ^ -j = hm I cos\m + ^j. -y 

\ 2 

sxnj 
Der Bruch nähert sich {geometrische Konstruktion) bei 

abnehmendem x der Grenze 1, d. h. die Ableitung von sint für 
t = m ist cosm. 

Setzt man m ^= t, so resultiert cost. 

Ebenso findet man die Gröfse — sinm als Abkiturhg von cost 
für t =: m. 
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Man kann den gegebenen Ausdruck im Gegensatz zu seiner Ab- 
leitung den Ableitungs-Stamm ^) oder kurz den Stamm nennen. 

Der Übergang vom Stamm zur Ableitung und der Über- 
gang von der Ableitung zum Stamm sind zwei Rechnungs- 
Operationen, welche in der Reihe 

SV qI ^n qIii 
, V« Cb f Ol y Ol ■■••• 

die Beziehungen je zweier Nachbarglieder regeln, so dafs der Über- 
gang von links nach rechts dem Hingange zur Ableitung und der Über- 
gang von rechts nach links dem Rückgange zum Stamme entspricht. 
Die Wissenschaften, welche diese beiden Operationen auszuführen 
lehren wnd aufserdem dabei entspringende Fragen in Angriff 
nehmen, heißen beziehungsweise Differential- und Integralrech- 
nung, sie werdeti in ihrer Vereinigung Infinitesimal- Kalkül genannt. 



§. 6. Die graphische Darstellnng der Bewegnngs-Yerhältnisse. 

Wenn man die Bahn eines Punktes in Inkremente teilt , so 
liefert die Vergleichung derselben ein um so genaueres Bild der 
Bewegung, je enger die begrenzenden Punkte bei einander liegen, 
d. h. je kleiner z ist. 

Giebt man der Bahn, nachdem man die Inkrementen-Reihe 
aufgetragen, durch Verbiegung die Gestalt einer Graden PY, so 
kann man die Punkte W, , W^ .... W„ normal zu diesen , be- 
ziehungsweise um bestimmte Strecken X, 2 X .... n X verschieben. 

Projiciert man die verschobenen Punkte sowohl auf die Grade 
PY als auf deren Normale PX, so bilden diese beiden Linien 
ein Koordinaten -System, in welchem die verschobenen Punkte 

durch die ursprünglichen Längen PW, , PW2 PW„ und 

durch die Längen X, 2 X .... n X bestimmt sind. 

Die Reihe der verschobenen Punkte, welche W\ , W'2 . . . W'„ 
heifsen mag, liefert ein Polygon, dessen Seiten auf der einen 
Achse (P Y) die Projektionen s, , s? . . . s„ 
und auf der andern Achse (P X) die Pro- 
jektionen X, X ... X liefern. (Figur 23). 

Demnach sind die Tangenten der 
Winkel (ai), welche 

WoW'„ W',W'2 W'„_iZ'„ 

beziehungsweise mit PX bilden, pro- 
portional zu Y") y • • . . y, d. h. pro- 
portional zu den mittleren Geschwindig- 
keiten in 

WoW„ W'iW'2 W'„«iWn. 

Das Wegpolygon Wo W'^ , W'« . . . W;„ 
geht bei elementarer Teilung in die 



W5 
W4 
W3 




1) Im Hinblick anf Stamm-Fanktion. 
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Wegkurve ') der Bewegung über, so dafs die Polygonseiten 

W„W',, W',W'., .... W'n-iW'„ 
die Eichtungen einer Reihe von auf einander folgenden Tangenten 
bezeichnen. 

Nennt man P X und P Y beziehungsweise Zeit- und Wegachse, 
so darf man sagen: 

Die Tangente der Wegkurre miTst die Geschwindigkeit 
der Bewegung durch ihre Neigung-) gegen die Zeitachse« 
Um die Wegktirve darzustellen, führt man ein zweiachsiges Koor- 
dinaten-System ein. 

Auf der einen Achse konstruiert man eine Punkt - Reihe 

WoWiWt Wn , wddie in ihren Teüungsverhältnissen 

(Wo TT, = s,, W1W2 = s^ . . . . Wn-iWn = Sn) die Bahn- 
Inkrementen- Reihe abbildet, während man auf der andern Achse 
jsnMT Darstellung des Zeitenflusses in gleichen Abständen Punkte 
Zq, Zi, Z2 . , . • Zn einführt. 

Je zwei Parallelen zu den Achsen, welche durch entsprechende 
Punkte Zi und Wi gehen, schneiden sich in einem Punkte WU der 
Wegkurve. 

Indem man die einzelnen Punkte TT'o, TT'i, W\ .... W\ 
durch gerade Linien verbindet, gelangt man zu einem Polygon, 
welches die Wegkurve um so genauer darstellt, je enger man die 
Teilung angenommen. 

Wenn man nach denselben Principen die Oeschwindigkeits- 
kurTC der Bewegung konstruiert, d. h. wenn man statt der Bahn- 
Inkremente Strecken verwendet, welche den Inkrementen der Ge- 
schwindigkeits -Werte proportional sind, so gelangt man zu dem 
Satze : 

Die Tangente der Geschwindigkeitskurre mifst die Be- 
schleunigung der Bewegung durch ihre Neigung gegen die 
Zeit-Achse. 

Wenn man auf Normalen zur Z Achse in den Punkten Zq, Zj, 
Z2 Zn Strecken abträgt, welche beziehungsweise die zuge- 
hörigen Geschwindigkeits- Werte darstellen, so gelangt man zu 
derselben Kurvenkonstruktion, 

Prqjiciert man nämlich die Endpunkte der Normalen auf die 
Geschwindigkeits - Achse (die hier an die Stelle der Weg- Achse 
tritt) y so entsteht auf dieser eine Punkt- Reihe, welche in ihren 
Teilungsverhältnissen die Reihe der Geschwindigkeits- Inkremente 
darstellt. 

Analoge Sätze gelten für die BeschleunigungskurTen jeder 
Ordnung. 
Dabei sind stets die Inkremente der Beschleunigungs- Werte einer 
bestimmten Ordnung zu verwenden. 

1) Die hier gegebene Einführang der Wegkurve soU den üblichen Ver- 
wechselangen (Bahn und Wegknrye) Yorbengen. 

2) Dargestellt durch die Tangente des Schnittwinkels. 
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Man gelangt hier in der Reihe s, a^, a\ a^^ , , . , von einem 
Gliede stets zum benachbarten Gliede und zwar durch einen 
Übergang von links nach rechts. 

Andererseits erhebt sich die Frage, ob die Oeschwindigkelts- 
kurTe auch eine Darstellung des Weges gestattet. 

Es ist zu unterstehen, ob die obige Konstruktion auc\ zu 
Sätzen führt, denen in der Reihe s, a^, a^, a^^ . . . ein Über- 
gang von rechts nach links entspricht. 

Man erifineri sich hier wohl ohne weiteres an die beiden oben 
skizzierten Übergänge „Stamm . , . Ableitung^ und „Ableitung . . . 
Stamm^, 

Aus — = cp,, — = cp2 — = cp„ folgt sofort: 

TT T 

S = Si + Sg + . . . . S„ = T (cpi + 92 + . . . . 9n). 

Bei elementarer Teilung wird auf der rechten Seite die Summa- 
*tion einer unendlichen Reihe gefordert, welche des öfteren auch 
mit geringen Mitteln durchführbar ist. 

Bildet die Größe cpi, 92 ^n z. B. eine arithmetische 

Reihe L 0., so ist 

Ti = 9i, 98 = 9i + s, 93 = 9i + '^ e . . . 9/^ = ?i +{n — l)E. 
Man hat dann: 



. e 



/ I I \ / I ^ (w — ^) 

S = 1 iVi + 92 + . . . . 9n) = T ( W . Cpi H ^— j '- 

Setzt man n.z = t, so erhält man 

S = t.^, +-.--^T.-. 

Für elementare Zerlegungen hat man 

S = lim (t [Cpi + 92 + • • • • 9n])r - o = 

zu setzen. 

An der Grenze bleibt — jedenfalls endlich, weil auf der rechten 

Seite der Gleichung eine endliche Gröfse (s) steht, so da/s man 
hier Qim t = 0) zu der Formel 



s = t.Vo + j.- 



gelangt. 



Die Summation, welche nötig ist, um s aus s^ + ^2 + • • • Sn 
herzustellen, ist durch die Geschwindigkeitskurve graphisch dar- 
gestellt. 
Die Fläche (F) zwischen der Zeitachse uiid der Geschwindigkeits- 
kurve G'q G\ . . . . G\ ist, wie aus Figur 24 ersichtlich, einer- 

seits kleiner als die entsprechende durch A^ G\ Ay ©'2 

. . . An -iG\ und andererseits gröfser als die entsprechende durch 

W ernicke. 12 
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"Zo"zJ" 



24. 



«3 24 «5 ^6 



GoB,G\B.2 G\^iB. 

begrenzte Fläche, 

Die Fläche Fa, tcdehe zum 
Polygon A^ . . . G\ gehört, ist: 

T (t7t + f?2 + t7,_i + Vn) = 

"^ («^0 4- t'i + . . Vn-l-\-Vn) — Tt7«. 

Die Fläche Fbj wdche zum Po- 
lygone Gq . . . B» gehört, ist: 

Die Gröfse F, welche für jede 
Einteilung zunschen Fa und Fb 
liegt, bestimmt sich dadurch, da/s 

Fa — Fb = z {vn — Vo) 
an der Grenze für abnehmendes 
T (d. h. bei elementarer Zerlegung) verschwindet, als 

lim{FA) = lim{z [v^ + v^ + . . . . t;JX = o 
oder als 

lim{FB) = lim(z[Vo + t?, + . . . . Vn- i])r = o. 

Beide Ausdrücke stimmen mit lim (x [<p, + T2 + • • • • T«]) 
überein, d. h, es ist 

F = s. 

Die Fläche 9 welche durch die OeschwindigkeitskiUTe, 
durch deren Projektion auf die Zeit-Achse und durch die 
beiden projicierenden Strecken begrenzt wird, mifst das zuge- 
hörige Bahn-Stück. 

Wenn sich der Sinn der Geschwindigkeit für irgend eine Stelle 
( TF,) der Bahn ändert, d. h. wenn der PunM in seiner Bewegung 
für einen Moment innehält, um dann umzukehren, so sind negative 
Geschwindigkeiten in Rechnung zu bringen. In diesem FaUe 
würde man die Strecke, welche die negativen Geschwindigkeits- 
Werte darstellt, nach unten hin zu konstruieren haben. 

Dem Momente des. InnehaUens entspricht- die Geschwindigkeit 
yjNtdl^ , d. h. hier wird die Zeit- Achse durch die Geschwindig- 
keitskurven geschnitten, welche nun unterhalb der Achse verläuft* 

Wenn positive und negative Geschwindigkeiten in Rechnung zu 
bringen sind, so mufs man im positiven und im negativen Gebiete 
getrennt summieren, d. h. die entsprechenden Flächen der Be- 
trachtung zunächst gesondert unterwerfen. 

Analoge Sätze gelten für die Beschleunigungskurven jeder 
Ordnung. 

Die entsprechende Fläche der Beschleunigungskurve erster Ord-^ 
nung mifst z. B. die Geschwindigkeit. 

In allen diesen Fällen, wo negative Glieder auftreten können^ 
ist besondere Sorgfalt auf die Konstruktion {unterhalb der Zeit- 
Achse) und auf die darauf begründete Berechnung zu legen. 
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Zur Veranscha,ulichung dieser gra- 
phischen Darstellung mag eine Bewegung 
betrachtet werden, für welche gilt: 

s = ct. 
SeM man ^ = 0, t, ^x, 5t . 
so wird s = 0, ex, J2cx, 3cz . 
d, h. man hat 

0| — ^ C T, 02 ""— C Tj 03 — ■ C T • • . « 

Die WegJcurve ist hier {Figur 25) 
eine Grade: die Tangente der Kurve 
fällt stets mit der Graden seihst zu- 
sammen. 

Die Neigung gegen die Zeit- Achse ist 
hier überall dieselbe, d. h. die Geschwin- 
digkeit ist konstant. 

Die GeschwindigkeitsJcurve ist 
hier eine Parallele zur Zeit- Achse, da 

man normal zu dieser stets dieselben Strecken zu errichten hat: 
die betreff ende Fläche ( Weg) ist immer als Differenz zweier Recht- 
ecke darstellbar und infolgedessen proportional zu(p — ^) t = r . x. 

Die Beschleunigungskurve existiert nicht, da der Be- 
schleunigungswert immer NuU^) ist. 

Als zweites Beispiel mag eine Bewegung gewählt werden , für 
welche 




25. 



anzusetzen ist. 

Für t =: 0, x, J2z, 3 t 

s = 0,j, 4.J, 9 



t2 

s = a -TT 
2 



. p X erhält man 



a 



P 



2 a 



^^ 



d. h. man hat 



a 



— '^ • TT» ^3 — 



^ r. ^ 



144 



121 



100 



a 

Jim die Wegkurv e{Figur 26) zu kon- 
struieren, hat man auf der Wegachse Strecken 
aufzutragen, welche den ungeraden Zahlen 
proportional sind: die restUtierende Kurve u 
heißt Parabel. 

Da cpi, cp2, ^3 proportional zu ^^ 

St, S2, s^ . . . . ist, so hat man zur Kon- 36 
struMion der Geschtvindigkeitskurve in äqui- 25 
distanten Punkten der Zeit-Achse Normalen, 
beziehungsiveise von den Längen 1, 3, 5 . . . 
aufzutragen, wobei also die Geschwindig- 
keits-Inkremente proportional zu 3 — 1= 2, 




1) Man darf auch sagen: sie fällt mit der Zeit- Achse zusammen. 

12* 
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5 — 5 = -5 . . . . sind, d, h. die GeschwindigheitsJcurve 
ist eine Grade, welche gegen die Zeii-Ächse geneigt ist. 

Die betreffende Fläche (Weg) ist immer als Differenz zweier 
Breiecke darstellbar und wird infolgedessen proportional zu 

p , z'^ q^ , x^ T^ 

Die BeschleunigungsJcurve ist eine Parallele zur Zeit- 
Achse. 

Der Wert dieses graphischen Verfahrens tritt vorzüglich dann 

hervor, wenn für 9j, 92? Ts • • • • ^^®^ ^ «i, «g, a^ . . . . etc. 

Zahlen gegeben sind, welche sich nicht ohne weiteres durch einen 

Rechnungs-Ausdruck (diophantische Gleichung) zvrischen s und t 

oder V und t etc. darstellen lassen. 

Dieser Fall tritt bei der Behandlung der physischen Bewegungen 

äufserst oft ein, da hier zunächst nur einzelne Beobachtungen 

gegeben sind und deren Zusammenfassung durch einen bestimmten 

RechnungS'Äusdruck durchaus nicht immer gelingt. 

Man kann immer einzelne Punkte irgend einer Beschleunigungs- 
kurve konstruieren, so dafs also ein Polygonstück gegeben ist, 
welches innerhalb gewisser Grenzen der Annäherung statt der 
Kurve benutzt werden kann. 

Ist man z. B. im Stande, die GeschwindigheitsJcurve einer Be- 
wegung darzustellen, so vermag man durch den oben gegebenen 
Flächen-Satz auch das zugehörige BahnstücJc zu messen. 

Solche Flächen-Messungen geschehen, nachdem die Zeichnung 
ausgeführt worden ist, entweder durch bestimmte Instrumente 
(Planimeter) oder durch irgend ein Bechnungs- Verfahren, welches 
statt der gegebenen Kurve ein Sehnen-Polygon desselben verwendet. 
In jedem Falle ist dann natürlich nur eine gewisse Annäherung 
zu erreichen^ für welche ja aufserdem schon durch die Beob- 
achtungsfehler bestimmte Grenzen gezogen sind. 



f. 7. Gleichförmigkeit und Ungleichförmigkeit von Bewegungen. 

1. 

Die mafsgebende Bewegung des Punktes Z, zu welcher alle 
andern Bewegungen von Punkten in Beziehung zu setzen sind, 
wurde als gleichförmige Bewegung eingeführt. 

Die hierin ausgesprochene - Eigentümlichkeit des Zeitenflusses 
konnte nicht des näheren definiert werden, da das unmittelbare 
Innewerden derselben allen andern Bewegungs- Vorstellungen zu 
Grunde liegt. 

Wenn der Flufs der Zeit durch ein Uhrwerk dargestellt wird, 
so ist auch die Bewegung der Zeigerspitze durch jene Eigentüm- 
lichkeit ausgezeichnet, welche wir der Bewegung von Z zuschreiben 
müssen. 
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Man wird zu Reihen gleichförmiger Bewegungen gelangen, 
wenn man sich Eeihen von Uhren konstruiert denkt, welche aUe 
den Flufs der Zeit in einer Zeiger -Bewegung zur Darstellung 
bringen. 

Wenn dabei durch die Spitzen der Zeiger Kreise von den 

Badien r, , rg, rg . rn beschrieben werden, so werden alle 

Bogen derselben, welche von einem bestimmten Zeit-Momente aus 
gemessen werden, einander stets proportional bleiben. 

Wenn man nun auf einer Reihe von Kurven Cj, C2, Cg . . . Cn 
von je einem festen Punkte (Pi) aus Bogen abgetragen denkt, 
welche stets mit jenem Kreisbogen in ihrer Länge übereinstimmen, 
so befinden sich auch deren Endpunkte (Wi) in gleichförmiger Be- 
wegung und es ergiebt sich hier als Charakteristikum, dafs die 
Länge eines beliebig herausgegriffenen Bahnstückes stets der Zeit- 
Dauer proportional ist, welche bei dem Durchlaufen desselben verfliefst. 

Demnach kann man unter Bezugnahme auf die nicht zu de- 
finierende Eigentümlichkeit des Zeitenflusses für aUe anderen Be- 
wegungen die Definition aufstellen: Wenn die Mafs- Zahlen der 
Länge von beliebig herausgegriffenen Stücken der Bahn durch die 
Mafs-Zahlen der Dauer der zugehörigen Zeitteile dividiert immer 
dieselbe Zahl liefern , so hat die Bewegung den Charakter, 
welcher dem Zeitenflusse eigentümlich ist, d. h. sie ist gleichförmig. 

Wenn jene Division nicht immer dieselbe Zahl liefert, so 
wird damit eine andere Eigentümlichkeit der Bewegung festge- 
stellt, d. h. dieselbe wird als eine nicht gleichförmige oder besser 
als eine ungleichförmige Bewegung erkannt. 

Die Konstanz des Zahlen -Wertes der Division zeigt an, dafs 

die mittlere Geschwindigkeit fcpfg] = — ) für alle Bahnstücke 

dieselbe Gröfse hat und dafs man daher hier von der mittleren 
Geschwindigkeit der ganzen Bewegung oder überhaupt von der 
Geschwindigkeit der Bewegung sprechen darf 

Bezeichnet ') man die Mafs-Zahl dieser Geschvrindigkeit mit c, 
so hat man für jedes Bahnstück [s] die Gleichung 



und demnach auch 



s 



s = c . t und t = — . 

c 



Wenn das Stück [s] in seiner Lage als W^W^ = PW2 — PWi 
gegeben' ist, so hat man fürFW^ = [Sp] und PW^ =^ [u] die 
Bezeichnung [s] = [Sp] — [u], 

Mi/st man also die Bogen s nicht von Wi aus, sondern von 
P aus, so gilt die Formel: Sp = u -{- c .t 

Für t =^ ergiebt sich {Sp)t ^0 =^ u^ d. h. die Gröfse u 

1) Im Hinblick auf celeritas constans. 
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mißt von P aus denjenigen Punkt (TTj) a6, für welchen man 
die Zeit- Bauer t zu messen begann. 

Wenn der Zeitteil [i] in seiner Lage als Z^Z^ = OZ2 — OZ, 
gegeben ist, so hat man für OZ2 ^= PJ und OZj = [w] die 
Beziehung [f] = [to] — [u?]. 

Mißt man also die Zeü-Dauer nicht von Zi aus^ sondern von 
aus, so gut die Formel: s = c.to — c.w. 

Für s ^=^ ergiebt sich (^o)* = o = w, d. h, die Größe w 
mißt von aus denjenigen PufJd [Z,) ah, für wdcheu man die 
Weglänge t zu messen begann. 

Geht man endlich bei der Messung von und P aus, so 
hat man die Beziehung 5^ = c . /« + (u — c.w) oder 

Sp — u 

= c. 

to — W 

Die Verlegung der Änfangs-Punkte führt also stets zu einer 
Formel: 

8 = c. t -\- constans. 

Die gleichförmige Bewegung von W charakterisiert sich 
folgendermafsen. 

1. In Zeitteilen von gleicher Dauer werden Bahnstücke von 
gleicher Länge durchlaufen. 

2. Zu Bahnstücken von gleicher Länge gehören Zeitteile von 
gleicher Dauer. 

3. Jede Reihe von Bahn-Inkrementen (einschlierslich der ele- 
mentaren) ist eine arithmetische Reihe von der Ordnung Null, 
d. h. sie besteht aus lauter gleichen Gliedern. 

4. Für alle Bahnstücke [s] ist cp[B] = — = c. 

X 

Dabei ist {s)t = 1 = c , d. h. die Maß-Zahl der Geschwindigkeit 
ist gleich der Maß-Zahl des in der Zeit-Einheit durchlaufenen 

Weges. 

5. Mit Ausnahme von a%^ = c ist jedes a[8] und demnach 
auch jedes a Null. 

Jeder dieser 5 Sätze enthält die hinreichenden und not- 
wendigen Bedingungen für die Existenz einer gleichförmigen Be- 
wegung und darum läfst sich immer der eine aus dem andern 
herleiten. 

Damit ist nicht gesagt, daß dieser Charakter der Bewegung 
schon dadwch bedingt vnrd, daß ei/nzelne Werte-Paare {OZiy 
P Wi) z. B. dem sub 1 Geforderten genügen. 

Die Formel s =^ et fordert eine solche Bezeichnung für alle 
Werte-Paare. 

Was nun die nngleichförmigen Bewegungen anbelangt, so 
ist zunächst eine Einteilung derselben von Wichtigkeit. 

Wenn für jede (d. h. auch für die Reihe der Elementar- 
Inkremente) Einteilung (n) eines Bahnstückes [sl 



— 183 



ist, so nennt man die Bewegung auf dem Bahnstücke [s] eine 
positiv beschleunigte oder kurzweg eine beschleunigte Bewegung, 
wenn dagegen für jede Einteilung (n) 

ist, so nennt man die Bewegung auf dem Bahnstücke [s] eine 
negativ-beschleunigte oder kurzweg eine verzögerte Bewegung. 

Die Inkrementen- Reihe ist bei der beschleunigten Be- 
wegung eine steigende^ bei der verzögerten Bewegung eine 
fallende Beihe. 

Ein Gleiches gilt von der zugeordneten Reihe der Geschwindig- 
keiten. 

Abgesehen von etwa vorhandenen gleichförmigen Abschnitten zer- 
legt sich eine ungleichförmige Bewegung stets in beschleunigte und 
in verzögerte Teübewegungen. 

2. 

Fast alle in der Natur gegebenen Bewegungen sind ungleich- 
förmige Bewegungen der verwickeisten Art. 

Die fortschreitenden Bewegungen des Lichtes und unter ge- 
wissen Umständen auch die des Schalles dürfen im allgemeinen 
als gleichförmige Bewegungen angesehen werden. 

li^eilen 

Für die ersten ist im Mittel c = 41000 -h-t 1 — , für die 

Sekunden 

letzteren ist im Mittel c = 330 ^n 1 — zu setzen. 

Sekunden 

Wenn der Blitz und der Knall eines an einem Orte A abge- 
feuerten Geschützes an einem andern Orte B mit einer Zeit" 
Differenz von t Sekunden wahrgenommen wird, so ist die Ent- 

X 

femung x von A und B von dem Lichte in der Zeit —mr7r:r 
' ^ 41 000 

und von dem Schalle in der Zeit x . durchlaufen worden, 

T5 41000 ) ^^ ^^ Annäherung 

33 
X = — - . t Meüen setzen darf. Entfernung von Gewitterwolken, 

Als einziges Beispiel einer in der Natur gegebenen Bewegung 
von Charakter vollendeter Gleichförmigkeit dürfte die Rotation der 
Erde um ihre Achse hinzustellen sein, vorausgesetzt dafs sich die 
jetzt in Geltung stehende Annahme einer stetigen Verlängerung 
des Sterntages als unberechtigt erwiese. 
La place hatte eine Untersuchung^) angestellt, welche zeigen 
sollte, dafs sich diese Botatixms-Periode der Erde s^t der Zeit 



1) M^canique eheste. II, 347, III, 176 und V, 361. 



— 184 — 

i" 

Hipparchs nicht um —— geändert habe, woraus allerdings nur 

oUU 

folgte da/s etwa auf 600 000 Jahre nicht mehr als i" mutmaßliche 
Änderung Icommt 

Am Ende der fünfziger Jahre unseres Jahrhunderts hat Adams ^) 
die Untersuchungen von Laplace geprüft^ indem er die Säkular- 
Änderung der mittleren Länge des Mondes von neuem zu be- 
stimmen suchte. Dabei scheint sich zu ergeben, da/s der Sterntag 

seit den Zeiten Hipparchs um -^ zugenommen haf^), so dafs 

etwa auf 16800 Jahre 1** der Änderung tcommen würde. 

Abgesehen von diesen Rechnungen führt auch die Überlegung, 
dafs d€r Baum zwischen den Himmelskörpern mit Materie ange- 
füllt^) gedacht werden mufs, zu der Annahme einer ^ Verzögerung 
der Umdrehungszeit, ganz abgesehen davon, ob die Änderungen in 
der Umlaufszeit, welche am Enh eschen Kometen beobachtet und 
bei andern Kometen nicht gefunden wurden, durch ein solches 
widerstehendes MiUel zu erMären sind oder nicht. 

Andererseits ist für die Erde auch der Einfluß von Ebbe und 
Flut in Rechnung^) zu bringen, weil hier durch die Reibung der 
Flüssigkeit auf dem festen Grunde gleichfalls eine Verzögerung 
der Rotationszeit eingeleitet werden mufs. 

Man hat daran festzuhalten, dafs in einem Systeme absolut 
starrer Körper, zwischen denen ein vöilig leerer Raum vorhanden 
ist, bei Annahme unserer physikalischen Gesetze allerdings die 
Gleichförmigkeit der Umdrehungen behauptet werden mufs, dafs 
ai)er die Beobachtung darüber zu entscheiden hat, ob solche Ver- 
haltnisse gegeben sind oder nicht. 

Wenn man an der Konstanz der Umdrehungszeit festhalten 
will, so mufs man annehmen, dafs andere Bedingungen den Ein- 
flufs der oben berührten Bedingungen wiederum aufheben. Eine 
solche Annahme hat J, JB. Jfayer*) gemacht, indem er die Be- 
hauptung aussprach, dafs sich die Erde fortwährend verkleinere, 
und dafs sie sich deshalb immer schneller drehen müsse. Hier 
kommt es natürlich darauf an, ob sich Verzögerung und Be- 



1) Verg]. J. B. Mayer, Natnrwissenschaftliche Vorträge, S. 28 und Zöllner, 
Theorie der Kometen, S. 470. 

2) Yergl. aufserdem Hansen, Beriebt der König). Sachs. Gesellschaft der 
Wissenschaften 1863 Bd. XV. 

3) Ohne auf die Äther-Hypothesen einzugehen, soll auf die Zöllner- 
sche Untersuchung, über das Gleichgewicht der Atmosphären der Himmelskörper 
hingewiesen werden, gemäfs welcher im sogenannten leeren Baume stets Spuren 
von atmosphärischen Gasen vorhanden sind. 

4) Vergl. Kant, „Untersuchung der Frage, ob die Erde in ihrer Um- 
drehung etc." (1754) und J. B. Mayer, „Mechanik der Wärme* (1867), welche 
auch dessen Abhandlungen aus den Jahren 1842 — 1848 enthält. Vergl. auch 
Helmholtz, Wechselwirkung der Naturkräfte. 

5) Vortrag aus dem Jahre 1870 in der Sammlung vom Jahre 1871. 
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schleunigung der Bewegung, hemehungsweise Verlängerung und 
Verkürzung des Sterntages grade aufheben oder ob auf der einen 
Seite ein Überschufs festzustellen wäre. 

Am wahrscheinlichsten ist es, dafs uns in der That keine 
gleichförmige Bewegung von Naturkörpern gegeben sind, während 
allerdings eine Reihe solcher Bewegungen mit einem gewissen 
Grade der Annäherung ') als solche angesehen werden dürfen. 

§. 8. Die gleichmäfsig geänderte Bewegung erster Ordnung. 

1. 

Unter allen ungleichförmigen Bewegungen zeichnet sich eine 
Klasse durch besondere Einfachheit aus. 

Einen Teil der von ihr umfafsten Bewegungen hat man von je- 
her als gleichmäfsig geänderte Bewegungen eingeführt, dieselben 
sind aber nicht die einzigen, für welche sich eine gleichmäfsige 
Änderung der Bewegung nachweisen läfst. 

Die gleichförmige Bewegung stellt die gleichmäfsige Änderung 
Null dar und eröffnet eine Reihe von Bewegungs- Arten , deren 
zweites Glied die gleichmäfsig geänderte Bewegung (in altherge- 
brachter Bedeutung) ist, deren drittes Glied aus dem ^zweiten 
ebenso entsteht wie das zweite aus dem ersten etc. 

Die verschiedenen Bewegungs -Arten dieser Klasse sollen als 
gleichmäfsig geänderte Bewegungen von der Ordnung 0, 1, 2, ... p 
unterschieden werden. 

Eine gleichmäfsig geänderte Bewegung von der Ord- 
nung p ist eine Bewegung, bei welcher jede Bahn-Inkrementen- 
Beihe eine arithmetische Beihe von der Ordnung p ist« 

Die gleichmäfsig geänderte Bewegung erster Ordnung 
wird im allgemeinen schlechthin als gleichmäfsig geänderte 
Beweg[ung bezeichnet. Diese Abkürzung ist auch fernerhin statt- 
haft, wenn man sich nur ihrer Bedeutung stets erinnert. 

Die Darstellung dieser Bewegung, welche innerhalb der abge- 
grenzten Klasse nach der bereits behandelten gleichförmigen Be- 
wegung die einfachste ist, soll nun zunächst gegeben werden. 
Wenn sich eine Bahn-Inkrementen-Reihe als eine arithmetische 
Reihe erster Ordnung erweist, so läfst sich dieselbe darstellen als: 

Si = si, S.2 = Si -f- S, Sg = Si + 2 5, 

s = si «-j- (n — 1) 5. 
Daraus folgt: 



s = si -f Sj 4- 83 + . . . 8„ = n . Si + n ^y- 



2 



1) Darüber hinans scheint eine Kongruenz von Idealem und Realem über- 
haupt nicht vorhanden zu sein. 
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Beachtet man nun, dafs n . t =: t und demnach auch n = — 

ist, so hat man: 

_ . s' t» 8 .8 

g 

Bezeichnet man die konstante Gröfse -= mit d, so er- 

giebt sich: 

t* 
8 =■ * • ?[»i] + -2 • ^ ~ '^ • * • * 

Wenn man nun n mehr und mehr wachsen läfst, so wird t 
kleiner und kleiner. 

An der Grenze — die Gröfse d, welche nicht Null ist, mufs 
bei diesem Übergange endlich bleiben, weil die linke Seite (s) der 
Gleichung eine endliche Gröfse ist — verschwindet das Glied 
T . t . d, während cpjg,] in v© übergeht '), 

Demnach resultiert: 

t* 

S = t . Vo + ö- • d- 

Die konstante Gröfse d ist >> o oder <: o, je nachdem 5 > 
oder <: ist. 

Wenn 5 > o ist, so hat man eine steigende Inkrementen- 
Reihe und infolge dessen eine beschleunigte Bewegung, wenn S 
<: ist, so hat man eine fallende Inkrementen-ßeihe und in- 
folge dessen eine verzögerte Bewegung vor sich. 

Da die Gröfse d durch den Quotienten -z definiert wird und 

sich somit als -r^ r — %=r r- einführt, so charakterisiert 

(Dauer) . (Dauer) 

sich dieselbe als ein Beschleunigungs-Wert, dessen Bedeutung noch 
klarzustellen ist. Man hat femer die zugeordnete Reihe der Ge- 
schwindigkeiten 

Si 8« _ 8l , S 83 _ Si Q 8 

XX X ' X X X X 

?iL = ?L + (n _ 1) . 1. 

X X ' ^ ^ X 

Es ist also: 

g g 

Beobachtet man wiederum, dafs n . x = t und demnach auch 
n = — ist, so hat man : 

.X 



1) Bezeichnet man das yor [s,] gelegene Element mit [so]? so geht ^[so] an 

der Grenze in vo über, während qp[8i] = vo =i= e ist. Es läfst sich zeigen, 
dafs e im Vergleich zu Vo verschwindend klein ist. 
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?[8n] = T[8t] +*• ;^ - * • ;^ = T[8i] + t . d — X . d. 
An der Grenze verschwindet x . d und es ergiebt sich: 

Vt = Vo + * • d- 
Aus dieser Formel folgt: 

A Vt — Vo 

*=— t— 

Demnach stellt sich die Gröfse d, deren Charakter als Be- 
schleunigungs-Wert schon erkannt wurde, als die mittlere Be- 
schleunigung der Bewegung für jedes Wegstück [s] dar. Man darf 
infolge dessen auch hier eine abkürzende Bezeichnung einführen 
und bei der Konstanz der Beschleunigung schlechthin von der 
Beschleunignng der Bewegimg sprechen. 

Es gelten hier die Gleichungen: 

t^ 

s = t . Vo + ^ . d und Vt = Vo -f- ^ • d 

In diese Formeln treten 5 Gröfsen (Vo, d, t, Vt, s) ein, 
welche in gewisser Beziehung mit den 5 Gröfsen, welche in der 
Theorie jeder Reihe (Anfangs-Glied , Gesetz , Anzahl der Glieder, 
End-Glied, Summe) eine Rolle spielen, in Korrespondenz stehen. 
Je zwei dieser 5 Gröfsen lassen sich immer durch die 3 übrigen 
ausdrücken, so dafs also jede Gröfse so oft auf verschiedene 
Weise bestimmt werden kann, als 4 Gröfsen zu je 3 ohne Wieder- 

4 3 2 

holung kombiniert werden können, d. h. * * ^ mal. 

Man gelangt also zu einem System von 20 Formeln, unter 
denen immer je 4 unmittelbar in einander übergeführt werden 
können, da in jede Formel 4 Gröfsen eintreten und die Auflösung 
nach jeder derselben möglich erscheint. 

Man kann infolge dessen auf höchst verschiedene Weise je 
fänf, von einander unabhängige Formeln, als Orundformeln her- 
ausheben. Als solche sollen hier gewählt werden: 

t^ 

1) s = t . Vo + 2" • d. 

2) s = t . Vt - I . d. 

3) Vt = Vo + * • d oder Vo = Vt — t . d. 

4) v«t = v^ 4- 2ds oder v«o = v^ - 2ds. 

5) t = 2!_. 

Vo + Vt 

Aus jeder Grundformel lassen sich durch Auflösung nach den 
3 nicht entwickelten Gröfsen 3 andere Formeln gewinnen, so dafs 
man also in der That zu einem System von 20 Formeln gelangt. 
Wenn man nicht die Änfangs-Punkte von [t] und [s\, sondern 
ein beliebiges und Z als Änfangs-PunMe der Messung einge- 
führt denkt, so gelangt man auch hier zu einer Formel: 



— 188 — 

s = t.Vo'-\' — .d+ constans. 

Will man bei dieser Bewegung eine Reihe YOn Gescliwiii- 

digkeits-Inkrementen einfuhren, so muls man für v dieselbe 

Teilung, welche für s durchgeführt wurde, vorgenommen denken. 

Zerlegt man wiederum einen bestimmten Zeit-Teil [t] in n Teile 

von gleicher Dauer x, so kann man für jedes Glied der Reihe [ti], 

[tj], .... [tn] oder auch für jedes Glied der Reihe [Si], fsj] 

[Su] Anfangs- und End-Geschwindigkeit bilden und deren Werte 
von einander abziehen. 

Eine solche aus n wohl bestimmten Differenzen gebildete 
Reihe wird für eine elementare Einteilung in die Reihe der ele- 
mentaren Gesehwindigkeits-Inkremente übergehen. 

Da sich ein Glied (vt — v«) einer solchen Reihe als x . a[Bi] 

darstellt und a[8|] hier eine Konstante ist, so gelangt man daher 

zu einer arithmetischen Reihe von der Ordnung ^Null^. 

Allgemein ist festztihaüen , fla/s die Glieder einer selchen Inkre^ 

mentenrBeihe den Gliedern einer aus den entsprechenden mittleren 

Beschleunigungen gebildeten Reihe proportional (S. 171) sind. 

Der Reihe der elementaren Geschnmidigkeits-Inkre- 
mente etUspricht die Reihe der Werte der BesefUeunir- 
fftmgen i/n den auf einander folgenden Bahn- 
Punkten. 

An die oben gegebene Proportion 5, : ^2 = cpr*i] • 9c*»] ^''^ ^^ 
daraus gezogenen Folgerungen braucht nur erinnert zu werden. 

Die gleichmärsig geänderte Bewegung (erster Ordnung) 
charakterisiert sich folgendermafsen : 

1. Zu Zeit-Teilen von gleicher Dauer gehören gleiche Wert- 
Differenzen von Anfangs-Geschwindigkeit und End-Geschwindigkeit. 

Die Differenz Vt — Vo entspricht der Länge eines Wegstückes^ 
welche sich ja auch immer als eine Differenz ZW^ — ZWi = s 
darstellen läßt. 

2. Zu gleichen Wert-Differenzen von Anfangs-Geschwindigkeit 
und End-Geschwindigkeit gehören Zeit-Teile von gleicher Dauer. 

3 Jede Reihe von Geschwindigkeits-Inkrementen (einschliels- 
lich der elementaren) ist eine arithmetische Reihe von der Ord- 
nung Null, d. h. sie besteht aus lauter gleichen Gliedern. 

4. Für alle Bahn-Stücke [s] ist a [,] = ^ ~ — - = d. 

X 

Dabei ist (vt — Vo)t ^ i^=d, d. h. die Mafs-ZaM der Beschleuni- 
gung ist gleich der Mafs-ZaM des Geschwindigheits-Inkrementes 
für die Zeit-Einheit. 

5. Mit Ausnahme von a® w = Vo -f d . -s- und a'[g] = d ist 
jedes a[g] und demnach auch jedes a Null. 
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JSs seheint nicht überflüssig aus der Formel s = t .v„ -{- — .d 

die Eigenschaft der in Bede stehenden Bewegung herzuleiten, 
welche hier als Definition benutzt tourde. 

Um das Bahn-Inhrement [ä,] für ein bestimmtes [ti] aus der 
Beihe [ti], [2], . . . [tn] ^u finden, hat man t in der Formel für 
s einmal durch i . x und einmal durch (i — 1) x zu ersetzen 
und beide Werte zu subtrahieren. Es ist: 

Si =: z . Vo -{- ~ . d(2i — 1), d. h. 
Si = z . Vo -i- -^ . d, S2 = z . Vo -{- -j . 3d, 

Die Differenz der Beihe ist t^ . d und dieses Ergebnis ent- 
spricht dem ÄusgangS'Punkte , wo d =^ -^ eingeführt wurde. 

Auch hier sind die Bedingungen so angegeben, dafs sie zu- 
gleich notwendig und hinreichend genannt werden dürfen. 
Will man z, ß. aus Nr. 4 den Charakter der Bewegung ab- 
leiten, so verfährt man folgendermafsen: 

Zerlegt man irgend ein [s] im Hinblick auf die Teilung 
t = n . z in die Beihe der ßahn-lnicremente [5i], [52], . . . [5„] 
und nimmt an, dafs deren erstes [si] mit einer Geschwindigkeit Vo 
betreten wird , so wird das zweite mit der Geschwindigkeit 

Vo-\-t. — , das dritte mit der Geschwindigkeit Vo-\- 2t, — . . . . 

das letzte mit der Geschwindigkeit Vo -{- (n — T) t , — betreten, 
während dieselben beziehungsweise mit den Geschwindigkeiten 
Vo'\'t.—,Vo'\-2t.—,..,Vo'\-nt. — , verlassen werden. 

Wenn man nun die Weginkremente alle aus der Formel für 
die gleichförmige Bewegung mit Hülfe der Anfangs-Geschwindig- 
keit berechnen wollte, so umrde man für deren Summen bei posi- 
tivem d ein zu kleines und bei negativem d ein zu großes Be- 
suUat Sa erhalten, wenn man dagegen unter gleichen Umständen 
mit den End-GeschuAndigkeiten in die Bechnung ginge, so würde 
man ein zu großes beziehungsweise ein zu kleines Besultat Se 
erhalten. Jedenfalls liegt s zwischen Sa und Se- 

Die Formel s =^ et liefert: 
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Nnn ist 



i'^'^+"''-S 



SA = t.v,-\-d.-^{l-\-2-ir...n-t) = 



n 



und 



'-•+"•^(^-4) 



«* = <.f. + d.5(^ + '^ + ») = 



n 



rn+d.i^(i + |). 



Wenn man nun n mehr und mdir wachsen läfstj so nähert sich 

sawcM 8a als auch Se mehr und mehr dem Werte / . r« -\-— .d, 

welcher demnach die zwischen Sa und Se gelegene Größe s he- 
stimmt, 

2. 

In der Natur kommt eine Grappe von Bew^nngen vor, 
welche mit groDser Annäherang als gleichmäCdg geänderte Bewe- 
gungen anzusehen sind. 

Der Mittelpunkt einer in der Nähe der Erdoberfläche in senk- 
rechter Richtung empor- oder hinabgeworfenen Kugel bewegt sich 
fast mit konstanter Beschleunigung. 

ZumNadiweise dieses Satzes der Erfahrung dient die Atwood- 
sehe FaUmaschine in dem oben skizzierten Schema: Der Iteweg- 
liehe Körper stellt, wenn ihm eine bestimmte GeschwindigJceit in 
den Vertikalen mitgeteilt wird, Verhältnisse dar, welche dem Ver- 
tikälwurfe nach unten und dem VertUccdwurfe nach oben fast genau 
entsprechen. 

Die Skala gestattet unmittelbar eine Bahn -Inkrementen- Reihe 
durch Ablesen zu bestimmen^ indem man für jeden {Zeitteile von 
gleicher Dauer x markierenden) Schlag des Uhrwerkes die Lage 
eines bestimmten Punktes des sinkenden und steigenden Körpers 
notiert. 

Findet man z. B. für den ersten Schlag die Lage 0,125 m 
{vom NüU'Punkte P der Skala aus) und für den J2ten, Sten, 
4ten^ 5ten, 6ten Schlag beziehungsweise die Lagen 0,137 w, 
0,161 w, 0,197 my 0,245 m, 0,305 m, so ist s^ = 0,012 w, 
s^ = 0,024 m, Sa = 0,036 m, s^ = 0,048 m, s^ = 0,060 m. 
Daraus schließt man auf eine konstante Beschleunigung 

,012 Meter 

T* {Sekunde) . {Sekunde)' 
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Hai der Zeitteil x grade die Dauer einer Sekwnde, so ist 

d = 0,01:2 T^n — j-T — Yen — tt «*wd man gelangt dann zu der 

{Sektmae) , {Sekunde) 

Formel: 

s z= t . Vo -] — 5- . Oy012 + constans. 

Beim erden Schlage, d. h, als man ssu Zählen anfing j hatte s 
die Größe 0,125, so da/s man erhält: 

constans = 0,125 und 5 = ^.t?o + -^- ^^^^^ + 0,125, 

Beim zweiim Schlage {d. h. für t = I) hatte s die Gröfse 
0,137 m, so da/s man erhält: 

0,137 = Vo + 0,006 + Oyl25, d. h. Vo = 0,006. 
Demnach ge1>angt man zu der Formel: 

s = 0,125 + t, 0,006 + -^ . 0,012. 

Diese Formel ist nun durch weitere Beobachtungen zu prüfen *). 

Es scheint nicht tiberflüssig zu bemerken, da/s wegen der JETo- 

mogenettät der Gleichung für s die Zahl 0,125 die Einheit Länge, 

die Zähl 0,006 die Einheit .^^ und die Zähl 0,012 die Ein- 
Länae Dauer ' 

heit -Tri \—yT\ n" ^i/dj da ja t eine Dauer bedeutet und 

{Dauer) . {Dauer) ^ 

sich s als Länge ergeben mu/s. 

Eine andere Art der Demonstration läXst sich durch das 
V. B ab sehe Fallbrett geben. 

Eine Stimmgabel {Figur 27) vollführt beim Tönen Schwingungs- 
Bewegungen, welche durch 
das nebenstehende Schema -j^ ^1 

verdeutlicht werden sollen. I^ 'ß ///■" ""-—---- ^ 

Die Punicte M und N blei- \ I ,JX/tt ^2 



ben in Buhe, während A i 1 n\;* - ^2 

und B zwischen der Lage ^Q Qi ^'^'^'-■-■-'-'-•'-'1. ß 

Ai und Bx und der Lage ^1 

Ai und B2 hin und her- 27. 

gehen. 

Die {konstante) Zeit-Dauer ^ welche einer Doppelschwingung {Hin- 
und Hergang) von A oder B entspricht, lässt sich durch geeignete 
Methoden feststellen; man giebt gewohnlich die Anzahl {n) der 
Doppelschwingungen an, welche einer Sekunde entsprechen'. 

Wenn man nun an einer horizontal schwingenden Stimmgabel 
einen Stift befestigt, welcher eine vertikal stehende parallel- 
epipedische Platte leicht berührt, so wird der Stift auf dieser in 
einer Sekunde n-mäl einen Hin- und einen Hergang verzeichnen. 



1) Dabei kommt das Verfahren zur Geltang, welches die indaktiy-dedaktiye 
Methode (S. 18 flg.) charakterisiert. 
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Lä/st man nun eine solche Platte, nachdem dieselbe 
berufst icurde, in Schiebern an dem schwingenden Stiß 
voriiherfcdien, so wird derselbe auf ihr die Bahn- 

Inhremente der Bewegung (Figur ä8) für — Sekunde 

aufseichnen. 

Eine bdidnge Skala dienl zm Feststdlung der 
Ma/se dieser Inkremenie, tedche dem freien Folie an- 
genähert {Reibung) entsprechen. 

Solche Apparate, icelche durch Schwingungen da- 
stischer Körper Zeit -Messungen ermöglichen, heifsen 
VibraOons-Chronoskope. 

Der wicMigste Me/s-Apparai für aüe diese Ver- 
häUnisse id das Pendel, dessen Theorie später gegeben 
werden soll. 

Genaue Versuche haben ergeben, dafa beim freien 

Falle eme Acceleration auftritt, welche an demselben 

2g Orte der Erde für alle Körper dieselbe Grölse hat, 

während sie für einen und denselben Körper mit dem 

Orte veränderlich ist. 

Der Wert der Acceleration , welche nach Übereinkunft durch 

6 bezeichnet ') wird, muis einen Index erhalten, der sich auf den 
rt bezieht. 

Da die Lagen-Bestimmung eines Punhies im Baume drei Ma/s- 
ZaJden erfordert, so muß der Index dreiteilig sein. Ist e. B. 
&^ System {x, y, z) ein für aÜe Mal eingeführt, so bedeutet 
93, 4, 5 die Acceleration für den Punkt, dessen Koordinaten x = 3, 
y =^ k, z ^ 5 sind. 

Auf der Oberfläche der Erde ändert sich g liir einen nnd 
denselben Farallel-Kreis fast gar nicht, so dafs hier die Angabe 
der Breite (cp) eines Ortes genügt und g als g^ zu fixieren ist. 
Die BreÜe (cp) steht, wie oben bemerkt wurde, müX, i« engem 
Zusammenhange. 

Der eine Index (^ oder cp) genügt, um für die Erdoberfläche 
die Unterschiede im Werte von [p] hervortreten zu Jossen. 

Man hat fiir den Äquator bei Reduktion'} auf das Niveau 

des Meeres 

go = 9,78009 7c-i— i^— /^-i— J-^ 
* (Sekunde) . (Sekunde) 

und fiir jeden der beiden Pole ebenso 



gcometriEcbe Gegtaltnng von genügender Einfachheit dargestellt nnd mnrs daher 
für die Rechnong durch eine ideale FlBche ersetzt werdeo, welche z. B. dadtircfa. 
erhalten werden kann, dafs man die NiTeau-Flöcben der Oceane zn einer ein- 
heitlichen Oestaltnog (Botatiaiu-E11ip«oid) ergänzt. 



g^ = 9,83089 
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Meter 



(Sekunde) . (Sekunde)' 
Ganz allgemein gilt: 

g^ = 9,78009 + 0,05080 . sin^^. 
Diese Formel, welche aus den Beobachtungen abgeleitet worden 
ist, läfst eine Bestätigung durch die Bechnung zu, falls man ge- 
wissen Annahmen über die Urgeschichte der Erde beitritt '). 

Gewöhnlich rechnet man, wenn es nicht auf grofse Genauig- 
keit ankommt, mit einem abgekürzten Mittelwerte, z. B. mit 

g46 = 9,81. 

Für Punkte, welche innerhalb (Pf) beziehungsweise anfser- 
halb (Pa) des Raumes liegen, welcher von der Oberfläche der 
Erde abgegrenzt wird, leitet man die Werte der Acceleration aus 
den Werten für' die entsprechenden Punkte der Erdoberfläche ab. 

Die Konstruktion der entsprechenden Punkte ist abhängig 
von der Natur der Fläche, welche man als Begrenzung der Erde 
einführt. 

Wenn man die Oberfläche derselben als eine Kugel (R) mit dem 
Centrum auffafst, so liefert der Schnitt-Punkt der Verbindungs- 
Graden OPi beziehungsweise OP,, für Pi beziehungsweise Pa den 
entsprechenden Punkt. 

Innerhalb dieser Auffassung, welche, auch im allgemeinen für 
eine angenäherte Darstellung dieser Verhältnisse ausreicht, gelten 
folgende Formeln: 

Für innere (OPj = p) Punkte: 

Für äufsere (OPa = p) Punkte: 

Dabei ist der Wert von fg] für die Oberfläche, welche durch 
den Erdradius (R) bestimmt wird, jetzt nicht mehr als g«,, sondern 
als gR,y zu bezeichnen, weil man im allgemeinen den Wert gp, ^ 
einzuführen hat. 

Für die Oberfläche seihst müssen beide Formeln g'^^ ^ und 
g^g, g, dasselbe liefern; man hat in der That 

Übrigens gelten die Fonneln für g'^^ ^ und g^g^ g, in aller Strenge 
nur unter der Voraussetzung einer bestimmten Massen -Verteilung 
in Bezug auf den Erdmittelpunkt. Diese Voraussetzung ist für 
g^'g, (f sehr annähernd gegeben, während dieselbe für g'g^ ^ weniger 
vollkommen erfüllt ist. 

Alle diese Sätze der Erfahrung sehen von dem Einflüsse der 



1) Vergl. Clairaut, Theorie de la figure de la terre. Paris 1743. 
Wernlcke. 13 



^ 
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umgebenden Lnft ab, d. h. sie würden nur im luftleeren Banme 
mit ToUer Strenge gelten. 

Man pflegt den senkrecht nach unten gerichteten Wurf von 
der Anfangs- Geschwindigkeit ^^Nnll" als freien Fall von den 
anderen Bew^nngen dieses Abschnittes ansznzeichnen und spricht 
infolge dessen Ton bestimmten Fall-Gesetzen, welche alle nicht 
mehr und nicht weniger sind als Folgerungen aus der Thatsache, 
daÜB hier in groüser Annäherung eine gleichmäüsig geänderte Be- 
wegung Torli^ und dais die Beschleunigung dersdben mit den 
ob^ angegebenen Ei^ebmssen der Beobachtung ubereinstimml 
Jls erstes FdOrGesetz pflegt man den äußerst irreleitenden Satz 
hinzusteUen: AUe Körper sind gleich schwer. 

Es handelt sich hier um den Erfahrungs-Satz, da/s der Wert 
der Beschleunigung (g) an demselben Orte für dUe Körper der- 
selbe ist. 

Als ztneites^ drittes und viertes FaU-Gesete pflegt man 
hinjsusteUen: 

Die Geschurindigieit eines fallenden Körpers nimmt in glei- 
chem Verhältnisse mit der Zeit des FaUes zu, während der dabei 
durchlaufene Weg wie das Quadrat dieser Zeit wächst und die 
am Ende der ersten Sekunde erlangte Geschwindigkeit doppelt so 
groß ist als der in der ersten Sekunde zurückgelegte Weg '). 
• J)iese drei Gesetze sind Folgerungen aus den beiden Formeln 

s = Vot -^ ^ t^ und t?, = t?a + gt 

und zwar für den Specialfall Vo = o. 

Die Fall-Gesetze sind von Galilei {1602) durch Versuche 
mit sorgfaltig polierten Messing-Kugeln ^ ujdche in glatten, mit 
Pergament überzogenen, Holzrinnen herabrölUen, abgeleitet worden. 

Das erste Gesäz (vergh Dynamik) ist durch Bessels Pendel- 
Beobachtungen bestätigt worden. 

Man demonstriert dasselbe durch den Fall im luftleeren Räume, 
indem man gleichzeitig entweder eine Bleikugel und eine Flaum- 
feder in einem von Luft befreiten Gylinder oder indem man in 
freier Luft auf einer horizontalen Metall- Scheibe (z. B. Thaler- 
stück) ein Blatt Papier von geringerer Fläche mit dieser fallen 
läßt und^ jedesmal aus der Gleichheit der Geschwindigkeiten 
auf die Übereinstimmung von \g] schliefst. 

Die anderen Gesetze werden durch die Atwoodsche Fall- 
maschine oder durch das v. Babosche FaUbrett direkt nachge- 
wiesen, während für ihre mittelbare Bestätigung eine große Reihe 
von Folgerungen benutzt werden kann. 

Über den abwärts gerichteten Vertikalwnrf ist nichts Be- 
sonderes hinzuzufügen, da hier dieselben Verhältnisse wiederkehren, 
welche beim freien Falle auftreten. 



1) Vergl. z. B. Koppe, Anfangsgründe der Physik. 
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Die Anfangs-Geschwindigkeit und die Geschwindigkeit^ welche 
von g abhängty haben gleiche Richtung. 

Bei dem aufwärts gerichteten Vertikalwurfe haben die 
von g abhängige Geschwindigkeit und die Anfangs-Geschwindigkeit 
entgegengesetzte Richtung, d. h. es handelt sich um eine gleich- 
mäfsig verzögerte Bewegung. 

Aus der Formd Vt = Vo — gt folgt, da/s für ^ = -^ ein Mo- 

ment der Ruhe (Vt = o) auftriM; diesem Momente ent- 

V ^ V 

spricht die Steighöhe S = -^^ d. ä. für t = — - erhält s den 
Wert^. 
Hier findet eine gleichmäßig verzögerte Bewegung von 

Vo . 17^ 

t = bis t = ^ statt, wobei s von s = obiss = S= ^ 



9 ' ^9 

anwächst, während die Bewegung nach dem Momente, welcher 

V 

durch ^ = — bestimmt wird, gleichmäßig beschleunigt ist. 

Denkt man den Wurf von einer Horizontal- Ebene ausgehen 

und auf dieselbe zurückkehren, so ist im Momente t = — die 

9 
höchste Erhebung (S) über dieser Ebene erreicht. Beim Fallen 

(von ^ = — an) ist S ohne Anfangs-Geschwindigkeit zurückzur- 

• • Va 

legen, wofür die Zeit-Dauer — in Anspnich genommen werden 

muß und wobei Vo als Endgeschwindigkeit erreicht wird. 

Jeder PunM der Graden, auf welcher die Bewegung vor sich 
geht, wird einmal beim Aufsteigen und einmal beim Absteigen 
passiert und zwar beide Maie mit derselben Geschwindigkeit, 

Für die zahlreichen Aufgaben über diese Bewegungen, welche 
alle auf das , aus s = t . Vo 4~ "o • g ^^^ Vt = Vo -|- t . g ent- 
springende, Formel-System zurückweisen, ist zu bemerken, dafs 
die Änderung von g bei einer positiven oder negativen Erhebung 
über die Erdoberfläche nur dann zu vernachlässigen ist, wenn die 
dabei in Frage kommenden Strecken relativ gering sind. 

Beim Falle aus weiteren Femen des Weltenraumes und beim 
Falle in tiefere Schichten des Erdinnem wird im allgemeinen selbst 
innerhalb gewisser Grenzen der Annäherung von einer gleichmäfsig 
geänderten Bewegung nicht mehr die Rede sein können. 

Aufserdem darf man von einer solchen hier nur sprechen, 
wenn man, wie schon erwähnt wurde, von dem Einflüsse der um- 
gebenden Luft ganz absieht. 



13* 
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f. 9. Die gleichmäfsig geänderten Bewegungen höherer Ordnung. 

Um die Reibe von Bewegungen, deren erstes und zweites 
Glied die Bewegung von konstanter Geschwindigkeit und die Be- 
wegung von konstanter Beschleunigung (erster Ordnung) darstellen, 
weiter fortzusetzen, hat man sich des Verfahrens zu bedienen, 
welches vom ersten Gliede zum zweiten Gliede führte, d. h. man 
bat irgend zwei , sich entsprechende , Eigenschaften I und 11 der 
bebandelten Beiben herauszugreifen und eine Eigenschaft x zu 
suchen, zu der man von 11 aus ebenso gelangt, wie man von laus 
zu II gelangt ist. 

Ein solches Verfahren wurde bereits angedeutet, als wir die in 
Rede stehende Gruppe von Bewegungen nach der Beschaflfenbeit 
der Babn-Inkrementen-Reihe einteilten und es ist nur hinzuzufügen, 
dafs neben Anderen auch die Festsetzungen a®[g] = constans, 
a\,] = constans, a^^[a] = constans, etc. nach einander zu den Glie- 
dern derselben Gruppe voji Bewegungen führen würden. 

Um die Theorie der gleichmäfsig geänderten Bewegungen zu 
entwickeln, kann man jene allgemeinen (§. 5) Sätze benutzen, 
welche überhaupt für die Reihen von Beschleunigungs-Inkrementen 
in Geltung sind. 

Aufserdem bedarf man des bekannten Theorems, gemäfs wel- 
chem man das pte Glied irgend einer Reihe findet, indem man 
die Summe (Sp — i) der zwischen dem ersten (u^) und dem pten 
Gliede (Up) gelegene Terme ihrer ersten Differenzen-Reihe zum 
ersten Gliede (uj) addiert. 

Die hier citierte Regel weist man so nach: 

Aus Uly u.2y u^y . . . . t«p — 1, Up, . . . . Mldet man als erste 
THfferennen- Beihe 

M^ ^ ^1 > ^Ä — ^2 ... Up - — Up — /,.... 

Demnach ist 

Sp^l = («2 — W|) + K — «2) + . . . (Up — ttp - j) = tip — U| 

und man hat 

Up = Ui + Sp^ i. 

Zunächst mag diejenige Bewegung behandelt werden, welche 
innerhalb des oben abgegrenzten Gebietes als drittes Glied er- 
scheint. 

Wenn die Reihe der Bahn-Inkremente eine arithmetische Reihe 
2ter Ordnung ist, so ist die erste Differenzen-Reihe derselben eine 
arithmetische Reihe Iter Ordnung, d. h. man hat 

aj — Sj =r S , 83 — S2 = 6 + S', S4 — Sji = 6 -|- 2 5', . . . . 

Sa — Sa - 1 = e + (n — 2) 8' 
und 

Sl = s, , S.^ = Si +6, Ss=:S, -f ^ S -f 8' , S4 = S, + 3 £ -}- 3 S', 

Ss = s^-f4s+6SS...s„ = 8, +(n— l)e + ^'^~-^^2^--"^^^ 
Demnach ist 
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Die Einführung n = — liefert : 

/T . t _e_ , T . y» ^ _ T» . t S^\ 
\2~ • 1^ + 2 • T« 3 • xV' 

Beachtet man, dafs 

£ S^ — Sj 

und 

S3 — S2 82 — Si 



ist, so gelangt man beim Grenz-Ubergange zu der Formel: 

_ , 1 t* I ** n 

8 — t . Vo -j" -^ . 3»o "i" ß" ' ^ ®' 

Ferner ist 
„ = ta (^) = B. (H (n - 1) i + (°-=^--a . ^). 

Durch die Einführung t = n . x gelangt man zu 
-. /si , . e , t« S' r e , 3t.x 8' , , 8n\ 

d. h. zu Vt = Vo + t . Ho + ö- • 3.°o. 

Ferner ist 

8n - 1^ 




Durch die Einführung t = n . x gelangt man zu 

at = lim (— + t . — — 2 T . — j = ao -f t . a^o. 

Die Bewegung hat die bemerkenswerte Eigenschaft, dafs 

at ao Tj 

t "" ' 
ist, d. h. dafs die Beschleunigung II. 0. im Anfange der Bewe- 
gung zugleich die Beschleunigung 11. 0. für alle Punkte der Be- 
wegung ist. 

Man schreibt daher a^^ statt a^^o wwc? erhält so in a^^o eine 
Korrespondenz zu den konstanten Größen c und d. 
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Hier gelten also die Formelii: 

8t ^ Vo - - 1 . a© -p -^- . a , 

at -^— a© "7" t . a , 

a^t = a". 

Mißt man s van einem beliebigen Punkte P aus, so hat man 

auch hier 

t^ f^ 

s = ^ . t;^ -j- — . ao + -TT • a'^ + canstans 

aneuseteen. 

Es hätte genügt s allein herzuleiten, da Vt, at und a^'t ohne 
weiteres durch den Wert von s gegeben werden. 

Setzt man hier einmal t ^ (k — 1) x und einmal t = k x, 
so hat man 

8k = (kxvo 4- k« . £. ao + t* . ^ . a°) - 

((k - 1) xvo + (k - 1)^ ^ . ao + (k - 1)' ^' . an) 

x*^ x' x' x' 

— X Vo *T"" KX ao "TT • ^0 ~i~ K • "pr . a ^T— -^ , a — K . ~pr • ä • 

Es ist 

lim(Jj = Vo + (kx)ao + ^.an = Vo+t.ao+J.an=Vt 

Femer hat man 

8k + i - Sk = x«ao + ^.a^ + k.x'.a« - J • a° 



im (?'^+±__?_^) = ao + (kx) a° = ao + t.a" = at. 



und 
lim 

Endlich ist: 

Ll^±^^^ - 5ii^F^') = (X. . an) ^ = an.. 

Für den allgemeinen Fall einer gleichmäfsig geänderten Be- 
wegung von der Ordnung p hat man: 

s — -iSi — n . Si -| j — g— . (oi -f- j — ^ — g . t« -|- . . 

n ( n — 1) . . (n - p ) 

1 . 2 .... (p + 1)-^P* 

Dabei sind i^i, ^^, ... ^p die konstanten Anfangs- Glieder der 
verschiedenen Differenzen-Reihen, deren letzte (p) eine Reihe aus 
lauter gleichen Gliedern (^p), d. h. eine arithmetische Reihe von 
der Ordnung Null ist. 
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Man hat angenähert ') : 

^ = «°W, -^ = «'[-]. ^ = «"[..] ;^ = «n^]- 

An der Grenze gilt die Formel: 

t* t« tp + 1 

8 = t . V. + j-g . ai« + — ^— .a"„ +--i.2..(p+l)-*^'"- 

Daraus folgt : 
vt = Vo + t . a^o + Y^ . a^o + Y~2 p * ^^^^' 

a^ = a^o + t.an. + j^ . am, + O^^l) • ^^^^- 

Analoges gilt für jedes Glied der mit der Konstanten a<P> 
schliefsenden Reihe a®, a^, a°, a™, 

Es verdient bemerkt zu werden, dafs alle diese Gröfsen 
Rechnungs-Ausdrücke sind, welche, abgesehen von bestimmten 
Zahlen, nur Potenzen von t enthalten. 

Hier Jcofnmt in Betracht, dafs sich die Ableitung von t^ als 
X . ^ "" ^ ergiebt. 

Da t^ die Ableitung von > . . ist, so ist > , der Stamm 
vontK ^ + ^ ^ + ^ 

Für einen Übergang von links nach rechts hat man in jeder 
Formel t^ durch \ .1^ — ^ eu ersetzen. 

Für einen Übergang von rechts nach links hat man in jeder 

Formel t^ durch ^ , eu ersetzen. 

Es ist zu betonen, dafs t^ im ersten FaUe zu und im zweiten 
Falle zu t führt. 

Während^ der Übergang zur Ableitung völlig bestimmt ist, läfst 
sich beim Übergange zum Stamme eine gewisse WiUkür nicht aus- 
schliefsen. 

Die Gröfsen tK^nd t^ 4" <^ons^'>^s haben dieselbe Ableitung 

t^ + ^ 
X . ^ - ^, 50 dafs zu t^ stets > , -|- constans als Stamm an- 
genommen werden mufs. A-f-I 

In der That führt v< = Vo + ^ • ^^o + -g • ^"^ einerseits 
zu at = a^o + ^ • ^^^0, während sich andrerseits aus at^^ a^o + 

f2 

t . a^^o nur Vt = constans '\- t . a\ -^ -^ . a^o ergiebt, so dafs 

der Wert des Zusatzes, welcher hier Vo ist durch andere Be- 
stimmungen gegeben werden mufs. 

Bewegungen, welche den gleichmäfsig geänderten Bewegungen 
höherer Ordnung entsprechen, dürften in der Natur kaum vor- 
kommen. 

1) Yergl. Seite 186, Anm. 
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Der Wert der Behandlung dieser Klasse von Bewegungen liegt 
hauptsächlich darin, da/s dieselben äußerst leicht isu durchschau- 
ende Beispiele für den Zusammenhang der Größen s, v, a^, a^, .... 
darbieten und demgemäß Gelegenheit geben, eine Fülle von Auf- 
gaben zu stellen. 

Dagegen sind die in der Natur gegebenen Bewegungen der Art, 
daß für die elementarsten Verhältnisse die zweite Abteilung des 
Weges, d. h, die Größe a^ zwar von der Lage des Punktes W 
auf seiner Bahn, aber nicht von der Bauer (t) der Bewegung 
abhängig ist. 

Man findet hier a^ ^= A, wobei A einen Bechnv/ngs-Ausdruck 
bezeichnet, welcher t nicht gesondert enthält, sondern aus be- 
stimmten {d. h, konstanten) ZahlenrKoefficienten und den (veränder- 
lichen) Maß' Zahlen der Lage von W zusammengesetzt ist. 

So liegt z, B, vielen, sehr verwickelten , in der Natur gegebenen 
Bewegungen die einfache Bewegung zu Grunde, bei welcher der 
Beschleunigungs-Wert (a') eines Punktes W durch f.s auszu- 
drücken ist so zwar, daß f ein konstanter Zahlen-Koeffident 
(z. B. 5 oder 22,5) ist und s den von irgend einem festen 
Punkte P aus gerechneten Abstand P Wi bezeichnet In diesem Falle, 
wo Schwingungen auftreten, ist die Beschleunigung von W 
dessen Abstände von einem festen Punkte P proportional 

Daß die Beschleunigung in letzter Instanz auch hier von t 
abhängig ist, muß allerdings betont werden. Die Maß-Zahlen 
der Lage, welche einem gewissen Zeit-Momente entsprechen, und 
demnach Ausdrücke in t sind, bestimmen die Beschleunigung, 
welche hier nur mittelbar von t abhängt, insofern eben die be- 
stimmenden Maß-ZaMen Ausdrücke in t sind. 

Den einfachsten Fall, in welchem die Beschleunigung weder 
direkt von der Zeit-Dauer noch von den Maß-Zahlen der Lage 
und durch diese mittelbar von der Zeit -Dauer abhängig ist, 
stellt die Bedingung a^ = constans dar, welche, wie bereits 
bekannt ist, zur gleichmäßig geänderten Bewegung erster Ordnung 
führt, 

$. 10. Zusammensetzung und Zerlegung von Bewegungen. 

1. 

Wenn für die Bewegung eines Punktes nur eine Anfangslage 
(A) und eine Endlage (B^ vorgeschrieben sind, so darf man eine 
Scnar von Bahnen zwiscnen A und B einschalten und die Bewe- 
gung auf irgend einer derselben vornehmen. 

Für Bahnen, welche aus Strecken zusammengesetzt sind, gilt 
dabei die bemerkenswerte Beziehung, dafs sie der (durch Punkt 
A und B der Länge und Lage nach gegebenen) Strecke AB 
geometrisch gleich sein müssen. 

Der Ersatz des kürzesten Weges zwischen AB oder der 
Strecke B durch ein Polygon AW^W.^ Wp_iWpB soll 
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eine Zerlegung der Bahn AB, der Ersatz eines Polygons 
AW, Wa . . . . Wp _ 1 Wp B durch eine Strecke AB soll ein 
Zusammensetzung der Bahnen AWi, Wi W2, . • . Wp - 1 Wp, WpB 

genannt werden. 
Dabei ist auch der Grenjsfall eines Polygons aus unendlich 
vielen Seiten von unendlich Meiner Länge (Kurve) geeignetenfalis 
als zulässig anzusehen. 

Diese Anschauung gewinnt eine hohe Bedeutung, wenn man 
mit ihr die Vorstellung verbindet, dafs sich der Punkt W gleich- 
zeitig mit konstanter Geschwindigkeit auf Strecken bewegt, welche 
beziehungsweise den Seiten eines AB ersetzenden Polygons geome- 
trisch gleich sind. 

Wenn man den Seiten eines solchen Polygons durch Parallel- 
Verschiebung denselben Ausgangs-Punkt A giebt und den Punkt W 
gleichzeitig auf jeder dieser Strecken so beweglich denkt, dafs 
er in derselben Zeit-Dauer x den End-Punkt jeder Strecke er- 
reichen würde, wenn er sich nur auf dieser bewegte, so schreitet 
der Punkt W dabei in grader Linie fort und fällt nach Ablauf 
der Zeit-Dauer x mit B zusammen. 

Wenn zunächst A B durch die gebrochene Strecke AWx B er- 
setz wird, so kann man die Ebene (I) des Dreiecks A WiB auf 
einer andern Ebene {II) gleitend denken , welche selbst auf einer 
festen Ebene (E) gleitet. Wenn nun der Punkt W mit dem 
Punkte A zusammenfällt, so nimmt dieser gMcheeitig an zwei 
auf die feste Ebene (E) bezogenen Bewegungen teil. Diese Bewe- 
gungen sollen dadurch bestimmt werden, dafs man in E und in 
II je ein Dreieck zeichnet, welches mit /\, A Wi B zur Deckung 
gebracht werden kann, daß man ferner diese Dreiecke wirklich 
zur Deckung bringt und nun die Bewegungen von II und I so 
regelt, dafs jeder Punkt von I gegen II in der Richtung A Wi 

A Wi 
mit der konstanten Geschwindigkeit und dafs jeder Punkt 

von II gegen E in der Richtung W\ B mit der konstanten Ge- 
schwindigkeit — - — verschoben wird. 

Der Punkt A {welcher in I gelegen ist) beschreibt dabei in Be- 
zug aufE die AB entsprechende Strecke AB, welche vor Beginn 
der Bewegung mit AB in Deckung war und ein Gleiches gilt 
vom Punkte W, wenn er mit A zusammenfallend gedacht wird. 

Handelt es sich um ein ebenes Polygon von p -\- 1 Seiten, so 
hat man eine feste Ebene und p -{- 1 bewegliche Ebenen zu kon- 
struieren und dieselbe Bärachtung durchzuführen, d. h. man hat 
P ein für alle Mal auf I gelegen und gleichzeitig I gegen II, 
II gegen III, III gegen IV etc. in bestimmter Weise bewegt zu 
denken. 

Wenn man diese Vorstellung genauer analysiert, so gelingt es, 
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dieselbe UherUgung auch für ein beliebiges Polygon ssu ver- 
wenden. 

Die Ubenen, welche eingeführt wurden, dienten in letzter 
Instanz nur zur Erhöhung der Anschaulichkeit des ganzen Vor- 
gangs, während sich in der That P auf der ersten Seite bewegt, 
während diese erste Seite zu^gleich mit ihrem EndrPunMe sich 
seihst parallel auf der zweiten Seite gleitet und diese zweite 
Seite zugleich mit ihrem End-PunUe sich selbst paraUel auf der 
dritten Seite gleitet etc. , wobei die letzte Seite keine Lttgen- 
Anderung erleidet. 

Diese Vorstellung ist unabhängig davon, da/s die Seiten des 
Polygons alle in einer Ebene gelegen sind. Da die Geschwindig- 
Iceüs- Werte der Bewegungen alle so angenommen sind, da/s jeder 
EndrPunkt nach Ablauf der Zeit- Dauer x die Strecke, auf welcher 
er gleitet, durchlaufen hat und die letzte Strecke bei dem ganzen 
Vorgange in Buhe bleibt, so gelangt P nach Allauf der Zeilr 
Dauer z zum End-Punkte der letzten Strecke, d. h. nach B. Man 
überzeugt sich leicht durch den Schluß von zwei auf je zwei der 
Strecken davon, da/s P bei der Bewegung auf der €hradenAB 
mit konstanter Geschwindigkeit fortschreitet. 

Man kann bei dieser ganzen Betrachtung auch mit Vorteil 
die Prcjektionen des Polygons auf drei feste Achsen als Hiüfs- 
Konstruktionen einführen. 

Es ist bereits betont worden, dafs Geschwindigkeiten und 
Beschlennignngen durch Strecken dargestellt werden können, 
weil sie gleich diesen durch Orofse (Länge beziehungsweise Wert), 
Bichtnng und Sitnations-Pnnkt eindeutig bestimmt sind. 

Wenn man einen Punkt P sich in der angegebenen Weise 
gleichzeitig auf mehreren Strecken, welche einem Polygone AWi, 
W1W2 .... Wp_- iWpWpB entsprechen beziehungsweise mit den 
konstanten Geschwindigkeiten 

AWi WiW, Wp -, ^ Wp WpB 

bewegen läfst, so durchläuft er die Strecke AB mit der konstanten 

AB 

Gesch^vindigkeit 

Die Geschwindigkeiten, welche hier in Bede stehen, sind alle 
beziehungsweise den Seiten des Polygons und seiner Schlu/slinie 
proportional, so da/s sich dieselben durch diese Strecken der 
Größe und Bichtung nach darstellen lassen. 

Wenn sich demnach ein Punkt P auf der Strecke AB mit 
konstanter Geschwindigkeit bewegt, so kann man diese Geschwin- 
digkeit zerlegen und zwar durch ein Polygon, dessen Schlufslinie 
AB ist. 

Wenn sich andrerseits ein Punkt P gleichzeitig auf p + 1 
Strecken mit konstanten Geschwindigkeiten bewegt, welche dieser 
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Strecke beziehungsweise proportional sind, so kann man diese Ge- 
schwindigkeiten durch eine konstante Geschwindigkeit ersetzen, 
welche der Schlufslinie des betreflfenden Strecken-Polygons pro- 
portional ist. 

In diesen Theoremen sind die Gesetze über die Znsammen- 
setznng und Zerlegung der Geschwindigkeiten eines Punktes 
ausgesprochen, allerdings nur für den Specialfall der gleichförmigen 
Bewegung auf grader Linie. 

Um die Betrachtung auf beliebige Bewegungen auszudehnen, ge- 
nügt es, daran zu erinnern, dafs der Endpui^t der Bewegung (B) auch 
dann noch erreicht wird, wenn statt der konstanten Gesch windigkeits- 
Werte die mittleren Geschwindigkeiten für dieselben Strecken be- 

. , AWi W,W2 Wp-iWp WpB . 

ziehungsweise als \ — - — =-, —, — - — ein- 

^ TT T T • 

geführt werden und dafs andrerseits der Geschwindigkeits- 
Wert T in einem Bahn-Punkte Wj nichts anderes ist als die mitt- 
lere Geschwindigkeit in dem zu Wj gehörigen (d. h. vor W, ge- 
legenen) Elemente [sj. 

Die mittlere Geschwindigkeit im Elemente [St] hat den Wert -^ 

und läfst sich, wenn man [si] in ein elementares Polygon zerlegt, 
durch jedes Polygon ersetzen, welches diesem für [Si] gebildeten 
Polygon ähnlich ist, während andrerseits mederum vom Polygon 
zur Schlufslinie übergegangen werden kann 

Nicht so unmittelbar scheinen sich die Gesetze für die Zu- 
sammensetzung und Zerlegung der Beschleunigungen eines 
Punktes zu ergeben. 
Die Schwierigkeit der Übertragung^ welche sich für die Beschleu- 
nigungen höherer Ordnung noch vermehrt, liegt hier darin, dafs 
der BeschleunigungS'Wert für einen Punkt als mittlere Beschleu- 
nigung im zugehörigen Elemente zwar wohl definiert ist, dafs er 
aber nicht blofs von den Bewegungs-Verhältnissen auf diesem 
ei/nen Elemente abhängig ist; man hat 

% Sk - 1 

a[8k] = lim 

Wenn man aber bedenkt, dafs der Geschwindigkeits-Wert in 

Sk um eine Gröfse t . a[8k] = lim f — j — lim ( *""" M zunimmt 

und dafs diese Gröfse dem Beschleunigungs- Werte a[8k] propor- 
tional ist, so erscheint zunächst die Zerlegung der Zusatz-Geschwin- 
digkeit und infolge dessen auch die Zerlegung der Beschleunigung 
erlaubt. 

Man zerlegt also Beschleunigxmgen ebenso wie Geschwindig- 
keiten, indem man die Länge einer beliebigen Strecke dem gege- 
benen Beschleunigungs-Werte proportional (1 : f) setzt und deren 



— 204 — 

Lage mit der Beschleunigung selbst übereinstimmen läfst: Jedes 
Polygon, welches der Strecke substituiert werden kann, zerlegt die 
Beschleunigung, wobei die Seiten desselben in ihrer Lage mit den 
einzelnen Beschleunigungen übereinstimmen und durch ihre Länge 
in bestimmter Proportion (1 : f) den Wert der einzelnen Beschleu- 
nigungen messen. 

Die Zusammensetzung Ton Beschleunigungen entspricht 
dem Übergange vom Polygone zur Schlufslinie. 

Diesen Sätzen über Zusammensetzung und Zerlegung Yon 
Beschleunigungen (L 0.) stehen analoge Sätze in Bezug auf die 
Beschleunigungen höherer Ordnung zur Seite. 
Man leitet dieselben ab , indem man den Wert der Beschleuni- 
gung p ter Ordnung dem Zuwachse der Beschleunigung (p — i)ter 
Ordnung proportional setzt, während in Bezug auf die Lage der 
Beschleunigung die Lage des Elementes [Sk] maßgebend ist. 

Für alle Glieder der Reihe Vj, at, a°t, . . . gelten demnach 
die Gesetze über Zusammensetzung^ und Zerlegung von Strecken 
im Gebiete der geometrischen Gleichheit, allerdings unter einem 
bestimmten Zwange der Lage. 

Die resultierende Strecke hat stets als Ausgangs-Punkt den 

Punkt A zu erhalten, in welchem sich P vor der geometrischen 

Addition befindet, während für das komponierende Polygon die 

Schlufslinie AB vorgeschrieben werden mufs. 

Da es sich darum handelt, unter einem bestimmten Zwange der 

Lage geometrisch zu summieren, so benutzt man auch hier die 

Worte „Resultante^ und „Komponenten^. 

Nach dem früher Bemerkten ist es ohne weiteres klar, dafs 

man von Sätzen über das Parallelogramm beziehungsweise das 

Parallelepiped von Beschleunigungen jeder Ordnung sprechen darf. 

Man kann auch hier von dem Parallelogramm - Satze durch 

Schlüsse von zwei auf je zwei der symbolisierenden Strecken zu den 

allgemeinen Sätzen gelangen 

Schliefslich mag wenigstens noch angedeutet werden, dafs 
auch über die Zusammensetzung und Zerlegung krummliniger 
Bahnen schon im Hinblick auf die erste Betrachtung gewisse 
Sätze eingeführt werden können. Jede Kurve zwischen AB, welche 
in einem Punkte Wi geteilt wird, entspricht zwei gleichzeitig vor- 
handenen Bewegungen von P, deren eine durch AWi und deren 
andere durch WiB bestimmt ist. 

Man kann also im besonderen die gleichförmige Bewegung auf AB 
durch sehr verwickelte Bewegungen AWi W2 ... Wp- 1 WpB 
ersetzt denken. 

Es verdient bemerkt zu werden, dafs die Zusammensetzung 
von gegebenen Beschleunigungen irgend einer Ordnung stets 
zu einer bestimmten Resultante führt, während alle Zerlegungs- 
Aufgaben ihrer Natur nach vieldeutig sind. 
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Wenn man also nachgewiesen hat, da/s eine bestimmte Be- 
schleunigung auf diese oder jene Weise durch Komposition er- 
halten werden kann, so ist damit noch nicht gesagt, da/s dieselbe 
auf diese oder jene Weise entstanden zu denken ist 

Bei in der Natur gegebenen Bewegungen wird man des öfteren 
im Zweifel sein können, ob die Gesamfbeschleunigung der Be- 
wegung eines Punktes auf eine bestimmte Art entstanden ist oder 
nicht. Man kann es auch der Zahl 12 nicht ohne weiteres an- 
sehen, ob sie aus 3 . 4 oder au^ 2 . 6 hervorgegangen ist. 

2. 

Die in der Natur vorkommenden Bewegungen bieten äufserst 
zahlreiche Beispiele für die hier entwickelten Verhältnisse dar. 
An den Flugbahnen von abgeschossenen Stücken beweglicher Ziele 
kann man {z. B. in den Schiefsbuden unserer Jahrmärkte) die 
Zusammensetzung der Bewegungen vortrefflich studieren, während 
der steigende Brache eine Zerlegung der an ihn übertragenen 
Bewegung des Windes zur Anschauung bringt. Weitere Bei- 
spiele sind: Die Ablenkung der at^ den Schornsteinen in vertikaler 
Richtung aufsteigenden Rauchsäulen bei Eintritt eines Wifid- 
sto/ses, die Bewegung einer von einer festen Wand abprallenden 
Kugel etc. 

Als Beispiel für eine in der Natur gegebene Znsammen- 
setznng von Bewegungen sollen die Verhältnisse behandelt werden, 
welche im allgemeinen an der Erdoberfläche bei geworfenen Kör- 
pern auftreten. 

Wenn von dem Widerstände der Luft abgesehen wird, so 
kömmt hier nur die Beschleunigung [g] und aufserdem eine kon- 
stante Anfangs-Geschwindigkeit [c] von beliebiger Richtung [a] in 
Frage. 

A. Die Wurf- Bewegung. Der Mittelpunkt einer Kugel, 
welche sich allein mit der Beschleunigung [g] bewegt, erhält bei 
einer Anfangs - Geschwindigkeit ^^Null^ die End- Geschwindigkeit 

[g . t] und legt dabei imter vertikaler Senkung den Weg hi^ • t^ 

zurück. 

Der Mittelpunkt einer Kugel, welche sich allein mit der Ge- 
schwindigkeit [c] bewegt, legt auf irgend einer Graden von der 
Richtung a den Weg [c . t] zurück. 

Der Mittelpunkt (W) einer Kugel , welche beide Bewegungen 
gleichzeitig auszuführen nat, mufs in dem Zeitteile [t] sowohl den 

Weg h|- • t- als auch den Weg [c . t] durchlaufen , so dafs man 

seinen Ort nach Ablauf der Zeit-Dauer t durch die (geometrische) 

Addition von [c . t] und pi- • t^ findet. 
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Die Bahnen, welche [c] und [g] entsprechen, mögen beziehungs- 
weise Oü und OV genannt werden. Bestimmt man die Richtung 
(a) der Anfangs-Geschwindigkeit [c] gegen die Horizontale OH, 
so hat die Richtung der Beschleunigung [g] je nach dem Sinne 
der Winkel-Messung den Wert R oder 3 R. 

Trägt man nun sowohl auf OU als auch auf OV Bahn-In- 
krementen- Reihen (Uj und Vi) auf, welche beziehungsweise den 
Einzelbewegungen auf OU und OV entsprechen, so findet man 
durch je eine geometrische Addition für jedes Paar von zusammenge- 
hörigen Teilpunkten Ui und Vi je einen Punkt W| der gesuchten Bahn. 

Das Polygon 

stellt die Bahn des Punktes 
W in um so größerer 
Annäherung dar, je Meiner 
die Zeit-Dauer x t^^, welche 
der Konstruktion der beiden 
Bahn - Inkrementen- Reihen 
zu Grunde gelegt tvurde. 

Die Projektionen (Fi- 
gur 29) der Bahn -Punkte 

0, W.W^ W„ 

auf OH und auf OV 
mögen beziehungsweise 

0, X, X2 Xn und 

0, Y^Yo . . . Y„ heifsen'). 
Da die Inkrementen- 
Reihe auf Oü aus lauter 
gleichen Stücken (c . x) be- 
steht, so ist: 

X] = 1 . c T . cos a, X2 = 2 . ex . cos a OXn = n.cx. cos a. 

Da für die Inkrementen-Reihe auf V, welche eine arithme- 
tische Reihe I. 0. ist, die Beziehung Vi = -|^ (i x)^ besteht, so ist: 




29. 



g 



_ g 



OY, =-|(l.x)^— l.cx.sina, OY2 = |- (2 .x)^ — 2 . ex. sina, 



0Y„ = |(n.x)« 



n. ex . sma. 



Wenn a im Quadranten V'OH liegt, so sind die Längen 

'— (w.x)2 und n.cz sina zu subtrahieren: positive Werte von 

Yi liegen auf der Strecke V, negative Werte von Yi liegen 
auf der Strecke F'. 

Wenn a im Quadranten HOV liegt , so sind die Längen 



1) Es lag kein Bedürfnis vor die Figur 29 durch Angabe der Punkte 
Yj, Yg, Yn noch komplicierter au machen. 



.— 207 - 

-^ (n . x)' und n.cz .sina mu addieren, negative Werte von OTi 

hymmen nicht vor. 

Wenn a von OH ai4S entgegengcsetd zu dem Sinne eines 
Uhrzeigers gemessen wird, so entspricht Figur 29 den. Werten 
< OL < B und 3 R < a < 4 R. 

Es ist heachtenswert f dafs sind für 0<(x.<R positiv und 
für 3 R < CL < 4 R negativ ist, daß also die oben gegebenen 
Formeln für Y,- ganz allgemein gelten. 

Wenn a im zweiten oder dritten Quadranten liegt, so wiederholen 
sich links von F' V dieselben Verhaltnisse , welche hier für das 
rechte Feld dargestellt wurden. 

Bezeichnet man die Gröfsen OXi und OYi, welche der Zeit- 
Dauer t = i . T entsprechen, beziehungsweise durch Xt und jt , so 
kann man Xt und jt als Koordinaten des Punktes W in Bezug auf 
das System VOH auffassen. 

Während Xt nur positive Werte annimmt, erhalt yt Werte, welche 

diesseits und jenseits von NuU liegen. 

Die Bahn von W schneidet die Horizontale OH in einem 
Punkte, für welchen sich die Gröfse jt , deren Wert im allgemeinen 

durch ^.t* — ct. sin a darstellbar ist, annulliert. 
2 

n J2 cstnoL 
Aus%-.t^ — d.sinoL = folgt t^ =z und ^ = 

und diesem Werte entspricht andererseits 

j ^c^ sind cos OL c^ , ^ , , 
X* = und x*^ = 2 =^ — , sin 2 OL, a. h. 

^ g g 

die Bahn von W schneidet die Horizontale im Punkte imd 

aufserdem in einem Punkte E, der von um — . sin 2 a entfernt ist. 

c2 g 

Die Entfernung E = — . sin 2 a heilst TYnrfweite und mag 

mit e bezeichnet werden. ^ 

Wenn der geworfene Körper mit der Geschwindigkeit c vom 

Punkte aus unter dem Winkel a aufsteigt, .so trifft er die 

Horizontal-Ebene von aufserdem in einem Punkte E, der von 

c^ 
um OE = — . sin2a entfernt ist, 
g 

Für <i OL <z R wird dieser Punkt nach Ablauf der Zeit 
2 wirklich erreicht, 

g 

Wenn ol zwischen 3 R und 4 R liegt, so mufs man sich vor^ 

stellen, da/s dieser Punkt vor Ablauf der Zeit 2 erreicht 

worden ist. 

Errichtet man in der Mitte M von OE eine Vertikale II'Mfl 
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so bildet diese mit MH ein Koordinatenkreuz, für welches die 

Vertikal-Koordinaten des Kreuzes V H ungeändert gelten, während 

OE c^ . 
die Horizontal-Koordinaten des Kreuzes alle um -jr- = ^r— . sin a 

2 2g 

geändert erscheinen, d. h. aus Xt in 5t übergehen. 

Eleminiert man nun t aus ^^ == Xt — ^ . sin 2 a und 

er ^ O , 

jt = ^ . t^ — et sin a , so gelangt man zu einer diophantischen 
Gleichung zwischen 5t ^md jt, welche folgendermaJsen lautet: 

§^ = (yt + -|^ . sin'aj -y . cos^a. 

Für jeden Wert von y erhält man zwei Werte von ?t , welche 
sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, d. h. die Grade 
fl'Mfl ist Normal-Diametral- Achse der Bahn von W. 

Wenn man die Figur in der Graden H^M.H durehschneidet , so 

zerlegt man die Bahn in zwei kongn^ente Teile, 

Für Werte von yt , welche kleiner als — ^r- . sin a sind, wird 

-^S c* 
5^ negativ und demnach 5t imaginär, so dafs — ^— . sina der 

kleinste Wert ist, den jt annehmen kann. 

Dieser Wert h = ^— . sin a stellt die gröfste Erhebung der 

Bahn über die Horizontal-Ebene dar und wird Wurfhdhe genannt. 
Zieht man durch den höchsten Punkt Ä der Bahn eine Hori- 
zontale S'äH, so bildet dieselbe mit fZMfl' ein Kreuz, in Bezug 
auf welches die Horizontal-Koordinaten des Kreuzes HMH unge- 
ändert bleiben, während die Vertikal-Koordinaten desselben um 

^— . sin^ a geändert erscheinen, so dafs jt in rjt übergeht. 

Für das Kreuz SSiH gilt als diophantische Gleichung 

5^t = 2 Tjt . — . cos^ a. 

Dieselbe stellt einen bestimmten geometrischen Ort (Kurve) 
dar, welcher Parabel genannt wird. 

(*2 

Die Gestalt der Kurve ist nur von der Gröfse — . C05^ a ab- 

•^ 9 
hängig: diese Größe hei/st der Parameter der Parabel, 

Der Punkt Q, welcher Scheitel genannt wird^ zerlegt die Bahn 
in zwei kongruente Teile, welche Äste heißen. 

Die Linie QH, welche Achse genannt wird, zerlegt die von 
der Bahn umschlossenen Fläche in zwei kongruente Teile, 

Die Parabel gehört zu den Kegelschnitten^ welche auch 
Kurven zweiten Grades heifsen. 

Wenn ein Kreiskegel durch eine Ebene {E) geschnitten wird. 
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welche einer Seite (e) desselben parallel ist, so entsteht eine Parabel. 
In jedem andern FaUe ist die Schnittkurve entweder eine Ellipse 
oder ein Hyperbel, 

Dreht man die Ebene (E) der Parabel um eine, in ihr gelegene 
Orade, welche die eugehörige Seite (e) des Kegels unter rechtem 
Winkel kreuzt, ohne die Bewegung umzukehren, bis dieselbe wie- 
derum ihre erste Lage annimmt, so stellen^ die entsprechenden 
Schnitte im Kegel je nach dem Sinne der Drehung erst eine Schar 
von geschlossenen Kurven und dann eiiie Schar von offenen Kurvefi 
oder erst eine Schar von geschlossenen Kurven und dann eine 
Schar von offenen Kurven dar. 

Die Schar der geschlossenen Kurven, welche JESllipsen heißen^ 
tvird von der Schar der offenen Kurven, welche JEyperbeln 
heifsen, durch je eine Parabel getrennt. 

Die Arten der Kegelschnitte lassen sich auf sehr verschiedene 

Weise im systematischen Zusammenhange einführen. So gut e. B, 

Folgendes: Der geometrische Ort aller Punkte, deren Abstände 

von einem gegebenen Punkte (Fokus) und von einer gegebenen 

Graden (Direktrix) ein konstantes Verhältnis mm hohen, ist 

ein Kegdschnitt. 

m 
Für die Ellipse ist — ein echter Bruch, für die Hyperbel 

ist — ein unechter Bruch, für die Parabel hat —den Wert „Eins^. 
n n " 

Die Parabel ist der geometrische Ort aller der Punkte, welche 
von einer gegebenen Graden (Direktrix) und von einem ge- 
gebenen Punkte (Fokus) gleichen Abstand haben. 
Man führt zweckmäßiger Weise ein 
Kreuz EQBi (Figur 30) ein, dessen 
Anfangs- Punkt die Entfernung (p) 
des gegebenen Punktes F von der 
gegebenen Graden D D' halbiert, wäh- 
rend die Achsen beziehungsweise pa- 
rallel und senkrecht zu der gegebenen 
Graden DD' sind. Ein Punkt Q 
des gesuchten Ortes mrd durch die 
MafS'Zahlen ? und fj von Q Qi und 
QQi in seiner Lage bestimmt, wäh- 
rend man weifs, da/s die Abstände 
Q F und Q R einander gleich sind. 
Man hat also: 

QQ^, + (Q Ci - QF)^ = QF^ = QR' = (QQ2 + Q^W 

d. h. l'+{yi- D' = (tj + f )' oder 

Die Ma/S'Zahlen von QQi und QQ2 müssen also der dio- 
phantische Gleichung 5* = J^fi.p genügen , d. h. der gesuchte 




Wernicke. 



14 
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geometrische Ort ist die Kurve^ tcdche aucft bei dem Problem der 
Wurf-Bewegung gefunden uurde. 

Man hat dort » = — . cos^a, zu setzen. 

9 

Wenn die beiden Abstände QF und QR, welche für die Pa- 
rabel stets einander gleidi und demnacti in 1 : 1 proportional 
sind, ein bestimmtes Verhältnis haben^ welches größer oder Heiner 
als Eins ist, so bildet die stetige Reihe der PufMe Q, wie schon 

bemerJd wurde, einen Kegelschnitt, der entweder (^^ <: l] als 

(QF \ ^^^ ' 

Ellipse oder [jr^ z> 1\ als Hyperbel zu bezeichnen ist. 

Statt dessen kann man auch auf dem folgenden Wege zu den 
diophantischen Gleichungen der EBipse und der Hyperbel gelangen. 
Wenn man den geometrischen Ort aller Punkte sucht, für welche 
die Abstände {PF^ und PF2) von zwei festen Punkten Fi . und 
F2 a) stets dieselbe Summe, b) stets dieselbe Differenz, c) stets 
dasselbe Produkt, ä) stets denselben Quotienten habe, so gelangt 
man a) zu einer Ellipse, b) zu einer Hyperbel, c) zu einer Lern- 
niskate, d) zu einem Kreise. 

a) Für dicEUipse istF,P+ PF^ 
y eine Konstante, welche 2 a heifseii mag, 

(Figur 31). 
'S^ Bezeichnet man den Abstand F1F2 

durch 2 c, so hat man für ein Achsen- 
Kreuz, welches durch die Mitte (Q) von 

A^^ A ^ — V^^ ^^^1 9^* ^^ Beziehung 

*i " 2 FiP+F^P=2a^ 



Vy-'+ic + xY+Vy^ +{c- xyK 

Dieselbe führt durch Umformung 

(a > c) zur diophantischen Gleichung : 

a^ ^ a« — c^ 



Die Größen 2 a und 2b = 2Va'^ — c^ heißen Achsender 
* Ellipse. 

b) für die Hyperbel islF^P — F^P eine Konstante, welche 2 a 
heißen mag. 

Hier ist bei gleicher Achsen- La^e: 

F,P — F^P = 2a= Vy^ + (c + xy - Vy^ + (c — x^. 
Diese Bezeichnung führt durch Umformung (c > a) zur dio- 
phantischen Gleichung: 

— _ y^ = 1 



Die Größen 2 a und 2b = 2 Vc* — a* heißen Achsen der 
Hyperbel. 

c) Für die Lemniskate ist F^P.F^P eine Konstante^ welche 
a^ heißen mag. 
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Hier ist hei gleicher Achsen-Lage: 

F^P.F^ P = a^ = Vy''~+ (c + xy . l/^ + (c — xy. 

Diese Beziehung führt duröh Umformung zur diophantischen 
Gleichung: 

a* = X* -\- y* -\- J2x^y^ + 2c'^y'^ — 2c^x'^ + c*. 

d) Hat man FiP:F2P = m:n gegeben, so gehen die HdlbierungS' 
Linien der Wirikel hei P für jedes Dreieck FyPF^ durch ewei 
feste Punkte J und U auf FiF^ so zwar, dafs 
FiJ: F2J =^ FiU: F2Ü ist. 

Der Ort für P ist ein Kreis über den zugeordneten Punkten 
J und ü der harmonischen Teilung Fi, J, JFgj U: derselbe hei/st 
der harmonische Kreis oder der Kreis des ApoUonius. 

B. Die schiefe Ebene. Wenn ein physischer Körper in der 
Nähe der Erdoberfläche auf einer (gegen den Horizont) geneigten 
Ebene hinabgleitet, ohne dabei zu rollen, so wird jeder Punkt 
des Körpers im allgemeinen gezwungen, eine Grade zu durchlaufen, 
welche die Neigung der Ebene hat. 

Wenn Punkte eines schweren Körpers auf einer graden Linie 
zu bleiben gezwungen sind, so tritt eine Zerlegung von Bewe- 
gungen ein. 
Die Theorie der schiefen Ebene, an welcher hier^die Zerlegung 
von Beschleunigungen gezeigt werden soll, hat ein geuAsses histo- 
risches Interesse: 

Galilei leitete {1602) zum ersten Male die Gesetze des freien 
Falles (vergL S. 194) ab, indem er Metallkugeln in Binnen, 
welche mit glattem Pergament ausgekleidet waren, herahrollen liefs, 
so dafs also deren MiUen nahezu auf einer graden Linie zu ver- 
harren gezumngen waren. 

Wenn ein Punkt P, welcher eine vertikal nach unten ge- 
richtete Beschleunigung [g] besitzt, gezwungen ist, auf einer graden 
Linie zu bleiben, welche mit dem Horizonte den Winkel 5 bildet, 
so wird eine Zerlegung von [g] parallel und senkrecht zu der 
Graden, beziehungsweise Komponenten vom Werte gsinS und 
gcos8 Uefem. 

Der Zwang, welcher für den Mittelpunkt der Kugel die ge- 
rade Linie als Bahn feststellt, vernichtet die normale Komponente 
gcosS, so dafsP mit einer Beschleunigung von constantem Werte 
gsinS auf der Graden hinabgleitet. 

Es resultiert also eine gleichmäfsig geänderte Bewegung mit 
dem Beschleunigungs-Werte g sin 5, für welche natürlich die oben 
entwickelten Gesetze gelten. 

Hier stellt s.sin5 die Vertikal-Projektion (Höhe) des durch- 
laufenen Weges AB dar, welche mit h bezeichnet werden mag. 
Man hat dann: 

v^t — v«o = 2 (g . sin5) s = 2 g . (s . sin 5) = 2 g . h. 

Wenn also ein zweiter Punkt P' in A mit der Anfarigs- 
Geschwindigkeit Vo zu fallen beginnt, so hat derselbe in B' die- 

14* 
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jenige End-Geschwindigkeit , welche P 
in B hat. ^igur 32). 

Wenn man demnach von A aus auf 
verschiedenen Strahlen A Qi , A Q« . . AQn 
Punkte Pi, P, . . . . P„ mit derselben 
Anfangs-Geschwindigkeit [Vol unter der 
Vertikal-Beschleunigung [g] herabgleiten 
läfst, so langen dieselben alle in der- 
selben Horizontal -Ebene mit derselben 
End-Geschwindigkeit [Vt] an und zwar ist diese gleich der End- 
Geschwindigkeit eines unter gleichen Bedingungen senkrecht her- 
abfallenden Punktes. 

Man darf hier nicht scJdie/sen, daß alle Punkte P< in demselben 
Zeit' Momente durch dieselbe HorizontcilrEbene gehen. 




32. 



Die Entscheidung liegt in der Formel 



Vt — Vo _ 



= t^ d. h. die 



g .sinS 

Zeit, welche jsnir Erreichung desselben Vt notwendig ist, steht ^usinS 
in umgekehrter Proportion. Diese Zeit-Bauer ist um so geringer, 
je gröjfser S ist und erreicht ihr Minimum für 8 = 90^ (d. ä. 
beim freien FaM) und ihr Maximum für 8 = 0\ d. h. beim 
Fallen auf einer Horizonial-Graden , wo der Wert t •= oo die 
Existenz einer Buhelage anzeigt. 

Dieselbe Betrachtung gilt auch unter gleichen Umständen för 
die Aufwärts-Bewegung von Punkten Pi, P^ • • • • Pn auf einem 
vonA ausgehenden Strahlen-Bündel AQi, AQj .... AQn, wobei 
nur — g in Rechnung zu bringen ist. 

Es liegt nun sehr nahe, die Frage aufzustellen, auf welchen 
Flächen sich bei dieser Betrachtung die einzelnen Punkte Pi, Pa . . . Pn 
in einem und demselben Zeit-Momente befinden. 

Auf dem Vertikal- Strahle (freier FaU) entspricht der Zeit-Dauer 

d das Bahnstück 5^ = d . Vo -| — ^^g, ouf einem andern StraJäe 

(8), welcher mit dem Vertikal-StraTüe den Winkel 90 — 8 büdetj 
entspricht der Zeit-Dauer d das Bahnstück 

5<f = d.t?o -j" ^»g^sinB. 

Wenn Vo = ist, so entspricht auf dem Vertikal-Strahle 

d- 
(freier Fall) der Zeit-Dauer d das Bahnstück s© = q- . g, während 

d« ^ 

auf dem Strahle (8) das Bahnstück s^f = ^ . g . sin8 durchlaufen 

wird. ^, 

Man bemerkt, dafs s^f = ^ .g. cos (90 — 8) die Projektion 

d* ^ 

von So = ^ . g ist, dafs also die Punkte der verschiedenen Strahlen 
fd 

zu derselben Zeit auf einer und derselben aus A konstruierten 
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Kugel liegen, deren Durchmesser die entsprechende Fall-Strecke 

(So) auf dem Vertikal-Strahle ist. 

Wenn die Anfangs ^ Geschudndigkeit ^ ist, so führt die 
Untersuchmig über die Fläche, welche einem bestimmten Zeit- 
Momente entspricht^ zu Jceinem eleganten Bestütate, 

Wenn ein Punkt einen stumpfen 
Winkel ABC durchlaufen soll, so 
tritt unter sonst gleichen Umständen 
beim Übergange in B ein Verlust 
an Geschwindigkeit ein. (Figur 33). 

Wenn BS der GeschwindigJceit v 

in B proportional ist, so läßt sich 

BS in BB und BS zerlegen. 
Die eine Komponente BS wird 

durch die starre Grade BC auf- 
gehoben, so da/s nur eine Ge- 

schwindigTceit v . cost\ proportional B3. 

0U BB, in Wirhing bleibt. 

Wenn ein Punkt ein Polygon-Stück WoWi, W« . . . . Wn + 1 
durchläuft, dessen Winkel 91, 92 • • • • Tn durchweg stumpf sind, 
so ist ein Geschwindigkeits- Verlust 

V — V.COSCp'i. COSCp'. .... cos cp'n - 1 cos (p'n 

in Rechnung zu bringen. 

Ein spitzer Winkel kann nur durchlaufen werden, wenn der 
vorhandenen Geschwindigkeit eine Komponente zugesetzt wird. 

Wird ein spitzer Winkel unrklich durchlaufen, so hat ein Ge- 
winn an Geschwindigkeit {Vorzeichen des Kosinus) stattgefunden. 

Geht das Polygon-Stück in eine Kurve ohne Spitze über, 
so tritt kein Gesehwindigkeits-Terlnst ein. 

Wenn man auf dem endlichen Kurven-Stücke eine Inkrementen- 
Beihe abgrenzt, für welche cp'j = cp'g = , . . . 9'« __ ^ = cp'„ = 9' 
ist, so hat man in 9' . n = e' den Winkd gegeben, den Wo Wi 
und Wn Wn + 1 "fff^it einander bilden. 

Der Geschwindigkeitsverlust 

V — V . {cos^^Y = v — V . (cos \ — \) 

ist hier Null, weil lim lcos\ — \\ = 1 ist. 
Man hat nämlich: 

Bewegt sich ein Punkt eines physischen Körpers in der Nähe 
der Erdoberfläche nur unter dem Einflüsse der Beschleunigung g, 
so hat derselbe in jeder Horizontal-Ebene dieselbe Geschwindigkeit, 
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wie ein Punkt, welcher unter gleichen Umständen in vertikaler 

Richtung geworfen wird. 
Man beweist diesen Satz leicht, indem man die Bahn durch ein 
PölygonrSlück ersefjst, für jede Seite desselben die oben entwickelte 
Formel v^t — v^q = 2gh in Anwendung bringt und dabei be- 
achtet, daß auf einer Kurve kein Geschwindigkeits-Verlust staU- 
findet. 

Bei der Wurf -Bewegung ist v = 1/c^ + 2 g . yt oder 
v« — c^ = 2 g.yt. 
Dabei bedeutet yt die vertikale Ordinate für eine beliebige Wurf- 
Bewegung oder auch das Bahnstück, auf welchem bei vertikalem 
Wurfe die Geschwindigkeit Vo in die Geschwindigkeit Vt übergeht. 

DieCentra von Kugeln, welche in glatten, stetig gekrümmten 
Rinnen von verschiedener Gestalt hinabrollen , führen Bewegungen 
aus, welche das Entwickelte in einer gewissen Annäherung veran- 
schaulichen, obwohl der Widerstand der Luft und die Reibung auf 
der Unterlage nicht unerhebliche Abweichungen bedingen. 

Die Verkleinerung der Beschleunigung, welche dem Widerstände 
der Luft entspricht, hängt von der Geschwindigkeit der Bewegung 
ab: sie läfst sich in einer gewissen Annäherung dem Quadrate der 
Geschwindigkeit proportional setzen. 

Die Verkleinerung der Beschleunigung, welche der Reibung ent- 
spricht, läfst sich für jedes Bahn-Element der Normal-Komponente 
der Beschleunigung proportional setzen, welche dasselbe vermöge 
seiner Festigkeit aufhebt 
Für die Bewegung auf einer geneigten Graden (5) war diese 
Komponente als gcosi bestimmt worden, so da/s dieBeibung als 
k.gcosS einzuführen ist. 

Die Gesamt -Beschleunigung ist also hier nicht g, sondern 
g ,sinS — k .g . cos5 = g {sin5 — k . cos S) , d. h. es entsteht eine 
gleichmäßig beschleunigte oder eine gleichmäßig versögerte Be- 
wegung, deren Beschleunigung kleiner als g sinh ist 

Wenn k = tangS ist, so werden die Bewegungen gleichförmig: 
es giebt für jeden Proportionalitäts-Faktor k einen Winkel 5, für 
welchen dies eintritt. 



§. 11. Die Normal-Beschleunigung der Bewegung. 

1. 

Die Sätze über die Bildung von Resultanten und Komponenten 
gestatten eine Befreiung von der Voraussetzung, dafs die Bahn 
der Bewegung völlig gegeben ist, und führen damit einerseits zu 
einer gewissen Abrundung der Fundamental-Methode, während sie 
andererseits zu den andern Methoden überleiten. 

Wenn ein Punkt P die gebrochene Linie AWiB durchläuft, 
so besitzt er in Wi eine Geschwindigkeit, ' welche die Richtung von 
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AWi hat, während er in B eine Geschwindigkeit besitzt, welche 
mit der Richtung vonWiB übereinstimmt, so dafs in Wi jedenfalls 
eine Änderung der Geschwindigkeits-Richiung (ganz abgesehen von 
einer Änderung ihres Wertes) festzustellen ist. Diese Änderung 
kann man dadurch entstanden denken, dafs P in Wi einerseits 
die Geschwindigkeit aus AWi beibehielt, andererseits aber mit 
einer neuen Geschwindigkeit versehen wurde, so dafs beide zu- 
sammen die resultierende Richtung WiB bestimmen. 

Wenn man diese Vorstellung auf eine Bewegung ganz be- 
sonderer Art anwendet, so gelangt man zu weitgehenden Auf- 
schlüssen über die allgemeine Natur von Bewegungen. 

Der Spezialfall , von welchem ausgegangen werden soll , ist 
die gleichförmige Bewegung eines Punktes P auf einem regulären 
Polygone WiW-i . . . . Wn. 

Wenn P die Seite WiWo mit dem konstanten Geschwindig- 
keits-Werte c durchlaufen hat, wozu er 

die Zeit-Dauer x = braucht, so yf^ ^|-- ^^3 

würde er in dem nächsten Zeitteile [t], (J^ __^^Sy^ 

wenn keine Richtungs-Änderung der Ge- / ^' - .^ / ^ 

schwindigkeit gefordert wäre, das Bahn- / /'6 

stück W^W'., = c .T = WiW^ durch- / / ^ 

laufen, während er in der That auf 

W2W3 nach Wjj gelangt. Diese Ande- / / 

rung der Richtung kann man durch den j / 

Zusatz einer Strecke W2Q.J bewirkt ^ 

denken, auf welcher P gleichzeitig mit 34. 

seiner Bewegung auf W.2 W'3 und zwar mit 

W Q 

dem konstanten Geschwindigkeits- Werte c' = — - — - fortschreitet. 

(Figur 34). ^ 

Innerhalb dieser Vorstellung müfste ebenso in W3 ein kon- 

W Q 

stanter Geschwindigkeits -Wert c' = -- — - in der Richtung W3 M 

in Rechnung gebracht werden u. s. f. ^ 

Die in Rede stehende Bewegung läfst sich also herleiten, wenn 
P seine Bewegung auf der Strecke Wi W2 mit der konstanten 

W W 

Geschwindigkeit c = — ' — * beginnt und immer nach Ablauf der 

Zeit-Dauer x eine nachM gerichtete Zusatzgeschwindigkeit erhält, 
deren konstante Gröfse c' = — — - ist. 

X 

Aus der Ähnlichheit der Dreiecke W^ M W^ und W^ TTs Qi folgt 

W2F3 " W2M' 

Bezeichnet man W2 M mit r, so hat man 
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und 



Hier tritt also der höchst bemerkenswerte Umstand ein, dafs 
sich die Bahn der Bewegung herleiten läfst, sobald man nur 
W, W^ und M der Lage nach kennt und aufserdem die W, W2 ent- 
sprechende Zeit-Dauer t festzustellen im Stande ist 

Andererseits fordern die hier gegebenen Verhältnisse zu einer 
Vergleichung mit Bewegungen heraus, bei denen die x entsprechende 
mittiere Beschleunigung konstant ist, weil in beiden Fällen in 
gleichen Zeit -Intervallen immer Geschwindigkeiten von gleichem 
Werte hinzugefügt werden. ^o ^ q 

In der That charakterisiert sich — = — '^—^ durch seine Di- 
mension als Beschleunigungs-Wert. ^ ^ 

Der fundamentale Unterschied dabei ist nur der, dafs dort die 
Zusatz - Geschwindigkeiten gewissermafsen innerhalb der Bahn 
liegen, dafs dort ihre Richtungen, genauer gesagt, Tangenten der 
Bahn sind, während hier Zusatz-Geschwindigkeiten auftreten, deren 
Richtungen die Bahn schneiden. 
Dabei muß in Erinnerung gebracht werden^ dafs die Verbindungs 
Linie Wi Wo von zwei Kurven- PunJcten , d. h, eine bestimmte 
Sekante der Kurve zur Tangente wird, wenn W^ so nahe an 
Wi herantritt, dafs Wi W^ in das Element [s^] übergeht. 

Im Gegensatz zn den Gesehwindigkelten nnd Beschleuni- 
gungen, welche bisher auftraten, lernt man also im Hinblick auf 
die eben durchgeführte Zerlegung andere Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen kennen, welche zunächst nur dadurch 
charakterisiert sind, dafs ihre Richtungen nicht Tangenten der 
Bahn sind und welche im Übrigen die Bahn selbst in gewisser 
Beziehung zu bestimmen scheinen. 

Da die Gröfse — nicht von der Seiten-Zahl des Polygons ab- 
hängt, so tritt dieselbe Gröfse auch für Polygone von sehr grofser 
Seiten- Zahl und im Grenzfalle auch für den Kreis in Rechnung. 
Für den Grenz fall genügt es irgend einen Punkt TTi, die Ge- 
schwindigkeit [c] und den Abstand r gegeben zu denken. 

Hier tritt immer nach Ablauf der Zeit-Dauer x eine nach dem 

— I 

auf und dadurch bestimmt sich die Bahn als Kreis-Peripherie. 

Der Grenzfall des Kreises ist von hoher Bedeutung. 

Die Richtung der Zusatz-Geschwindigkeit schneidet hier die 
Bahn stets unter einem rechten Winkel und deshalb darf man 
hier von stetig hinzugesetzten Normal - Geschwindigkeiten , d. h. 
von einer Normal-Beschleunigung sprechen. 
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c^ 



Der Wert der Normal-Beschleunigung ist durch — gegeben, 

während sich die Bichtimg desselben stets als PM darstellt. 

Die Geschwindigkeit (c) innerhalb der Bahn, welche nun 
Tangential - Oesehwindigkeit genannt werden soll , reicht bei 
gegebener Bahn zur Bestimmung der Bewegungs-Verhältnisse aus. 

Der Geschwindigkeits-Zusatz ( t . — ), welcher der Normal-Be- 

/c2\ ^ ^/ 

schleunigung (—1 proportional ist, stellt die Bahn selbst fest, 

indem er von Element zu Element deren Abweichung von der ge- 
raden Linie bestimmt. 

Das gilt zunächst nur für den Specialfall der gleichförmigen 
Kreis-Bewegung, während andererseits eine Erweiterung dadurch 
möglich erscheint, dafs man die Geschwindigkeits- Werte innerhalb 
der Bahn und aufserdem die entsprechenden Zusatz- Geschwindig- 
keiten in Wert und Richtung von Punkt zu Punkt veränderlich 
denkt. 

Man pßegt diesen Verhältnissen auch folgenden Ausdrtick zu 
geben: Die Tangential- Oeschwindigiceit bestimmt die Gesetze 
des Fortschreitens in der Bahn, die Zusfftz-GeschwindigJceiten in 
Sichtung der Normalen bestimmen den Übergang von einer Tan- 
gente zur andern. 

Um eine solche Erweiterung herzuleiten, denkt man eine be- 
liebige Bahn in Elemente zerlegt. Wenn man nun je zwei Nachbar- 
Elemente zu Sehnen je eines Kreises macht, so bestimmen die 
einzelnen Elementen-Paare eine Reihe von Kreisen, deren jeder 
mit der Bahn drei benachbarte Punkte gemein hat. 

Ein solcher Kreis soll der zum Punkte Wk gehörige Erüm- 
mungs-Ereis genannt werden, wenn die Elemente Wk _ iWk und 
WfcWk + 1 Sehnen desselben sind. 
Durch 3 Punkte ist ein Kreis voUig bestimmt. 

Der Unzuträglichkeit, dafs hier in Bezug auf die Bahn zu 
drei Punkten ein Kreis und zu einem Kreise demnach drei 
Punkte gehören, tritt die Festsetzung entgegen, welche stets den 
nUttleren der drei Punkte als i^ttgehörigen Punkt heraus- 
greift und so die EindeuiigJceit der gegenseitigen Beziehungen 
zwischen Bahn-Punkten und Krümmungs- Kreisen wahrt. 

Wenn man zu jedem Punkte der Bahn den Krümmungs-Kreis 
konstruiert denkt, so gelangt man zu einer Kurve, die aus lauter 
Centren von Krümmungs-Kreisen (Krümmungs-Centren) gebildet 
unrd. Die gegebene Bahn und die konstruierte Kurve heißen in 
ihrer gegenseitigen Beziehung JEvolvente und JEvolute , eine 
Bezeichnung, welche daher stammt, dafs man sich die Bahn bei 
epe[nen Verhältnissen durch Abwicklung eines um die an- 
dere Kurve gelegten und stets gespcmnten Fadens entstanden denken 
kann. 
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Wenn der Badius (p) eines Krümmungs-Kreises {KrümmungS' 
Badius) unendlich grofs wird, so ist die Kurve an. der ent- 
sprechenden Stelle gradlinig, wenn der Badius eines Krümmungs- 
Kreises unendlich Mein wird, so hat die Kurve an der ent- 
sprechenden Stelle eine Spitze^ in jedem Falle hat man in 

— ein Mafs für die Krümmung der Kurve. 

r 

Wenn nun die Geschwindigkeit im Punkte Wk, deren Wert 

lim(--J ist, für W^Wk^.! allein mafsgebend wäre, so würde, 

falls Wk_iWkWk + i eine gebrochene Linie darstellt, statt des 
Elementes Wk Wk + i ein anderes Element WkW'k + i durchlaufen 
werden, welches als Verlängerung von Wk _ i Wk erscheint. 

Durch eine Zusatz-Geschwindigkeit, welche nach dem Centrum 
des Krümmungs-Kreises von Wk gerichtet ist, gelangt man zu der 
wirklichen Bewegung. 

Der Wert dieser Zusatz-Geschwindigkeit berechnet sich, da 
hier nur der Kreis um Wk - i Wk Wk + i in Frage kommt, gemäfs 

der vorigen Betrachtung auf — , falls man lim ( — ) für einen 

Pk \'^/ 

Augenblick mit Vk bezeichnet und für den Krümmungs-Kreis in 

Wk die Länge des Badius durch pk ausdrückt. 

c^ v*^ 

Dem konstanten Werte — entspricht also hier der Wert — , der 

von Punkt zu Punkt ein anderer wird. 

Man kann dem Schlüsse, weklier zu — führt, noch eine zwin- 
gendere Form gehen, wenn man zunächst eine gleichförmige Be- 
wegung auf beliebiger Bahn, bei welcher lim | — J =: Um (-^— ) 

ist, betrachtet und die Bemerkung hinzufügt, dafs bei jeder 
Bahn die Einteilung in besti/mtnte Elemente, welche einer he- 
8ti/mmten Bewegung entspricht y keinen Einflufs hat auf die 
Lage der Krümmungs-Centra. 

y2 
Die Zusatz-Geschwindigkeit vom Werte x . — bewirkt auch im 

P 
allgemeinen Falle die Überführung von Element zu Element, d. h. 

von Tangente zu Tangente und bestimmt somit die ganze Form 
der Bewegung. 

Die Kenntnis der Bahn und der auf ihr gegebenen Bewegung 
läfst sich demnach ersetzen durch die Angabe der Tangential- 
Oeschwindigkeiten und der Normal - Geschwindigkeiten für 
jeden Bahn-Punkt, d. h. für jeden Zeit-Moment, falls aufserdem 
noch irgend ein Punkt Wi der Bahn gegeben ist, der dem Zeit- 
Punkte Zi entspricht. 
Die letzte Bedingung ist nötig, um die Lage der Bahn zu 
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fixieren. Geht man von irgend einem heliehigen Punkte Wi aus, 
so giebt hier Tangential- und Normal- GeschtmndigJceit die Lage 
des folgenden Elementes an. 

Dieselben Verhältnisse sind auch durch Angabe der Tangen- 
tial-Besclileniiignngen und der Normal-Beschleunignngen für 
jeden Bahn-Punkt, d. h. für jeden Zeit-Moment bestimmt, falls 
aufserdem noch irgend ein Punkt Wj der Bahn gegeben ist, der 
dem Zeit-Punkte Zi entspricht und falls aufserdem die Geschwindig- 
keit für diesen Punkt bekannt ist. 

Die leide Bedingung ist nötig, um die Lage und Gröfse des 
Elementes Wi ^ iWi und damit die Lage der Bahn und die 
BeivegungS'Verhältnisse auf derselben herjsfuleiten, 

JJ^eter 
Ist z. B. «[«] = 4 ^g^^^^ ^g^j^^^^ gegeben, so läßt sich 

Si erst dann berechnen , wenn man außerdem noch Si — i hennty 
weil a[8j erst durch Si und 5, _ i gegeben ist. 

Dieselben Verhältnisse liefsen sich unter Hinzunehmen weiterer 
Bedingungen auch durch Tangential - Beschlennigungen und 
Normal - Beschleunigungen höherer Ordnung darstellen, doch 
erreicht man dabei für physische Bewegungen keinen Vorteil der 
Darstellung. 

Da die physischen Bewegungen auf elementare Bewegungen 
^zurückgeführt werden können, bei denen grade der Wert der Be- 
schleunigung L 0, den grofsen Vorzug geniefst nur von den 
MafS'Zahlen der Lage und erst durch diese von der Zeit-Dauer 
abhängig zu sein, so arbeitet man hier unter den günstigsten 
Verhältnissen, wenn man grade die Beschleunigungen I, 0, für 
die Darstellung wählt. 

Wenn man die Normal-Beschleunigung für einen Punkt 

y2 
der Bahn mit [a^] bezeichnet, so dafs aN = — ist, und wenn 

P 
man femer die entsprechende Tangential-Beschleunigung mit [ax] 
bezeichnet, so dafs ar die früher mit a bezei chnete Gröfse ist, so 
stellt _/— — ; — 1 /v^~T „ 

einen Beschleunigungs-Wert dar, welcher der geometrischen Summe 
von [aN] und [ax] , d. h. der Gesamt-Beschleunigung in jenem 
Bahn-Punkte entspricht. 

Diese Gescmit-Beschleunigung im Punkte Wi hat im all- 
gemeinen nicht die Richtung eines dem Funkte Wi benachbarten 
Elementes , während die Gesa/mt - GeschwimMgkeit im 
Funkte Wi, welche aus der Tangential- Geschwindigkeit für 
[Si] und der Zusati^-Komponente in Wi resultiert, nichts 
anderes ist als die Tangential - Geschwindigkeit für 

[Si + ll 
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Die Zerlegung der Geschwindigkeüen in tangentiale und normale 
Komponenten hat daher nickt die fundamentale Bedeutung^ 
welche die gleiche Zerlegung der Beschleunigungen hat: die Ge- 
samt-GeschwindigJceit des einen Elementes ist zugleich die Tan- 
gentiäl-Geschtvindigkeit des nächsten Elementes. 

Es genügt daher nach wie vor schlechthin von der Geschwindig- 
keit im PunJcte W] zu sprechen. 

Wenn für P die Gesamt-Beschleunigang für jeden Zeit- 
Moment und aofserdem ein Bahn-Punkt W|, welcher dem Zeit- 
Momente Zi entspricht, so wie die Oeschwindigkeit in Wi be- 
kannt ist, so ist die Bewegung des Punktes P vollständig gegeben. 
Die GescAwindigJceit in Wi bestimmt im Verein mit Wi der 
Größe und Lage nach das Element Wi WU + 1 , welches durch- 
laufen würde, wenn für den Punkt Wi nicht außerdem durch 
die Gesamt 'Beschleunigung eine Zusatz -Geschwindigkeit von 
irgend einer Bichiung Wi S bestimmt würde, deren Vereinigung 

mit lim — das Element WsWi ^ i entstehen läßt, von dem at^s 

T 

der Übergang zu TT, + 1 , Tf^ + 2 dann in gleicher Weise er- 
folgt etc. 

Die Gesamt-Beschleunigung im Punkte W| läfst sich in ihre 
beiden Komponenten zerlegen, sobald die Richtung vonWi_i,Wi 
gegeben ist. 

Bildet die Gesamt-Beschleunigung a mit dem Elemente den 
Winkel a, so hat man a . cosa = ar und a . sina = a,v ge- 
geben. 

So oft die Richtung der Gesamt-Beschleunigung in Wk mit 
der Richtung von Wk _ 1 Wk zusammenfällt, so oft ist für Wk an- 
zusetzen: ai = a und aN = 0. 

So oft die Richtung der Gesamt-Beschleunigung in Wk die 
Richtung von Wk — 1 Wk senkrecht schneidet, so oft ist für Wk an- 
zusetzen: ax = und a^ = a. 

So lange aN = ist, so lange findet kein Übergang von 
einer Tangente zur andern statt, d. h. so lange ist die Bahn 

/— = 0, d. h. p = 00 I gradlinig. 

So lange Et = ist, so lange findet kein Zusatz der Ge- 
schwindigkeit in Richtung der Tangente statt, d. h. so lange ist 

die Bewegung To = lim ^iM-ZL^PÖiLzllj j gleichförmig. 

So lange aN denselben Wert behält, so lange haben die Zu- 
satz-Geschwindigkeiten in Richtung der Normale immer denselben 
Wert, d. h. die Bewegung hat eine gleichmäfsige Normal- 
Änderung. 
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So lange Et denselben Wert behält, so lange haben die Zu- 
satz-Geschwindigkeiten in Richtung der Bahn immer denselben 
Wert, d. h. die Bewegimg ist (in tangentialer Hinsicht) gleich- 
mäXsig geändert. 

Wenn a^ eine Konstante ist und atich v immer denselben 

Wert beMU , so ist — = constans, d. h. p = constans, 

p , 

Hier ist die Bahn ein Kreis, auf welchem eine gleich- 
förmige Bewegung stattfindet und daraus folgt, da/s man auf 
einem Kreise Jceine ungleichförmige Bewegung von gleichmäßiger 
Normal' Änderung erzeugen kann. 

Die Existenz einer krummlinigen Bewegung zeigt an, dafs hier 
eine bestimmte, nach dem Krümmungs-Centrum gerichtete, Normal- 
Beschleunigung verwendet worden ist, um eine gewisse Krümmung 
herzustellen, dafs also aus der gegebenen Gesamt-Beschleunigung 
eine bereits verwendete centripetale Komponente für alle weitern 
Bestimmungen ausgeschieden oder auch, dafs zu der gegebenen 
Gesamt-Beschleunigung eine entgegengesetzt gerichtete centri- 
fugale Komponente von gleichem Werte hinzugefügt werden mufs. 

Die Gesamt-Beschleunigung, vermindert um die centripetale 
Komponente oder vermehrt um die centrif ugale Komponente, giebt 
die noch verwendbare Beschleunigung an, während jene Kompo- 
nente die bereits (zur Herstellung der Krümmung) verwendete 
Beschleunigung mifst. 

2. 

A. Die Centripetal-Beschlennignng in Punkten der Erd- 
oberfläche. Der Mittelpunkt einer Kanonenkugel, welche am 
Erd-Äquator ruht, nimmt an der Drehung der Erde um deren 
Achse teil und beschreibt dabei einen Kreis mit der konstanten 

Geschwindigkeit —j=^—, falls man den Erd-Radius für den Äquator 

mit R und die Umdrehungszeit der Erde mit T bezeichnet. 

Hier ist also eine centripetale Beschleunigung vom Werte 

qI 4 R u^ 

— - = — =^ — verwendet worden, welche von der Gesamt-Be- 
r T'* 

schleunigung der Bewegung zu entnehmen war. Diese Gesamt- 
Beschleunigung [go] ist die Beschleunigung des freien Falles, be- 
rechnet für die ruhende Erde, während die Beobachtungen die- 
jenige Beschleunigung [go] geben, welche bei der bewegten Ebene 
auftritt. 

Da die Richtungen von j — und [go] eusammenfallen , so hat 

auch [go] die dadurch bestimmte Richtung, während sich der 

— c^ — 4 JB . Tc* . 

Wert von \go ] als go — — , d. h. als go Tfik — er giebt. 

r X 
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Dasselbe Resultat stellt sich hei Addition einer centrifugalen 

4 It . it^ 
Beschleunigung vom Werte — ^ — ein. 

Da T ein Tag Sternzeit, d, h. 86400" Sternzeit oder unge- 
fähr 86164" mittlere Zeit beträgt y so ist der Wert der Centri- 
petal-Beschleunigung am Äquator, d. A. unter der Breite Null 
für mittlere Zeit 

_ TZ . 2 . 5400 . 74:20 Meter _ 

^'^ "" {86164Y {Sekunde) . (Sekunde) "^ 

03391 ___M^^^____ 
' {Sekunde) . {Sekunde) 

Dabei ist der ErdrUmfang im Äquator {J2 R . n) su 5400 
geographischen Meilen und 1 geographische Meile zu 7420 Me- 
tern gerechnet. 

Der gröfste Teil der Beschleunigung [go|, welcher bei der 
ruhenden Erde in Rechnung treten würde, bleibt auch bei der 
bewegten Erde verwendbar, während der Bruchteil po als Centri- 
petal-Beschleunigung verloren geht. _ 

Der durch Beobachtung gefundene Wert go ist also go — 0,03391^ 

so daß man 

^ = ^, + 0,03391 = 9,78009 + 0,03391 = 9,81400 
. Meter 

{Sekunde) . {Sekunde) 

Dafür kann man auch schreiben {da die Redtdäionen 

Führt man 945 = 9,80552 ein, so gelangt ipo = "^^^W") 



m^n zu 



So - 9 4S [1 + -J^g^). 



Für andere Breiten gelten übrigens ähnliche Überlegungen: 
Ein Punkt P, welcher in der Breite (f liegt, beschreibt bei der 
Umdrehung der Erde einen Kreis mit dem Radius R^ = R . cos cp, 
so dafs hier eine Centripetal-Beschleunigung 
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Vg> = ^2 = Po . COS(p 

in Rechnung kommt. 

Die geometrische Subtraktion der Komponente [p^] von der 

Gesamt -Beschleunigung [g^] erfordert hier eine Polygon-Bildung, 

da [py] auf der Erd- Achse senkrecht steht, während [g^l nach 
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dem Mittelpunkte der Erde gerichtet ist. Man hat infolgedessen, 

da [py] und [g^^] den Winkel 9 bilden, von [g^] eine unter den 

Winkel 9 gegen [g^] geneigte Komponente von dem Werte p^ ab- 
zuspalten, um das zu beobachtende [g^] zu erhalten, dessen Kich- 

tung mit der Richtung von [g^] nicht übereinstimmt. 

Stellt in Figur 35 

die Strecke NS die 

Sichtung der Erd- 
' Achse dar, welche 

durch das Erd- Cen- 
trum geht, so ist 

in dem gezeichneten 

Meridianr Schnitte von 

P die Strecke OA dem 

Aquatörial'Radius (R) 

gleich , während F Q 
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35. 



den Radius Rfp dar- 
stellt Wenn FO die 
Beschleunigung [g^] 
darstellt, so ist die 
Zerlegung [PO\ = [PQ] + [QO] so eingerichtet, daß [PQ] 
die Richtung von [jp^] hat, welches durch [Q* Q] dargestellt wer- 
den mag. __ 

Die geometrische Subtraktion [g^p] — [p^p] führt also jsu den 
Komponenten [PQ^] = [PQ] — [Qi Q'] und,[QO] = [Q'M'l 
so da/s für [g^] die Strecke [PJf] resuUiert. 

Man hat: 

PW^ = WQ''^ +~Q^, 
ä^ Ä. 9\ = ^% . sin'^^ + {9<p - cos^ — p^Y 
Daraus folgt: 

9^ = Vg> |/^ 



ffg> \9ip) 

Wenn man die Wur^el-Grö/se entwickelt und bei der ersten *) 

Potenz von - stehen bleibt, so gelangt man zu der Formel: 
9<p 



9ip= 9ipU —^'COS'f 



)= 



99 — Po ' cos'^^ = 9(p — 0,034 . coÄ^cp, 



1) Die zweite Potenz ist schon kleiner Vis 0,000009. Statt zu entwickeln 



kann man unter der Wurzel die Gröfse 
subtrahieren und 



vollständigen Quadrat. 



I .^^ . sin 9 I 



(P y . CO 



COS ^ 



gleichzeitig addieren und 



vernachlässigen; man gelangt dabei zu einem 
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Die Abweichung in der Richtung von [g^] und [g^] findet 
m durch die Konstruktion Mf L ±_ PO; man hat 



man 
sint 



_ USfL _^ p^. sin^ ^ JPo * "^^ ^ y __ /) /lyy sin 2^ 
- PlP - g^ - 2g^ - ^'^^^ • -^~' 

Auf der ruhenden Erde würde ein Bleilot ^BP) , welches am 
Orte P aufgehangen ist, die Richtung PO bezeichnen, d. h. nach 
dem Mittelpunkte der Erde zeigen, während es (BE^ bei der Be- 
obachtung auf der rotierenden Erde im Meridianschnitt von P um 
den Winkel e nach dem Äquator zu (d. h bei uns nach Süden) 
abgelenkt erscheint. 

Die Ablenkung ist Null am Äquator (9 = 0) und an den 

Polen 



(' = !)• 



Setzt man für ^^ den Mittel-Wert ^ = 0,0017254, 

g(jp 1*7,00 

so tritt für 45** eine Ablenkung ein, welche als arc. (sin = 0,0017254) 
zu berechnen ') ist, so dafs man zu einem Winkel von 0*,5',55",8, 

also ungefähr zu einem Winkel von 6' oder -r^ gelangt. 

Wenn man überhaupt mit einem Mittel -Werte rechnet, was 
innerhalb der Grenzen der hier geforderten Genauigkeit erlaubt 
ist, so tritt für 9 = 45® stets ein Maximum der Ablenkung ein, 
weil sin 2 (f in den Grenzen 0® . . . . 180<* für 90^ sein Maximum 
(-|- 1) erreicht. 

Das Maximum der Ablenkung und zwar in der Gröfse von 
1© 
etwa zTTz findet also in grofser . Annäherung unter einer Breite von 

45® statt, d. h. z.B. an der Mündung der Donau und an der des 
Po, bei Bordeaux und Turin, am Aral-See und auf der Höhe der 
patagonischen Cordilleren. 

Für die Erde als Kugel gelten nun folgende Schlüsse: 

Da das abgelenkte Lot BE zur Bezeichnung der vertikalen 

Richtung dient, sa hängen alle sogenannten Vertikal -Linien in 

Wahrheit um e nach dem nächsten Pole zu (d. h. bei uns nach 

Norden zu) über: ein Bleilot würde bei einem plötzlichen Stillstand 

der Erde einen Bogen von r^r nach dem nächsten Pole zu (d. h. bei 

uns nach Norden) beschreiben. 



1) Bei der geringen Gröfse des Winkels darf man für sine nnmittelbar s 

sin 2 cp 

einsetzen. Man hat dann — als Bogen anf dem Kreise vom Radius 1 

079,58 ^ 

anzusehen und e in Qraden zn berechnen dnrch die Proportion 

e<> Bogen 

360« ~" Peripherie ' 

Bofi^en 

so dafs 6 = 360" . — ^— resultiert. 

2 71 
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Während auf einer absolut glatten Horizontal-Ebene (Wasser- 
spiegel), welche in Wahrheit gegen die Erdoberfläche in P um 
einen Winkel von e^ geneigt wäre, sich ein absolut glatter Körper 
in Ruhe befände, würde auf der absolut glatt gedachten Erdober- 
fläche stets ein Gleiten nach dem Äquator zu stattfinden. 

Ein Schacht, von P aus in vertikaler Richtung nach dem 
Mittelpunkt der Erde zu gegraben, würde um die Strecke OV an 
demselben vorbeifuhren, so dafs die Richtung eines frei fallenden 
Steins den Mittelpunkt der Erde nicht träfe; derselbe würde aus 
einer Breite von 45 ® um R . sin £45 , d. h. um R . sin 6', also unge- 
fähr um 1,5 Meilen, am Erd-Mittelpunkte vorübergleiten. 

Diese Schlüsse haben in Wahrheit nur beschränkte Geltung, 
weil die Erde keine Kugel ist, sondern von einer Fläche begrenzt 
wird, deren Normalen stets die Richtung der beobachteten Be- 
schleunigung haben: die Gebäude stehen senkrecht zur Erdober- 
fläche, auf welcher selbst absolut glatte Körper in Ruhe bleiben 
würden, während allerdings nicht alle Richtungen der Beschleuni- 
gungen den Mittelpunkt der Erde treflfen '). 

Wenn man durch Beobachtungen für die verschiedenen Breiten 
die Werte g^, feststellt, so lassen sich aus der Formel 

S9> = Sip — Po.cos^cp ="g^ — 0,034. cos^q) 

die entsprechenden g^ berechnen. 

Die Beobachtung lehrt, dafs g^ für cp = . . . . 90® mehr 
und mehr wächst, dafs also am Äquator (go) der kleinste und an 
den Polen (ggo) die gröfstenWerte der Beschleunigung gefunden werden, 
woraus beiläufig folgt, dafs der Druck derselben Masse an den 
Polen gröfser ist als am Äquator^). 

Andererseits zeigt die Formel 

..g^ = g^ + 0,034 cos^? 
an, dafs gg, beim Übergange von 0® zu 90", wobei cos* 9 von 1 
bis abnimmt, um immer kleinere Gröfsen vermehrt werden mufs 

um gfp zu liefern. 

Es ist demnach nicht ausgeschlossen, dafs sich für g^ bei 
der Berechnung Werte ergeben, welche für alle Breiten diesdben 
sind, dafs also die Gesamt-Besehlennigang eine Konstante ist, 
imd dafs die Unterschiede in den durch Beobachtung gefundenen 
Werten von [g^] allein dnrch den Verlust der bereits zur 
Yerwendnng gekommenen centripetalen Komponenten be- 
stimmt werden. 

Diese Vermutung ist um so berechtigter, als theoretische Spe- 
kulationen, wenigstens für die Erde als Kugel, die Konstanz von 



1) Ve 

2) DU 



Vergl. Schellbach, Nene Elemente, 1860. 

Diese proleptische Bemerkung kann man veranschaulichen durch die 
Vorstellung, dafs man eine, an ihren Enden mit gleichen Massen belastete 
Schnur längs eines Meridianes auf Rollen vom Pole zum Äquator führte: das 
System würde nach dem Pole zu in Bewegung geraten. 

Wtrnioke. 15 
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g^, welches demnach als g zu bezeichnen wäre und mit den be- 
obachteten ») ggo übereinstimmen müfste, geradezu fordern. 

Wenn man diese Vermutung durch die Rechnung prüft, so er- 
giebt sich allerdings eine angenäherte, aber doch keine yollige 
Konstanz. 

Die Abweichung ist auf Rechnung der Abplattimg der Erde 
zu setzen, deren ellipsoidische Form, von der Gestalt einer Kugel 
erheblich verschieden ist. ^ 

Das Mafs (e) der Abplattung wird durch den Bruch — :^ — 

dargestellt, in welchem R und r beziehungsweise den Äquatorial- 
und den Polar-Radius der Erde (R = 6377400 m undr = 6355100 m) 
bezeichnen, so dafs sich für e der Wert 0,00334, d. h. ungefähr 

Wenn man nun für einen physischen Körper von der Gestalt 
unserer Erde unter Voraussetzung gewisser spekulativer Annahmen •) 

die Änderung berechnet, welche g^ auf einem Meridian zeigen mufs, 
so gelangt man zu einer Formel, welche den Beobachtungen in 
grofser Annäherung entspricht. 
Man hat zu setzen: 

g,,^ go + 0,05080 . sin« 9. 

Aus der Formel gg, = g<p + 0,034 cos^y würde dagegen für 
die thatsächlichen Verhältnisse go = go + 0,034 folgen, so dafs 
sich bei der unberechtigten^ Annahme eines konstanten 

(go = gy = g9o) Wertes von g^ für das zu beobachtende g'^ 
ergeben würde: 

go + 0,034 = gV + 0,034 cos^cp, d. h. 

g' = go + 0,034 sin* 9 oder genauer 

gV = go + 0,03391 sin^cp. 

Nimmt man also g^ unveränderlich an, d. h. sieht man von 
der Abplattung der Erde ganz und gar ab, so erhält man fiir 
das zu beobachtende g'^ einen Wert, welcher von dem wirklich 
beobachteten g«, um die durch die Abplattung bedingte Gröfse 
(0,05080 — 0,03391) sin^cp, d. h. um 0,01689 sin« 9 verschie- 
den ist. _ 

In der That hat man also g^ nicht konstant anzusetzen, man 
hat vielmehr die Formel 
gy = gy +0,03391 . cos« cp = go + 0,05080 ^in«(p + 0,03391 . cos^cp 

— g^ _j. 0,03391 + 0,01689 sin« cp = go + 0,01689 sin« cp 

zu benutzen, so dafs sich g^ zvrischen den Werten 

"go = 9,81400 und ggo = 9,83089 
und gy zwischen den Werten 

1) Falls diese Beobachtung am Pole ausführbar wäre. 

2) Vergl. Olairaut, Theorie, 1743. 
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go = 9,78009 und g9o = 9,83089 
bewegt '). 

Die Abnahme des beobachteten g^ vom Pol zum Äquator folgt 
aus der Proportion 

g9o:go = 1,00519 = 201 : 200, 
während die Abnahme derselben Werte bei Vernachlässigung der 
Abplattung durch die Proportion 

g'9o : g'o = 1,00346 = 291 : 290 
bestimmt ist. 

B. Die Abweichung fallender Körper yon der Yertikalen. 

Wenn eine Kugel in der Nähe der Erdoberfläche einen relativ 
grofsen Weg in freiem Falle zurücklegt, so wird der Mittelpunkt 
derselben keine Grade von vertikaler Richtung beschreiben. 

Die Zusammensetzung von [g^^ ^] und — zeigt zunächst, 

dafs im allgemeinen eine Abweichung nach dem Äquator hin (bei 
uns also nach Süden) vorhanden sein mufs. 

Aufserdem tritt für alle Punkte der Erdoberfläche (d. h. auch 
für den Äquator) eine östliche Abweichung ein , weil die Punkte 
der Erde mit um so gröfserer Geschwindigkeit um die Erd-Achse 
rotieren, je weiter sie vom Centrum entfernt sind. 

Die Punkte fallender Körper müssen sich infolgedessen gegen 
die Fufspunkte ihrer Vertikalen während des Falles mehr und 
mehr nach Osten hin verschieben, weil diese Fufspunkte auf der 
Erdoberfläche gelegen sind und demnach bei der Drehung von 
Westen nach Osten zurückbleiben. 

Die Berechnung der östlichen und der äquatorialen 
Abweichung ist ziemlich verwickelt, zumal man bei gröfserer Höhe 

auch auf die Änderung von g^, g Rücksicht nehmen mufs *) : der 
Mittelpunkt der fallenden Kugel bewegt sich auf einer Ellipse, für 
welche das Centrum der Erde ein Brennpunkt (Kepler sehe Ge- 
setze) ist. 

Die östliche Abweichung läfst sich angenähert durch 

27C . cos(p 1 / 8z' 

3T / gffi, R + z 

darstellen, falls man die Höhe der Fallstrecke durch z und die 
Umdrehungszeit der Erde (R) durch T bezeichnet'). 

Die südHche Abweichung wird unter gleichen Umständen 

durch die Formel ( ^' " "^ ' — 1 ) z . tang 9 gegeben. 

\gy, R + 2 / 

1) Dabei mafs ggg = g^ sein, weil am Pole keine centrifugale Kompo- 
nente zu addieren ist. 

2) Eine elementare Behandlang des Problems findet sich bei Schellbach, 
Neue Elemente, S. 270 flg. 

3) Vergl. G. Kirchhoff, Mechanik, S. 93 und Schellbach, Neue 
Elemente, S. 271. 

15* 
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Benzenberg hat in den Jahren 1802 und 1803 im 
Michaelisturm zu Hamburg (qp = 53** 33^ Versuche angestellt, 
bei denen z := 235^ Pariser FuGs zu setzen war : er fand 3,95 
Pariser Linien östlicher Abweichung. 

Genaue Versuche wurden in dieser Beziehung im Jahre 1834 
von Reich im Dreibriiderschacht zu Freiberg (9 = 50®, 53', 23") 
fiir eine Fall-Strecke (z) von 158,5182 m ausgeführt. 

Reich fand als Abweichungen: 

28,396 mm östlich und 4,374 mm südlich. 

Die Rechnung ergiebt für die Reich sehen Versuche, bei 
denen der Ausgangs-Punkt des fallenden Körpers 475 m über 
dem Spiegel der Ostsee lag. 

27,65547 östliche Abweichung >), 
268,0993 südliche Abweichung. 

Während Theorie und Versuch für die östliche Abweichung 
die wünschenswerte Übereinstimmung darbieten, läfist sich ein 
Gleiches von der südlichen Abweichung durchaus nicht behaupten, 
zumal die von Reich gefdndene Abweichung (4,374 mm) noch 
innerhalb der Grenzen der Beobachtungs-Fehler liegt. 

Dieser Widerspruch löst sich auf durch die Bemerkung, da& ein 
Bleilot, welches die Vertikale bezeichnen sollte, nach Süden zeigt, 
so dals das Beobachtungs-Femrohr auf eine falsche Vertikale ein- 
gestellt wird. 

Ein Bleilot, welches im Anfangs-Punkte der Fall-Strecke (z) 
aufgehangen ist, zeigt für deren Ende angenähert die Abweichung 

/g^p^jM-. _ 1) z . tangcp 

an, so daüs überhaupt keine südliche Abweichung von einiger Be- 
deutung beobachtet werden kann^). 

Die ganze Betrachtung gut unter der Voraussetzung, dafs die 
Erde die Gestalt einer Kugel hat: für diesen Fall ist der obige 
Widerspruch gegeben, aber auch gelöst. 

Betrachtet man die Erdoberfläche als eine Fläche, für welche 
die Richtungen von g^ Normalen sind, so ist die Untersuchung 
wesentlich zu modificieren. 

In jedem Falle hat man in der durch die Beobachtung gegebenen 
Abweichung nach Osten einen direkten Beweis (Ben- 
zenberg 1804) für die Achsen-Drehung der Brde. 



1) Mit Benutzung der im Texte gegebenen Formel für 

R == 6364880 -|- 475 — 158,5182 = 6365196,5 m 
und gy, R 4- « = 9,80986 
ergiebt sich dieser Wert. 

Gaufs und Olbers haben dieses Problem (vergl. Benzenberg ,^ Fall- 
versnehe, 1804) genauer behandelt; diese genaueren Formeln liefern 27,51 mm 
statt 27,66 mm. 

2) Vergl. Schellbach, Neue Elemente, S. 281. 



Sg> 
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C. Die Trabanten-Bewegnng« Es hat ein gewisses Inter- 
esse, die eben angestellten Untersuclmngen zu erweitem, für den 
Mittelpunkt einer Kugel, welche sich auf einem Parallel-Kreise 
mit der Geschwindigkeit X fortbewegt. 

Hier ist die centripetale Komponente p- in Rechnung zu 
bringen, so dafs ^^v-" 

und sine^ = :=— . sin^ = p— . tangcp 

resultiert. 

Soll g^p = werden, d. h. soll die centripetale Komponente 

p- gerade gy betragen, so mufs für m = — — p— die Glei- 

chung bestehen: 

1 — 2 m . cos (]p + m^ = 0. 

Man findet m = coscp ± i . sincp und hat demnacfh 

X^ = gg, . R . C08(p (cos 9 db i sincp). 
Soll X^ eine reelle Gröfse sein, so mufs ly = o gesetzt wer- 
den, so dafs 

X« = g"o . R und X = l/go . R 
resultiert: eine Aufhebung der Beschleunigung g^ durch_die cen- 
tripetale Reschleunigung in der Bahn ist also nur für go, d. h. 
am Äquator möglich. Dieses Resultat kann nicht überraschen, 

wenn man bedenkt, dafs nur am Äquator [g^] und Lp- in ihrer 
Richtung übereinstimmen. .. L^^-J 

Eine Kanonenkugel, die sich längs des Äquators (oder auf einem 
anderen gröfsten Kreise) gegen diesen mit der konstanten Ge- 
schwindigkeit 

1/5 — p — 77Q1 1 Meter _ geographische Meile n 

l/go . K - (iö\,l -g-gj^g^ - A,^4i« Sekunden 

fortbewegte, würde also, falls kein Luft- Widerstand in Rechnung 
träte, niemals niedersinken können, d. h. sie würde den Äquator 
der Erde umkreisen und zwar in einer Zeit -Dauer von 5064,99" 
mittlerer Zeit. Die gröfste bisher erreichte Geschwindigkeit von 
Geschossen beträgt etwa 

„^^ Meter 1 geographische Meile 

Sekunde "~ 10 Sekunde ' 

ist also etwa r^ der Geschwindigkeit, welche für eine solche Ro- 
tation erforderlich wäre. 
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Wenn die Ümdrehungs-Geschwindigkeit der Erde am Äquator 

bis zur Gröfse l/go . R gesteigert werden könnte, so würde für 
eine am Äquator ruhende Kugel kein go mehr zu beobachten sein, 
d. h. die Körper würden am Äquator schweben. Der Geschwindig- 

^^^^ l/go . R entspräche eine Umdrehungs-Zeit T', für welche 
- = l/go . R anzusetzen wäre, so dafs man 



( 



T' 

T' = 2 TT 1/5 = 5064,"99 mittlere Zeit 

erhält. 

Wenn sich die Erde 17-mal schneller drehte, als sie es jetzt 

thut, so wäre der geschilderte Zustand erreicht , da man 

T' : T = 1 : 17,011 findet: Bei einer weiteren Steigerung der 

Ümdrehungs-Geschwindigkeit würden die Körper am Äquator gegen 

die Erde zurückbleiben, d. h. sie würden sich scheinbar von Osten 

nach Westen über die Erde hinbewegen und sich dabei die zuletzt 

(in Bezug auf die ruhend gedachte Erde) erhaltene Geschwindigkeit 

sreoGTraohische AleilpuX 
1,0418 - — ^ , T ) bewahren. An anderen Punk- 
Sekunden / 

ten der Erdoberfläche würde eine Geschwindigkeit vom Werte 
— ^ — = cos 9 l/go . R und demnach eine Gentripetal-Beschleu- 

nigung vom Werte cos2cp.go in Rechnung treten, welche mit 

der Komponente [g^ . cos cp] gleichgerichtet ist. 
Biese Betrachtungen gestatten eine interessante Anwendung auf 
die BewegungS' Verhältnisse von Erde und Mond. 

Bie Bahn des Mond-Centrums ist in Be^ug auf die ruhende 
Erde in gewisser Annäherung als ein Kreis vom Baditis 
r = 51694,13 geographische Meile zu betrachten. 

Um die Centripetal-Beschleunigung (x) dieser Bewegung 8u be- 
rechnen hat man 0U beachten , dafs der Mond in 27^ 7* AS' 12" 
seinen Umlauf vollendet^ dafs also T = 2360592'' zu setzen ist. 
UM T. ± Aiz^r r, r,r,c.r,^r,Ä Meier 

Man M x=-^ = 0,002717 i ^ Sekunde) . (Sekunde) - 

Ba die Centripetal- Beschleunigung der Mond- Bahn nach dem 

Erd'Centrum gerichtet ist^ so liegt es nahe, zu versuchen-, ob die- 

* B^ 

selbe in Bezug auf den Erd-Badius B ais g , —^ darstellbar ist^ 

X . r*^ 
d» h. ob — l=iK- = q resultiert. 
B^ ^ 

Ba die Centren von Mond und Erde ungeführ um 60,1 Erd- 

Badien {= 51694,13 geographische Meilen) entfernt sind, so ist 

r 

mit einer gewissen Annäherung ^ = 60,1 zu setzen , dabei er- 

r"^ Meter 

gieU sich ^ . ^ = 9.78264 (^Sehmde) . (Sehund ^ ' «^^''^ 
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einejemu^re Bechnung dafür 9,8314 (g^^^^^^) . (Sekunden) 

Damit ist geiseigt^ da/s dieselbe Beschleunigung g, welche heim 
freien Fälle der Körper zur Wirkung hommt, auch hei der Centri- 
petalrBeschleunigung der Mond-Bahn in Rechnung tritt. 

Der Mond hann also in der That nach Analogie jener Kanonen- 
lugd betrachtet werden^ welche den Erd-Äquator umkreist. 

Wenn ähnliche Rechnungen in Bezug auf die Planeten-Bahnen 
angestellt werden^ so ergiebt sich ein ähnliches Resultat: die Cen- 
tripetdl-Beschleunigungen sind nach dem SonnenrCentrum gerichtet 
und hängen von der Fäll- Beschleunigung für die SonnenrOher- 

fläche ah, falls man auch hier die Relation g^^ g, = -^^gR^ipOls 
gültig voraussetzt, P 

Dadurch wird ein empirisches Gesetz von großer WuMigkeit 
angedeutet : Die Beschleunigung^ welche ein Himmels-Körper einem 
PunJcte erteilt, nimmt mit dem Quadrate der Entfernung des 
Punktes vom Centrum des Himmels-Körpers ah. 

Dieses Gesetz ist von Newton aufgefunden worden y welcher 
in Bezug auf den Mond 

~W "■ ^'^^'^^^^^ {Sekunden). {Sekunden) ^ ^ \r) 
setzte und dabei in geioisser Annäherung zu x =^ 8 gelangte. 



B. Die Projektions-Methode. 

1. 

Wenn man die Lage eines Punktes P durch Strecken OPx, 
P , Pz auf einem rechtwinkligen Koordinaten-Kreuze bestimmt, 
so erscheinen die Punkte Px, Py, Pz als Normal-Projektionen des 
Punktes P auf die drei Achsen OX, OY, OZ. 

Wenn man nun die Bahn eines Punktes P in die Inkremente 
zerlegt, welche der Zeit-Dauer x entsprechen, und die Punkt-Reihe 
Wo, Wi . . . . Wn auf jede der drei Achsen OX, OY, OZ pro- 
jiciert, so entstehen drei Punkt-Reihen 

Xo, Xi . . . . Xn', Yq, Yi . . . . Yn; Zq, Zi . . . . Zn. 

Während P die Punkte Wo W„ durchläuft, bewegt 

sich Px, Py, Pz, beziehungsweise von X„ nach Xn, Yq nach Yn, 
Z, nach Zn so zwar, dafs den einzelnen Inkrementen 

WoWi, WiW, Wn^iWn, 

beziehungsweise die Inkremente XqXi, X1X2 Xn-iXnj 

Yo Y1Y2 . . . . Yn _ lYn; ZoZi, Z1Z2 . . . . Z„ _ iZn entsprechen, 
welche beziehungsweise durch {x(\, [yi], [^1] dargestellt werden 
mögen. 
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Die Kenntnis der Lage von X, , Ti , Zi genügt^ um die Lage von 
Wi festzustellen. 

Wenn man nun zu einer elementaren Inkrementen-Reihe des 
Punktes P übergeht, so werden auch die Inkrementen-Reihen der 
Punkte Px, Py, Pz elementar. 

In diesem Falk genügt die Kenntnis der Lage von X,, Y^, Zi 
und Xi^i, ri + i, Zi^i um das InJcrement WiWi + i voU- 
ständig darzustellen , während dadurch sonst nur der Anfangs^ 
und Endpunkt desselben gegeben werden. 

Die mittleren Geschwindigkeiten in den Inkrementen [X|], [yi], 
[Zi] gehen für eine elementare Teilung über in die Werte der Ge- 
schwindigkeiten für die Punkte Xi , Y| , Z,. 

Man hat dann: 

lim (^) = ii^ (B..cos[8..x.] ^ _ lim (■^. cos [B,. xj) 

d. L die Oeschwindlgkeit der Projektion Px ist gleich der 
Proiektlon der Geschwindigkeit von P. 

Für Py und P, geUm natürlich analoge Beziehungen. 

Wenn nach dem Durchlaufen von [sj die Geschwindigkeit von 
P um [ai 4 1 . t) vermehrt ') wird , wobei für [si + i] die Geschwin- 

digkeit lim (^) + [^ + 1 . X] in RechnuBg tritt, deren Richtung 

zugleich die Richtung von [si 4. 1] besümmt, so gilt nach dem 
oben gefundenen Satze: 

lim(^) = lim('^-'5^'^] + lim(i:, + ,.T.cos[8.+„ x, + ,]) 

d. h. lim (— ^-^-^j — lim ( — ) = lim (x . ai + 1 . cos[Si + 1, Xi + 1]). 

Man hat demnach das Theorem: Die Beschleunigung der 
Projektion Px ist gleich der Projektion der Beschleunigung 

von P. 

Für Py und P, gelten natürlich analoge Beziehungen. 

Demnach läXst sich die Geschwindigkeit von P im Bahn-Punkte 
Wi konstruieren aus den Geschwindigkeiten vonPx, Py, Pz für die 
Punkte Xi , Y, , Z,. 

Analoges gut für die Beschleunigungen. 
Es liegt hier der Specialfall einer Zerlegung in drei Komponenten 
vor, so da/s es sich um eine einfache Besültantenbildung handelt. 

Die Geschtmndigheü, beziehungsweise die Beschleunigung für 
[Si] entsteht aus den GeschwindigJceifen, beziehungsweise den Be- 
schleunigungen für [oj,], [yj, [zi\ grade so^ wie [5,] selbst aus 
M> [y»]» M entsteht, d. h, durch eine Polygonbildung, welche 
einer parallelepipedischen Konstruktion entspricht, 

1) Di« Gesamt-Beschleumgung für [814 1] ist wiederum durch [ai -f 1] !>«- 
zeichnet, 
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Bei einer elementaren Einteilung ersetzt also das Tripel von 
Inkrementen-Reihen Xi , Yi , Zi die Lakrementen-Reihe Wi , durch 
deren Kenntnis die Bewegung von P gegeben ist, d. h. man kann das 
Studium der kmmmlinigen Bewegnngen von P ersetzen durch das 
Studium der drei gradlinigen Bewegnngen der Punkte Px, Py, P^. 
Bei ebenen Problemen reicht man mit den beiden Achsen OX, 
Y aus, bei gradlinigen Bewegungen arbeitet man unmittelbar 
, mit ei/ner Achse. 

1. Die Bewegung des Punktes P ist völlig gegeben, wenn die 
Lage der drei Punkte P,, Py, Pz für jeden Zeit -Moment ge- 
geben ist. 

Man konstruiert daraus unmittelbar die Punkte Wo, Wi . . . Wn- 

2. Die Bewegung des Punktes P ist völlig gegeben, wenn die 
Lage der drei Punkte Px, Py, Pz für einen Zeit-Moment und die 
Geschwindigkeit der drei Punkte Px, Py, Pz für jeden Zeit-Moment 
gegeben ist. 

Man konstruiert von der Änfangs-Lage aus Element für Element. 

3. Die Bewegung des Punktes P ist völlig gegeben, wenn die 
Lage der drei Punkte Px, Py, Pz für einen Zeit-Moment, wenn 
femer die Geschwindigkeit der drei Punkte Px, Py, ]^z für den- 
selben Zeit-Moment und wenn endlich die Beschleunigungen der 
drei Punkte P», Py, Pz für jeden Zeit-Moment gegeben sind. 

Man konstruiert zunächst das erste Element, fügt die Zusatz- 
Komponente der Geschwindigkeit für das nächste Element hinzu 
und gelangt so zum zweiten Elemente etc. 

Bei den Bewegungen, welche in der Natur vorkommen, ist ge- 
wöhnlich die Gesamt-Beschleunigung gegeben. 

Die Beobachtungen und Rechnungen führen hier fast immer zur 
Feststellung von Beschleunigungen. 

Das Verfahren der Projektions-Methode besteht nur darin, die 
gegebene Gesamt-Beschleunigung nach drei Achsen zu zerlegen 
und die drei Projektions-Bewegungen von Px, Py, Pz zu studieren, 
wobei zu bemerken ist, dafs für eine vollendete Darstellung aufser- 
dem noch die Lage eines Punktes Wi und die Geschwindigkeit in 
ihm gegeben sein mufs. 
Dabei kann die Oesamt-Beschleunigimg entweder geschlossen oder 
als geometrische Summe irgend welcher Komponenten gegeben sein, 
so daß man eventuell eine Reihe von Zerlegungen (für jede Kom- 
ponente) vorzunehmen hat. 

Analoges gilt für die gegebene Geschwindigkeit. 
In jedem Falle hai man hier von den Beschleunigungen, welche 
als Ahleitv/ngen der Geschwindigkeiten nach der Zeit auf- 
treten, zu diesen selbst, d. h. zum 8ta/mme fortzuschreiten und 
von da durch einen weiteren Schritt zu der Inkremewten^Beihe 
selibst zu gelangen. 
Man geht also hier von drei Gleichungen für die Beschleuni- 
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gungen auf OX, OY, OZ aus und sucht von da aus zunächst 
zu den Bewegungen auf OX, Y, OZ und damit auch zur 
Bewegung auf TFi . . , . W„ zu gelangen. 



2. ; 



A. Die Wurf-Bewegung. Zunächst soll nochmals auf die 
Verhältnisse zurück gegangen werden, welche an der Erd-Ober- 
fläche bei geworfenen Körpern auftreten. 

Hier geht die Bewegung in einer Vertikal-Ebene vor sich, so 
dafs man mit einem Kreuze XOY auskommt, dessen Achse OX 
horizontal und dessen Achse Y vertikal und zwar nach unten ge- 
richtet angenommen werden mag. 

Wollte man nicht voraussetzen, dafs für dieses Problem nur eine 
Ebene in Frage hmmt, so würde man zunächst ein dreiachsiges 
Kreuz einführen und erst hei Behandlung der Aufgabe dazu ge- 
langen^ diehier gegebenen Verhältnisse als planimetrische zu erkennen. 

Die Gesamt-Beschleunigung, deren Richtung parallel zu OY 
verläuft, ist hier [g], so dafs man hier 

a» = und ay = g 
anzusetzen hat, wenn man die Beschleunigungs- Werte fiirOX und 
OY mit ax und ay bezeichnet. 

Es folgt sofort durch Übergang zum Stamm in analoger Be- 
zeichnung Vx = m und Vy = n + gt, 
wenn man mit m und n irgend welche Gröfeen bezeichnet, die bei 
dem Übergange von v zu a, d. h. bei der Ableitung von v ver- 
loren gegangen sein können. 

um die Bedeutung dieser Gröfsen festzustellen, setzt man 
t = o: man findet (Vx)o = m und (Vy)o = n, d. h. Px und Py 
haben in dem Zeit-Momente, von welchem ab t gerechnet wird, 
beziehungsweise die Geschwindigkeiten m und n. 

Nimmt man nun an, dafs P in dem durch t = o bezeichneten 
Zeit-Momente seine Bewegung begann, also in diesem Momente in 
bestimmter Richtung (a) mit der Geschwindigkeit c geworfen 
wurde, so ist für diesen Moment 

c . cosa = (vx)o = m und c . sina = (vo)y = n. 

Man hat also, wie auch sofort zu sehen war, 

c^ = m'^ + n* und cosa = .-_ — , sina = 



Vm« + n«' l/m« + n^ 

Für einen beliebigen durch t bezeichneten Moment ist 
v« = y\ + v2y == c^ + 2 cgt.sina + gU«, 

V V 

während die Richtung von [v] durch ~ und — bestimmt wird. 

Aus Vx = m und Vy = n + gt folgt durch Übergang zum 

Stamm , gt^ 

X = m' + mt und y = n' + nt -}- --^, 

Nimmt man nun an, dafs die Bewegung von P vom Punkte 
ausging, so gelten für t = o die Beziehungen (x)o = o un4 
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(y^ = 0, während die Formel (x)o = m' und (y)o = n' liefert. 
Dieser Widerspruch fordert, dafs man m' = o und n' = o 
setzt, es ist demnach 

X = mt und y = nt + f- *' 
oder auch „ 

X = c . cosa . t und y = c . sina . t + ^ . t'. 

Die Gröfsen x und y sind q^lso durch eine diophantische 
Gleichung verhunden, welche durch Elimination von t gefunden wird. 
Man findet die bekannte Parabel: 

y = x.tang«4--^.3^^. 

Für a = 0, d. h. für eine Anfangs- 
Richtung OX (Figur 36) entspricht jedem 
X ein positiver W ert von y, d. h. die Bahn ist 
unterhalb OX gelegen. 

Für o < a < ^ gilt dasselbe. 

TT 

Für a = -^ geht die obige Gleichung, 

welcher man auch die Form 

, x^ e Qß 

ycos'a = x.smacosa + tt«-^ 
•^ 2 c' 

geben kann, über in x = 0, d. h. der Punkt bewegt sich aufOY 

senkrecht herab. 

TZ 2 7C 

Für -ö < a '^~ö~ wiederholt sich auf der linken Seite der 

Zeichnung dieselbe Gestaltung, welche eben für die rechte be- 
trachtet wurde, weil hier x und tanga gleichzeitig negativ sind. 

2 TT 

Für a = -^ gilt Analoges wie in Bezug auf a = 0. 

2 7C 3 7C 

Für -^ < a < -^ ist x negativ , während tang a positiv ist, 

so dafs y für kleine Werte von x negativ und für grofse Werte 

von X positiv ist: die Bahn erhebt sich über die X-Achse und 

schneidet dieselbe, um dann unterhalb derselben zu verlaufen. 

3 11 
Für a = -^ hat man wiederum x = o, d. h. der Punkt 

bewegt sich auf OY senkrecht empor. 

Für -^ < a < -^ ist x positiv, wahrend tang a negativ ist, so 

2 u 3 u 

dafs ein Analogen zu -^ <: a < -^ resultiert. 

B. Die gleiehmäfsige Sehwingnng. Dem Probleme über 
die Zasammensetznng zweier Bewegungen mag auch hier die 
Behandlung einer Zerlegung folgen. 
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37. 



Wenn sich ein Punkt P 
mit konstanter Geschwindig- 
keit (c) auf einem Kreise (r) 
bewegt, 80 bewegt sich dessen 
Projektion P, auf irgend 
einer Graden X'X zwischen 
zwei Punkten (Q und Q') 
der Graden hin und her. 

An der Allgemeinheit 
der Betrachtung (Parallel- 
Verschiebung) wird nichts ge- 
ändert, wenn man die Grade 
X'X durch das Centrum 
des Kreises legt. (Figur 37). 

StelU PN die Normal-Beschleunigung — für die durch Winkel 

r 

cp bestimmte Lage von P dar, so ist die entsprechende BescMeunir 

c^ 
gung für P^ gegeben oder -^ cos^. 

Dasselbe giÜ auch für P', weil costp^ = — cos {2 R — cp') 
ist und hier offenbar der Sinn der Beschleunigung in Bezug auf 
die erste Stellung umgekehrt ist. 

Wenn man OX als positive und OX' als negative X-Achse 
einführt, so ist die Beschleunigung von P» ganz allgemein als 

^ . X gegeben, falls man P, durch x bezeichnet. Der Punkt 

bewegt sich mit einer Beschleunigung, welche seinem jedesmaligen 

Abstände von dem festen Punkte proportional ist. 

c^ 
Diese Beschleunigung a = ^.x ist immer nach gerichtet, 

^ c^ 
dieselbe hat in Q und ^', beziehungsweise die Werte und 

c2 r 

-\ und hat in den Wert NüU. 

r 

Wenn sich ein Punkt auf einer Graden mit einer Beschleunigimg, 
welcher seinem jedesmaligen Abstände von einem Punkte der 

Graden proportional (k = — J ist, bewegt, so vollführt er gleich- 

mäfsige Schwingungen um den Punkt 0. 

Auf beiden Seiten des Punktes treten dieselben Bewegungs- 

Verhältnisse ein. 

Wenn P den oberen Halb-Kreis durchläuft, bewegt sich P-p 

c^ c^ 

von Q nach Qf mit den Beschleunigungen . . o . . -1 ; 

r r 

wenn P den Unteren Halb-Kreis durchläuft, bewegt sich Pg. von 
Q( nach Q mit den Beschleunigungen -J . . . . o . . . . 
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Die Geschwindigkeiten (v) von P^ sind ofiFenbar in Q und Q', 
da dort ümkehrung stattfindet, Null. 
Die ProjeMion der Geschwindigkeit {Geschwindigkeit der Pro- 
jektion) für die Lage P ist — csin^, wie man sofort sieht, 
wenn man die Geschmndigkeit in P durch eine Strecke darstellt 
und bedenkt, da/s BescMeunigung und Geschunndigkeit in P 
gleichen Sinnes sind. 

Wenn sich P durch den oberen Halb-Kreis bewegt, so durch- 
läuft cp die Werte . ..R. .2 B und sin (p die Werte . . . 1 . . , 0, 

Wenn sich P durch den unteren Halb-Kreis bewegt, so durch- 
läuft die Werte J^R....3R....4B und sin^p die Werte 
.... — 1 .... 0. 

Bei dem Hingange QQ* hat die Geschmndigkeit von Px die 
Bichtung QQ', bei dem Hergange Q* Q hat die Geschmndigkeit 
von Px die Bichtung Q'Q: das Maximum (c) wird beide Male 
für den Punkt erreicht. 

2 r 7c 
Da P die Zeit = T gebraucht um gleichförmig einen 

C rr\ 

Kreislauf zu vollenden, so gebraucht P^ die Zeit -^ um den Hin- 



T 



2 



gang und die Zeit -^ um den Hergang auszufuhren. 

tu 

Man nennt T in Bezug auf P^ die Schwingungs-Daner für 

eine Doppel-Schwingung. 

T 
Einzelne Autoren {e. B. französische) führen — als Schwingungs- 

Bauer ein, d. h. sie rechnen mit der Schwingungs-Dauer eines 
Hinganges oder eines Herganges {einfache Schwingungen). 

Wenn für gleichmäfsige Schwingungen das Gesetz a = — k . x 
gegeben ist, so hat man in Bezug auf die gleichförmige Kreis- 
Bewegung gegeben: 

Die Schwingnngs-Dauer für einen Punkt, dessen Bewegung 



dem Gesetze a = — k . x unterliegt, ist T 



=--Vi- 



Damit ist die Darstellung der Schwingung unabhängig gemacht 
von der gleichförmigen Kreis-Bewegung ^ von welcher ausgegangen 
tourde. 

Die Größe c stellt die Maximal- Geschwindigkeit von Px und 
zwar im Punkte dar, während die Größe f die Maximair 
Entfernung zwischen den Punkten Px und bezeichnet 

Zur Veranschaulichung dieser Verhältnisse mag man sich inner- 
halb der Erde einen Schacht von Pol zu Pol gegraben denken. 

Wenn eine Kugel am Nordpole in diesem Schacht in dem- 
selben Momente zu fallen beginnt, in welchem eine zweite, ihr 
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gleiche, Yom Noidpole aus in horizontaler Bichtnng mit einer Ge- 

i_ - j- i_ -x 7731,11 Meter , , , . , , 

schwmdigkeit von — q7iz_~j abgeschlossen wird, so b^egnen 

sich beide Kogehi am Südpole. 

Nimmt man an, dals keine Störungen ii^end welcher Art 
vorkommen, so beschreibt der Mittelpunkt der ersten Kugel mit 
konstanter Geschwindigkeit einen Meridian -Kreis, während der 
Mittelpunkt der zweiten Kugel auf dem Durchmesser desselben, 
d. h. auf der Erdachse gleichmäCsig hin- und herschwingt. 
Wenn die Änderung von g im Innern der Erde durch 

(f ^^ ^ = -^ . gn^ y dargesidU würde, so hätte man die Gleichung 

^ ^^ p^ = p . ^^ g^ verwenden^ aus welcher hervorgeht, da/s 

die Beschleunigung der Bewegung proportional zu p ist. 

Innerhalb gewisser Grreneen der Annäherung ist diese Vor-- 
Stellung sndäfsig, so da/s man für die schwingende Bewegung ' 

ar ^= -^ . p anzusetzen hat und demnach zu 

gelangt. V 9r,9o 

Durch denselben Wert [2 iz 1/ \ wird auch die Umlauf s- 

Zeü (S, 229) der umkreisenden Kugel gegeben. 

Da T ungefähr i% Stunde beträgt, so wird der Schacht {Erd- 
Achse) von der schunngenden Kugel in circa 42 Minuten durch- 
laufen. 

Da die Kreis-Bewegung, von der ausgegangen wurde, gleich- 
förmig ist, so dürfen die zusammengehörigen Werte der Zeit- 
Dauer t und des Winkels 9 als proportional vorausgesetzt werden. 
Man muß dabei den Anfangs-Punkt der Zeit-Dauer t der Lage Q, 
in welcher auch cp den Wert NuU hat, entsprechen lassen. 

Durch die Proportionalität von t und cp gelangt man dazu, 
die Gröfsen a, c und x durch t darzustellen. 

Aus t :^=T : 360^ folgt cp = -4 • 360^. 

1 

Mifst man Winkel <p, welcher Phasen -Winkel genannt 
wird, im Bogen-Mafs, so ist cp = -= . 2 71 oder (p = t . l/kT 

Man hat: 
X = r . cos(p = -^ . cos (2 TT . ^j = -^ . cos (t . 1/k), 

V = — c . sin(p = — c . sin f 2 7c . ^ j = — c . sin (t . l/k), 
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a = — k.x = — c 1/k . cos(2tc .7^-) = — c l/¥ . cos (t . l/k). 

Durch zwei Konstanten z. B. durch c und k oder durch c 
und r smd die Gröfsen x, v und a vollständig bestimmt. 
Man nennt r die Amplitude der Schwingung, 

Unter x ist die Entfernung OPx ^u verstehen ^ welche in den 
Grenzen + ^--.ö... — r....ö... + r veränderlich ist. 
Diese Veränderung stellt der Cosinus direM dar: für t = ist 

C TC j? 1 

X = , = r, für t ■= -^ . , ist x = o, für t = v:. ——. 

VT ' ^ Vk ' Vh 

tst x-= ~= = — r, für t = —ZT . . ist X = , für 

Vh ' ^ Vh ' 

1 c 

t = 2 it . —== ist X = —;= =r r. 

Vh Vh 1 

Zwei Werte t, und t^, wdche um 2 tz . 77= differieren, ent- 

spricht (T) derselbe Cosinus und derselbe Sinus. 

Hier liegt eine Bewegung vor, bei welcher x, v, a nicht mehr 
durch endliche Summen aus Potenzen von t dargestellt werden 
können und für welche infolgedessen alle Glieder der Reihe 

a<*, a^, a°, in inf. 

im allgemeinen von Null verschieden sind. 

Nach den Sätzen über die Beziehung von Stamm und Ableitung 
folgt: 

Ableitung {cosmt) = — m sint und 
Ableitung (sinmt) = m.cost. 
Für die Beihe a^, a^, a", folgen hier aus 

X = . cos {t . Vh) die Beziehungen: 

Ableitung (x) r= v = — V h . . . sin (t Vh) = a^, 

Ableitung {v) ■= a = — (1/ä)^ . — ^= . cos {t Vh) = a^, 
JNeUung («) = a" = ■\- (Vky . -^ . sin (t Vk) = a", 
Äbleüung (o*^) = a"^= + (Vk)* . -^ . cos {t Vk) — a'". 

y fC 

Man sieht unmittelbar ein, da/s die Beihe nicht abbrechen 
hann. 

Trotzdem ist die Bewegung aus einer sehr einfachen Bewegung 
(gleichförmige Kreis- Bewegung) herleitbar. 

Wenn man die Linie Q Q' verbiegt, ohne auf ihr an den tan- 
gentialen Bewegungs- Verhältnissen etwas zu ändern, so bleiben alle 
bisherigen Betrachtungen in Geltung. 
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Man hat Normal-KomponerUen der Beschleunigung hinzuzusetzen^ 
aus welchen die Krümmung den' gebogenen Bahn restdtiert. 

Wenn ein Punkt P» auf einer Kurve X X' nach dem Gesetze 
slt = — k . 8 um einen Punkt (0) der Kurve Schwingungen 

vollfuhrt, so ist die Dauer einer Doppel-Schwingung T = 2 tt I /— . 

Dabei ist die Größe s von aus auf der Kurve zu messen, da 
s vor der VerUegung mit x übereinstimmte. 

Wenn man zu der Ebene des Kreises, von welcher die ganze 
Betrachtung ihren Ausgang nahm, eine Normal-Ebene konstruiert, 
so führt die Projektion der Bewegung auf die bereits betrachteten 
Schwingungen. 

Zur Veranschaulichung kann man den Mittelpunkt einer, die 
Erde umkreisenden, Kugel auf den Durchmesser der Erde proji- 
ciert denken. 

Wenn man dagegen- auf eine andere Ebene projiciert, so 
wird der Kreis nicht als Grade, sondern als Ellipse projiciert; 
statt der gradlinigen Schwingungen treten bestimmte Bewegungen 
auf elliptischer Bahn ein. 

Jede Sehne aus einer Schar von parallelen Sehnen, yi , 3/2» ya» • • • 
eines Kreises wird durch einen bestimmten 'Diameter XOXf 
halbiert. 

Frojiciert man Kreis und Sehnen- Schar auf einer Ebene^ 
welche die Kreis-Fläche in jenem Durchmesser XX' unter dem 
Winkel a schneidet^ so gehört zu jeder Sehne y,- eine ProjeMion 
yi.coscL = y'.-. 

Legt man durch den Mittelpunkt (0) des Kreises eine Normal- 
Ebene zum Diameter XX', welche die beiden Ebenen beziehungs- 
weise in Y und F' schneidet, so entstehen zwei Koordinaten- 
Kreuze XO Y und X Y', für welche X'=' x* und y . cosol = y' 
gilt. 

Da der Kreis x'^ -^ y*^ ^=1 r^ als diophantische Gleichung hat, 
so gilt {x' == X und y' = y , cosoi) für dessen Projektion: 



X 



'2 



+ -^ r2 = ö oder f-Y + ( — ^ — V = i. 

cos^d. \r) \^ . cosol) 



Die Achsen der Ellipse, welche hier durch Projektion entsteht, 
sind 2r und 2r . cosol. 

Bei den elliptischen Schwingungen sind die Beschleuni- 
gungen stets nach dem Centrum der Ellipse gerichtet, während 
ihre Werte den zugehörigen radii vectores proportional sind. 
Wenn man den zu projicier enden Kreis durch ein reguläres 
Polygon von n Seiten ersetzt, welches während der Zeit-Dauer 
T = n . X durchlaufen wird, und wenn man beacMet, da/s 
für die gleichförmige Bewegung auf einem solchen Polygon in 
jeder Ecke desselben die centripetdle Zusatz-Geschwindigkeit 
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z . (—] in JRechnung ^u bringen ist^ so erhält man statt der 

Ellipse ein irreguläres Polygon, welches unter Zusatz von lauter 
centripetdlen Geschwindigkeiten durchlaufen wird, welche den radii 
vedores, auf denen sie zur Geltung kommen, proportional sind. 

Der Grenz- Übergang weist die Behauptung auch für die 
Ellipse nach. 

Die Gentripetal'Beschleunigung — k .s für die Kreis-Bewegung 

ist stets — und zwar ist dabei durchweg s = r zu setzen, so 
da/s Ä = ( — 1 resultiert. 

Derselbe Wert k = ( — ) 9^^^ öi««cä für die Ellipse, da für 
die Endpunkte des unverkürzten Durchmessers (r) die Centripetäl' 
Beschleunigung — vorhanden ist: die Umlaufs-Zeit hat au^h für 



^=^^]/r 



die Ellipse den WeH T 



C. Das ideale P'endel. Wenn eine Bleikugel am Ende eines 
Fadens (1) befestigt ist, so nimmt dieselbe eine Ruhe-Lage an, 
bei welcher der Faden in vertikaler Richtung gespannt erscheint. 
Wird die Kugel (Pendel) gestofsen, so vollführt sie Schwin- 
gungen um die Ruhe-Lage: wenn ihr Mittelpunkt die Stofs-Rich- 
tung aufnahm, so schwingt dieselbe in einer Vertikal-Ebene und 
zwar auf einem Kreis-Bogen. 

Diese Schwingungen lassen sich mit einer gewissen Annähe- 
rung als gleichmäfsige Schwingungen auffassen, so dafs die eben 
gegebenen Darstellungen verwendet werden können. 
Stellt man die Beschleunigung g 
für die Lage cp durch PE {Figur 3S) 
dar und zerlegt man aufserdem PE 
in PN und PT, so sieht man 
ein, dafs nur die Komponente 
PT = g . sin^ zur Wirkung 
kommty weil ja PN durch die 
Festigkeit des Fadens aufgehoben 
wird. In Richtung der Bahn, d. h. 
auf dem Kreis-Bogen kömmt also 
ar = g . sin<^ zur Geltung. 

Wenn ax zu — P proportional 
wäre, so hätte man hier in aller 

Strenge gleichmäfsige Schwingungen anzunehmen. Da aber ar 
zu — RP proportional ist, so würden gleichmäfsige Schwin- 
gungen auf Q Q^ eine andere Beschleunigung a^T = o>t ^ ^g> 
voraussetzen, wobei s^ ein von cp abhängiges Korrektions-Glied 
bedeutet, welches dem Unterschiede von P und R P entspricht. 




W e r n i c k e. 



16 
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Wenn also statt der Größe Or = — ^ . M P die Gröfse 

V 



a^T= — 






0F= — 

9 



9 



Ti.^P-\- [OP— RP]) 



= aT—^iOP — BP) 

V 

aufträte, so toürden gleichmäfsige Schmngungen vorhanden sein. 

Die Untersuchung des Wertes e^ = — -j (OP — RP) zeigte 

da/s trotzdem auch für ar innerhalb gewisser Greneen gleich- 
mäfsige Schunngungen vorhanden sind. 

Man hat für 9 im Bogen-Mafs OP = l . ^ und EP = l ,sin^ 
zu setzen, so dafs s^ r= ^ (9 — sin^) resultiert. 

Für die ReduJction von Gradmafs (a) aufBogenmafs (9) benutzt 

man entweder die Gleichung 9 = 



360 



2 TZ oder man bedient 



sich entsprechender Tabellen^). Man findet: 




^ip = 9 i^ — sin^) 



1 
2 
3 
4 
5 
6 



0,000001 
0,000007 
0,000023 
0,000056 
0,000111 
0,000191 



0,0000098 
0,0000686 
0,0002255 
0,0005589 
0,0010884 
0,0018728 



80 lange also 9 unter 5® liegt, macht sich der Fehler nicht vor 
der dritten Decimal-Stelle bemerkbar. 

So lange der Ausschlags -Winkel cp im Gradmafs 5^ nicht 
übersteigt, darf die Bewegung von P als eine gleichmäfsige Schwin- 
gung um betrachtet werden. 

Innerhalb dieser Grenzen ist a-r = a'r = — -y . OP zu setzen^ so 
dafs also k hier den Wert j- erhält. 

Mifst man die Bogen -Länge OP = x auf QQ' stets von 
aus, so ist also 



ax 



=-«l/f--('i/f). 



= — c .sin t / 4- 



l/f). 



1) Dieselben sind im aUgemeinen auch den zum Schulgebrauch angefertigten 
Logarithmen-Tafeln beigegeben. 
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X = 



lA 



- . COS t 



!/!)• 



Dabei bedeutet c die Geschwindigkeit im Punkte 0, d. h. die 
Geschwindigkeit beim Durchgange durch die Ruhe-Lage. 

Führt man den Ausschlags- Winkel o ein, welcher der größten 
Entfernung (OQ) von der Buhe- Lage entspricht, so ist 

OS = MO — MS = l {1 — coso) 
die Vertikal- Strecke, um welche P auf den Bogen QO ge- 
fallen ist. 

Demnach {S, 214) ist c ^= 2 Vgl sin — . 

Die Schwingungs-Dauer des Punktes P läfst sich innerhalb 

der festgestellten Grenzen durch 27i: |/Tr== 27ü I/ — wieder- 
geben. 

Ein Pendel, welches hei 30' Ausschlag (a = ö®, 5Ö' ö") eine 
SchunngungS'Dauer von i" hat, schwingt bei wachsendem Aus- 
schlags-Winkel längere Zeit. 

Den Zusammenhang der Werte soll folgende Tabelle ') dar- 
stellen. 



G 


T 


i» 


r', 00002 


^0 


l'',00008 


3^ 


f',00017 


40 


f', 00030 


5^ 


1'', 00048 


10^ 


f',00190 


20"^ 


l'%00766 



Um den Wert fiir T genauer darzustellen, hat man sich der 
folgenden Formel] zu bedienen : 



V- 



^ sin* ^ 



ri . 3 . öl . .. a , 
[2—4-7-6] '"^ 2 + 






sin* ^ + 



In der Klammer steht eine unendliche Beihe, deren Glieder kleiner 
und kleiner werden. 



1) Vergl. Buff, Lehrbuch, S. 328. 



16^ 
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Für n= 5* ist (^\ . «ii« ^ = 0,0004756, so da/s bei 

eiiMT Beschränkung auf das erste Glied 2 tz l — hier der Fehler 

erst in der dritten Dednud-Stelle sichtbar tcird. 

Um diese Fonnel fiir T abzuleiten, hat man die Eorrektur 
e^ zu berücksichtigen *). 

Bei der Bewegung auf dem Kreis-Bogen darf die Schwingungs- 
Dauer nur innerhalb gewisser Grenzen vom Ausschlags -Wifütd 
(e^) unabhängig gedacht werden. 

Es giebt eine Kurve, für weiche dieser Isochronismus 
durchweg vorhanden ist : dieselbe hei/st CyUaide. Wenn ein Kreis 
ohne £u gleiten auf einer Graden (Basis) abroUty so beschreibt 
jeder Punkt desselben eine CyUoide. 

Denkt man einen Kreis unterhalb einer horizontalen Graden 
auf dieser hinrollen ^ bis der ursprüngliche Berührungs- Punkt 
zum zweiten Male berührt^ so wird von jedem Punkte der Peri- 
pherie {Fleck auf dem Kranze eines sich bewegenden Wagenrades) 
ein üykUnden-Bogen beschrieben^ dessen konkave Seite nach oben 
gekehrt ist und welche also eine analoge Lage hat wie der bis- 
her betrachtete Kreis-Bogen, 

Auf einem solchen Cykloiden-Bogen braucht der Mittelpunkt eifier 
schiceren Kugel stets dieselbe Zeit-Dauer, um von irgend einem 
Punkte nach dem tiefsten Punkte zu fallen, beziehungsweise um 
wieder vom tiefsten Punkte auf der andern Seite eben so weit 
emporzusteigen. 

Die Cyktoide heifst infolgedessen Tautochrone: Schwingungen 
auf ihr sind isochron. 

Um eine seiche GyMoiden-Bewegung herzustellen , hängt man 
ein Pendel zwischen zwei cylindrischen Holz-Backen {A und B) 

auf {Figur 89) y deren Quer- 
schnitt zum teil durch je einen 
halben CykUnden-Bogen {OP 
und OP*) gebildet wird. 

Der Faden des Pendels 
Q beziehungsweise (0 Qi oder 
Qi) wickelt sichbei der Bewe- 
gung immer von der einen Backe 
ab, um sich auf die andere 
aufzuwickeln: der Mittelpunkt 
der Kugel beschreibt dabei wiederum einen Cykloiden-Bogen. 
Die CyUoide hat außerdem noch die bemerkenswerte Eigen" 

1) Eine Darchführnng der Rechnung für den allgemeinen Fall, welche 
allenfalls noch als elementar bezeichnet werden kann, giebt Schellbach, „Nene 
Elemente**, S. 224 flg. Bekanntlich wird t als elliptisches Integral erster Gattung 
dargestellt: dafs umgekehrt die Wert -Verhältnisse eines solchen an der Pendel- 
Bewegung veranschaulicht werden können, verdient bemerkt zu werden. 
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schüft y ' da/s sie diejenige Kurve ist, auf welcher ein Punkt unter 
dem Einflüsse der Schwere im allgemeinen am schneUsten von 
einem PunUe P nach einem PunJcte Q gelangt. 

Die CyUoide hei/st infolgedessen Brachistochrone. 

Die Konstruktion des Cykloiden-Pendels rührt von Huyghens 
{Horologium osciUatorium 1673) her, welcher diese Kurve als Tauto- 
chrone erkannte. 

Zur Geschichte des Problems der Tautochrone vergleiche Ohrt- 
mann^ Programm der königlichen Realschule 0U Berlin, 1872. 

Das Problem der Brachistochrone, welches zuerst von Galilei 
berührt und dann von Jakob Bernoulli {Ada eruditorum 
1696) scharf präcisiert wurde, verdankt Leibniz seine Lösung. 

Wenn man von dem Widerstände der Luft und von der Rei- 
bung in der Aufhängung absieht, so läfst sich die Schwingungs- 
Dauer einer pendelnden Bleikugel in einer gewissen Annäherung 
durch /y 

T = 27C /- 
darstellen. 1^ ^ 

Wenn man also T durch den Versuch bestimmt und 1 der 
Messung unterwirft, so kann man einen angenäherten Wert von g 
ableiten. 

Rohe Werte von g erhält man äußerst leicht mit sehr einfachen 
Mitteln, genaue Werte von g gewinnt man selbst mit sehr guten 
Mitteln nur äufserst schwierig. 

Eine durchbohrte Flintenkugel, welche an einem dünnen Seiden- 
Faden aufgehangen wird, genügt, um den Wert 9,8 abzuleiten *). 

Da man bei jedem physischen System, welches unter dem Ein- 
flüsse der Erd-Schwere schwingt, einen Punkt (Schwingungs-Punkt) 
auffinden kann, welcher dem Punkte P in unserer Betrachtung 
entspricht, so lassen sich die Sätze über das ideale Pendel un- 
mittelbar auf das physische Pendel übertragen. 

Die Theorie des physischen Pendels kafin erst in der Dynamik 
gegeben werden. 

Bei vielen Beobachtungen handelt es sich darum, die Schwin- 
gungs-Dauer (T) eines pendelnden Körpers festzustellen. 

Um dies durchzuführen, zählt man im allgemeinen eine größere 
Anzahl von Schwingungen und sucht gleichzeitig die im ganzen 
dazu verwendete Zeit zu bestimmen. 

Statt der Schwingungs- Dauer (T) pflegt man wohl auch die 
Schwingung S' Zahl (n) anzugeben, d. h. mitzuteilen, wie viel 
Schwingungen in einer Sekunde gemacht werde/n. 



1) Als ich im Sommer 1882 den Schülern der Ober -Sekunda des hiesigen 
Gymnasiums als freiwillige Ferien- Aufgabe die Bestimmung von g vorgeschlagen 
hatte, erhielt ic^ fast durchweg Arbeiten mit ganz befriedigenden numerischen 
Ergebnissen. 
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Hat man s. B. T = (y\26 gefunden, so ist n =: 4, d, h, iei 
einer Schwingungs -Datier von (y^,J25 gehen 4 Schwingungen in i" 
vor sich. 

Das Pendel ist eins der wichtigsten Mess-Instmniente. 

Abgesehen von seiner Verwendung für die Konstruktion von 
Uhren dient dasselbe hauptsächlich zur Bestimmung der Kon- 
stante g. 

Die Konstraktion der ersten Pendel -Uhr (durch Huy- 
ghens) fand im Jahre 1658 statt, während Taschen-Uhren mit 
Feder -Getriehe schon seit dem Anfange des 16. Jahrhunderts in 
Brauch gekommen waren. 

Da ein Pendel innerhalb gewisser Grenzen zu jedem Hingange 
und zu jedem Hergange dieselbe Zeit-Dauer gebraucht, so kann 
man Vorrichtungen ersinnen, welche das Vorüberfliefsen gleicher 
Zeit-Teile in irgend einer Weise kenntlich machen, indem sie 
den Ablauf jeder halben oder jeder ganzen Pendel- Schwingung 
notieren. 

So konnte man z, B. eine pendelnde Bleikugel mit einem, vertUcal 
nach unten gerichteten Stifte versehen^ welcher auf einer vorüber- 

gleitenden, horizontal gelegenen Tafel, bei 
jedem Durchgange durch die Ruhelage eine 
Marke aufzeichnet. 

Bei den gebräuchlichen Pendel -Uhren 
wird ein beweglicher Körper (Zahnrad) fiir 
jede ganze oder auch für jede halbe Schwin- 
gung um dasselbe Stück (um einen Zahn) 
fortgestofsen. 

Die Belastung P spannt eine Schnur (S), wel- 
che auf einem drehbaren Cylinder (C), d. h. 
auf einer Welle aufgewickelt ist. Die Welle 
trägt ein Rad, in dessen Zähne ein Haken 
(H) eingreifen kann, mit welchem ein Pendel 
fest verbunden ist, so dafs dieses durch 
seine Bewegungen den Haken in gleich- 
mäfsige Schwingung versetzt. 

Beim Durchgange durch die Ruhelage 
{Figur 40) stellt das Pendel die Ba^s 
(BB') des Hakens horizontal: das Zahnrad 
kann sich drehen. 

Bei den Bewegungen nach rechts und 
nach links stellt das Pendel eine Neigung 
der Basis (BB^) des Hakens her: das 
Zahnrad ist gehemmt 

Ein physisches Pendel kömmt durch die 
Reibung in der Aufhängung und durch die 
Reibung an der umgebenden Luftmasse sehr 



B 




B' 



S 




y 



- 247 — 

bald zur Buhe: das Gewicht einer Uhr gieU dem Pendel-HaJcen 
vermittelst des Zahnrades in dem Momente, wo derselbe die Dre- 
hung der Welle gestattet, einen Stofs, der den Einfluß der Bei- 
bung wieder aufhebt. 

Die Feder- Uhren {z. B. Taschen- Uhren) werden durch eine starke 
elastische Feder getrieben, welche aufserdem ein kleines Schwung- 
rad mit Spiralfeder {Unruhe) in Bewegung setd: diese Konr 
struktion ersetzt Gewicht und Pendel. 

Die Erfindung der Unruhe mit Spiralfeder, welche den Gang 
der Feder- Uhren reguliert, verdankt man Huyghens. 

Im Hinblick auf. die gebräuchliche Wahl der Zeit -Einheit 
(Sekunde) hat es einen gewissen Wert, Pendel zu konstruieren, 
welche gerade eine Sekunde gebrauchen, um eine halbe Schwin- 
gung auszuführen: man nennt dieselben Sekunden-Pendel. 

Aus der Gleichung T = 2 tt J /— folgt: 

2. 1 = 271 lA, d.h. 

die Länge li des Sekunden-Pendels hat den Wert -^. 

Da g nach den früher mitgeteilten Angaben zwar an einem Orte 
der Erdoberfläche für alle Materialien denselben Wert hat, an 
verschiedenen Orten der Erdoberfläche aber verschiedene Werte 
annimmt, so kann man die Länge des Sekunden-Bendels nur für 
einen bestimmten Ort angeben. 

Für Berlin hat man z. B. li = 994,224: mm, für Paris hat 
man dagegen li = 993,856 mm. 

Oberhalb und unterhalb eines Punktes der Erdoberfläche für 
welchen li die Länge des Sekunden-Pendels bezeichnet, wird ein 
Pendel von der Länge It seine halben Schwingungen nicht mehr 
in einer Sekunde ausführen. 

Aus der Formel T =: 2n \ — folgt, dafs für ein und den- 
selben Wert von l die Gröfse T bei abnehmendem Werte von g 
gröfser und gröfser wird. 

Auf Erhebungen der Erdoberfläche verisögert sich der Gang 
eines Pendels im Vergleich zu den Schwingungen in der Höhe 
des Meeres-Niveaus. 

Eine Uhr mit Sekunden-Pendel würde unter sonst gleichen 
Umständen auf dem Brocken {1143 m) täglich 11'^ bis 12^^ nach- 
gehen, wenn der Gang desselben für das Meeres-Niveau be- 
rechnet ist. 

Bicher mußte während seiner wissenschaftlichen Beise (1672) 
in Cayenne das Sekunden-Pendel seiner astronomischen Uhr, welche 
für Paris reguliert war und nun täglich circa 148 Sekunden nach- 
ging, um 1,25 Pariser Linie, d. h, um 2ß2 mm verkürzen und 
schloß dies auf eine Abnahme der Konstante g^ 



— 248 — 

Das SeJcunden-Pendel, welches nun für Cayenne berechnet war, 
mußte in Paris wiederum um 1,25 Pariser Linie, (?., h, um 
2,82 mm verlängert werden um dort richtig zu gehen, 

Cayenne liegt ungefähr unter dem 5ten Grade nördlicher Breite 
(also ziemlich nahe am Äquator) und hat infolgedessen einen 
relativ Meinen Wert von g, während Paris unter dem 49ten 
Grade nördlicher Breite liegt, so da/s dort der Mittel- Wert von 
g, d, h. g45 noch um etwas überschritten wird. 

Durch Beobachtungen von Pendel-Schwingnngen kann der 
Wert der Konstante g bestimmt werden. _ 

Wenn man im Hinblick auf die Foimel T = 2 tt l/— die 



= 2u|/ldi. 



Gröfse 1 mifst und T beobachtet, so gelangt man zu 

_ 47tM 

Wie die Länge l für ein physisches Pendel festgestellt wird, soll 
später (in der Dynamik) gezeigt werden, 

Bor da hat 1792 die sehr genaue Methode der Coinci- 
deni&en für die Bestimmung von g entwickelt und seihst eine 
grofse Beihe von Beobachtungen gemacht, 

Biot und Arago wiederholten 1821 die Bordaschen Ver- 
suche, während Kater (1818) das Meversimis-Fendel ein- 
führte. 

Die genauesten Beobachtungen verdankt man B es sei, welcher 
(1828) die IHffereni^Methode einführte. 

Durch die Besselschen Beobachtungen wurde bestätigt, da/s 
der Wert von g an einem und demselben Orte für alle Stoffe 
(z, B, Gold, Holz, Bei etc) konstant ist, da/s also alle Körper, 
wie man sich höchst ungenau auszudrücken pflegte, gleich schwer 
sind. 

Die berühmte Expedition zur Gradmessung in Peru, welche 
auf Veranlassung der Parifier Akademie in den Jahren 1735 bis 
1744 ausgeführt wurde, gab den beiden Forschern De la Con^ 
damine und Bougu er Gelegenheit, die Schwingungs-Dauer eines 
und desselben Pendels, dessen Bewegungs- Verhältnisse man für 
Paris kannte, in Gtmyaquil am stillen Ocean, in Quito und auf 
dem Pinchincha festzustellen, während die Beobachtungen von 
Maupertuis für Torneo weitere Vergleichs- Punkte boten. 

Da man dasselbe Pendel benutzte, so hatte man nur die 
SchwifigungS'Dauer oder auch die Schwingungs-Zahl des Pendels 
an den verschiedenen Orten festzustellen, nachdem der Wert von 
g für einen Ort (hier für Paris) durch Beobachtung und Rechnung 
gefunden war. 

Die Beobachtungen führen ^ verglichen mit der Berechnung^) 



1) Die Formel entsteht ans der oben (S. 226) angegebenen durch Einführung von 
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aus der Formel g'^g^g, = 
folgendem Ergebnisse '). 



R2 

9805,92 -\ {1 



— 0,00259 cos 2^) zu 



Beobach- 
tung 8' Ort. 



i Schmngungs' 
{ ZaM 
pro Tag. 



Geographi- 
sche Breite. 



Höhe aber 
dem Meere 

in 
PariserFufs. 



g in 



Meter 



(Seh.) 

beob- 
achtet. 



. {Sek.). 

be- 
recJinet. 



Paris 
Tomeo 

Guayaquil 
Quito 

Pinchincha 



98891 
98964 
98770 
98740 
98720 



48^50' n. 
66^ O'n. 

2nr s. 

0^14' s. 
0n4' s. 



185 





8970 

14988 



9808,8 
9822,5 
9784,8 
9778,9 
9774,9 



9808,9 
9822,9 
9780,6 
9771,6 
9765,6 



In der Übereinstimmung der letzten beiden Kolumnen liegt eine 
Gewährleistung für die BichtigJceit der Formel für g^g, ^. 

Eine Znsammenstellnng der Werte TOn g, welche für die 
verschiedenen Punkte der Erdoberfläche gefanden wurden, gestattet 
bestimmte Schlüsse über die Gestalt der Erdoberfläche zu 
machen. 

Die Formel für g^^^g, lehrt, da/s zwei verschiedene Werte von g 
zwei Orten entsprechen, tvelche vom Mittelpunkte der Erde un- 
gleichen Abstand haben und zwar mufs g^'g.g, mit wachsendem p 
selbst abnehmen. 

Die erste genauere Grrad- Messung {1669), welche von Picard 
und Cassini durchgeführt wurde, ergab für Nord-Frankreich 
gröfsere Grade (= 15 geographische Meilen) als für Süd-Franh- 
reich, so dafs man die Oberfläche der Erde als ein verlängertes 
Rotations- Ellipsoid auffassen zu müssen glaubte. 

Eine Zusammenstellung der Werte von g widerlegt diese An- 
nahme für immer: die Erde ist wie schon Newton geschlossen 
hatte, an den Polen abgeplattet und mufs als ein verkürztes 
JRotations-Ellipsoid aufgefaßt werden. Die Ergebnisse der Peru- 
anischen Grad- Messung bestätigen diese Anschauung auf das 
vollkommenste, während die immerhin noch relativ ungenauen 
Werte von Picard und Cassini allerdings auf ein verlängertes 
Botations-EUipsoid schließen ließen. 



1 • — cos 2 9 



. Man rechnete den Halbmesser der Erde zu 19 630 000 Pariser 



sin^cp 

Fufs. 2 

1) Vergl. Buff, Lehrbuch I, 344 
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C. Die Polar-Methode. 

f. 1. Die allgemeine Theorie. 

Wenn man einen Punkt P mit einem festen Punkte 0, dem 
Pole, durch eine Grade P, den radius vector, verbindet, so kann 
man die Lage von P durch die Lage und Länge von OP be- 
stimmen. 

Für die Lagen-Bestimmung von OP soll hier stets die Me- 
thode der Längen und Breiten angewandt werden, so dafs also 
durch eine feste Ebene mit einem festen Strahle OL zu legen 
undaufserdem die Normale (ON) der festen Ebene zu errichten ist. 
Eine Hülfs-Ebene N P projiciert den radius vector als Strahl 
OM auf die feste Ebene und nun ist <J NOP =.C und 
<5] LOM = X zumessen, wobei sich ^ in den Grenzen 0*^ . . . 180® 
und X in den Grenzen 0" . . . . 360® bewegt. 

Ein Punkt Wi der Bahn von P ist hiermit als (pi ; Xi , Q) 

gegeben. Die Bewegung von P auf W«, Wj , W^ Wn ist 

hier durch die Veränderung der Länge OP, d. h. durch die Werte 

Po, Pi pn und zugleich durch die Änderung der Winkel X 

und ^, d. h. durch die Werte X,, Xj, . . . . X^ und ^,, ^, , . . . . ?„ 
völlig bestimmt, da man für jedes Tripel (pi ; Xj , ^i) das zuge- 
hörige Wi konstruieren kann. 

Abgesehen von der Veränderung der Länge p kommen also hier 
Winkel -Änderungen in Frage, deren jede durch die Mafs-Zahlen 
verschiedener Bogen eines und desselben Kreises dargestellt werden 
mufs. 

Wenn sich der eine Schenkel eines Winkels um den Scheitelpunkt 
bewegt, während der andere Schenkel seine Lage beibehält, so 
beschreibt jeder Punkt des beweglichen Schenkels einen Kreis, 

Wenn wir irgend einen Punkt S des Schenkels herausgreifen, 
der durch die Festsetzung OS = r gegeben sein mag, so wird 
die Änderung des Winkels, beziehungsweise des Bogens darge- 
stellt durch die Bewegung von S auf einem Kreise vom Radius 
r. Diese Bewegung mrd durch eine elementare Inkrementen-Beihe 
der Kr eis- Peripherie angegeben, für welche Geschwindigkeit, Be- 
schleunigung de. wohl definiert sind. 

Wenn man nun jedes Inkrement, das ja ein bestimmter Kreis- 
bogen ist, als ein Bruchteil des Radius darstellt, so gelangt man 
dazu, die Änderung des Winkels, welcher der Bewegung ent- 
spricht, in der Darstellung unabhängig zu machen von der Lage 
d£S zufällig ausgewählten Punktes S , , , man wählt mit andern 
Worten stets die Bewegung auf einem Kreise vom Radius 1 als 
mafsgebende Bewegung aus. 

Dividiert man das in dieser Weise gemessene Inkrement durch 
T, so gelangt man zu einer Größe (o, welche Wi/nkel^Oe^ 
sch/windigkeit genannt wird. 
Da die Punkte des beweglichen Strahles sich auf Kreisen von 
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verschiedenem Badim bewegen, so- hat jeder Punkt eine andere 
Geschwindigkeit, während doch für alle (o denselben Wert hat. 

Bezeichnet man auf einem Kreise (r) den zum Irikremerde 
Wi-iWi gehörigen Winkel im Grad-Mafs mit a„ so ist 



W; 



360 2r TZ ' '"' ' 180 

Man hat demnach für die Winkel-Geschwindigkeit des Strahles 
S in der Lage i (d. ä. für das Zusammenfallen von S und Wi) 
die Beziehung: 

, = Um {^'~^) = lim (^- . I), 

d. h. Vi = r , (0, = lim ( ' ' ' j. 

Ebenso definiert man die Winkel- Beschleunigung L 0, des 

Strahles OS in der Lage i {d. h, für das Zusammenfallen von 

S und Wi) durch die Gleichung: 

Wj^tWi _ Wi-jTWi^ 1 

,. , r . T r .z 

rii = hm 



T 

Wenn w, für jedes i denselben Wert hat, so nennt man die 
{stets konstanteYZeit-Dauer eines Umlaufes von S die Umdrehungs- 
Zeit oder die Umlaufs- Zeit 

Bezeichnet man dieselbe durch u, so hat man für die Ge- 
schwindigkeit (c) auf irgend einem Kreise (r) die Relationen 

2rTZ j , 2rTZ 2tz 
= c, a. y^. «i = = . 

u C (D 

Bei dieser gleichförmigen Kreis-Bewegung ist eine centripetale 

c^ 
Komponente der Beschleunigung von der Hohe — in Rechnung zu 

bringen, d, h. man hat ^ 

(»2 4 r^ n^ 4r tt^ 



r r . w^ u^ 



= r . (D*. 



Bezeichnet man mit n die Anzahl der Undäufe für die Zeit- 
Damr d, so ist 

c ,d = n.2rTZ. 
Setzt man nun ein für alle Mal eine bestimmte Zeit-Dauer fest, 

2 TZ 

z, B, jf" oder V == 60** etc., so ist —r- eine Konstante, z, B. 
6,2831 oder 0,1047. " 

Für die Technik, wo man die AnzaM der Umläufe für die 
Minute berechnet^ hat man die Formeln: 

c = 0^1047 r,n und t^ = 0,1047 n oder n = 9,5493 w. 

Man hat nun einerseits die Bewegung des Strahles OM in 
der festen Ebene zu verfolgen , indem man <J L M = X mifst, 
man hat andererseits die Bewegung von OP innerhalb der beweg- 
lichen Vertikal-Ebene NOP zu verfolgen, indem man in dieser 
< NOP = ? mifst. 



— 252 — 

Führt man eine Hülfs-Kugel ein^ deren Centrum in liegt, so 
werden für die festen und für die beweglichen Ebenen Kreise be- 
stimmt, auf denen die Winkel - Messung vorgenommen werden 
Tcann, 

Für InJcrementen-Beihen auf diesen Kreisen {für Punkte Px 
und P^) würde man Ausdrücke in t finden, welche für t = o, 
T, ^ T ..... die Lage eines beweglichen Punktes S bestimmen 
und zwar könnte dies direkt oder mit Hülfe von v oder auch mit 
Hülfe von a geschehen. 

Da die Winkel durch Bogen in Bezug auf den Eadius ge- 
messen werden sollen und da femer o), und fii, beziehungsweise 
der Geschwindigkeit und der Beschleunigung des Punktes S pro- 
portional sind, so gilt auch für die Änderung von X und Z, 
Analoges. 

Ebenso wie bei der Projektions -Methode drei Bewegungen 
(von Px, Py, Pz) festgestellt werden mufsten, um die Bewegung 
von P auf seiner Bahn wiederzugeben, so müssen auch hier drei 
Bewegungen in Rechnung gezogen werden. 

Man betrachtet einerseits die Bewegung von P selbst und 
zwar auf der ^aden Linie OP, man betrachtet andererseits die 
Bewegung der Strahlen OM und OP, beziehungsweise die Bewe- 
gungen von Punkten P;l und P^ auf ein für alle Mal festgestellten 
Hülfs-Kreisen. 
Auch hier sind drei Fälle für die Darstellung zu unterscheiden: 
1) Es sind unmittelbar p, X, ^ gegeben, 2) es sind die Geschwin- 
digkeiten von P, Px und P^ für P und die beiden Hülfs- 
Kreise gegeben und außerdem ein Wert p/, X„ ij,, 3) es sind die 
Beschleunigungen von P, Px und P; für OP und die beiden 
Hülfs-Kreise gegeben und außerdem ein Wert p,, X,, ^f und die 
zugehörigen Geschwindigkeiten. 

Will man von der Polar -Methode zur Projektions -Methode 
und von da zur Fundamental-Methode zurückkehren, so hat man 
ON als Z- Achse, OL als Y-Achse und eine in errichtete 
Normale OK auf der Ebene NOL als X-Achse einzuführen und 
P auf die drei Achsen zu projicieren. 

Man hat hier: 

p2 = x^ + y« 4- z' 

z , . ^ Vx^ + y« 
cos L = — und smu = ' — ^ 

P P 

2xy 



z = p . cos ^ 

y = p . sin^ . cosX 

X = p . sin ^ . sin X 



und 



sin2X = 



x^ + y' 

Projiciert man P auf die feste Ebene durch die Normale PQ, 
so bestehen für o <z t < ^0^ die Beziehungen 

OQ = p.cos{90 — Q = Vx^ + y*, OQ = cosX == x und 

OQ .sinX = y. 
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Daraus folgen ohige Formeln für o < ^ < 90^; man über- 
zeugt sich leicht, daß sie auch für 90^ < ^ < 180^ (und für 
die Grenzen) gelten. ' 

Aus den links geschriebenen Systemen folgen die ersten beiden 
Gleichungen des rechts geschriebenen Systems unmittelbar; für 
die dritte bildet man yoo = p^.^iw^^ . cosX •siwX. 

Es ist wohl zu beachten, da/s bei gegebenem p, ^, X nur ei/n 
Wert-System x, y, z gefunden wird, während bei gegebenem x, y, z 
unendlich viele Winkel-Paare ^, X gefunden werden. 

Wegen der Beziehungen 

cos ( — a) = cos (-f- a) und cos (a db tt) = — cosa, 

sin (a ± 7c) = — sin a 
liefern die Werte-Paare + C. T ^«^ — C 9 =*= tu dieselbe Werte- 
Tripel x, y, z, ganz abgesehen davon, daß ein Winkel durch die 
goniometrischen Funktionen immer nur bis auf ein ganzes Viel- 
faches von 2 TZ bestimmt ist. Infolgedessen gehören zu einem be- 
stimmten Werte- Tripel (x^ y, z) die beiden unendlichen Reihen 
von Werte-Paaren 

Z.'^m .2tz, ^ '\- n,2Tz und — Z, -{- m\2 n, (p + (2n^dt i)Tz 
für m, n und m', n' als beliebige ganze Zahlen. 

Diese Unbestimmtheit hd>t sich für eine bestimmte Lage von 
P durch die bereits getroffene Festsetzung , daß ^ nur positive 
Werte innerhalb der Grenzen o . . . . 180^ annehmen soU und 
durch die Überlegung, daß für ein so bestimmtes ^ auch p ,sin^ 

nur einen Wert erhält und da fs damit endlich auch cosX = — ~-zi 

und 5iwX = —ci völlig bestimmt werden, falls man X auf 

p • s%n \q 

die Grenzen o , , , , 360^ beschränkt. 

Für jede andere Lage von P muß man die Bedeutung der 
Werte X und ^ dadurch gewinnen, daß man P während seiner 
Bewegung von der Anfangs -Lage aus verfolgt, im besonderen 
ganze Umläufe der Hülfs-Punkte Pi und P^ zählt und ferner 
auf Umkehr im Bewegungs-Sinne acJdet *). 



§. 2. Die Flächen-Sätze. 

Wenn die feste Ebene, welche früher als Aquatorial-Ebene 
bezeichnet wurde, die Bahn der Bewegung in sich aufnimmt, wenn 
also <J ^ den Wert 90 ^^ hat, so geht das oben gegebene Formel- 
System über in: 

y = P-^?^^ und . ^, 2xy . 

X = p.smX I I sm2X = , . / 

J ( x^ + y^ 

Wenn <J X konstant bleibt, so geht die Bewegung in der Hülfs- 



1) Vergl. Kirchhoff, Vorlesungen S. 43. 
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Ebene NOP vor sich. Wenn man den festen Sirahl OL oder 
den festen Strahl OK mit der SchniiUinie der beiden Ebbten 
eusammenfaUen läfst, so hat beziehungsweise sinX oder cosX den 
Wert „NuU", d. h. die Bewegung läßt sich darstellen durch 

'= ^■'°'^\oderdurch[' = ^-'^\. 

Hierbei mufs ^ von der Beschränkung , im Intervalle 
0" . . . . 180° eu bleiben, befreit werden. 
Um eine solche ebene Bewegung von der Bewegung im Ranme 
auszuzeichnen, soll eine Achse OF eingeführt und der Winkel des 
Strahles OP gegen dieselbe durch f bezeichnet werden. 

Für die Wirücd-Messimg mag ein Kreis gewählt werden, dessen 
Sinn der Uhrzeiger-Bewegung entgegengesetzt ist. 
Wenn man für p und cp Rechnongs-Ausdrücke gegeben hat, 
welche die Zeit-Dauer t enthalten, so kann man für t = o, x, 
2x .... die Werte von p und tp berechnen und damit die Lage 
von P für jeden Zeit-Moment darstellen. Man betrachtet dabei 
die Bewegung von P auf der Graden P und die Bewegung der 
Graden OP um 0, beziehungsweise eines Punktes P^ derselben 
auf seiner Kreisbahn. 

Wenn man den Pol mit den Teil-Punkten W„, W, . . . W« 
einer Bahn-Inkrementen-Reihe verbindet, so entstehen eine E«ihe 
von Sektoren W«, OW,, W.OWj . . . . W„^iOW„, welche kurz 
als S, , S; . . . . Sn eingeführt werden mögen. 

Es verdient bemerkt su werden, da/s 5, die Fläche darstellt, 
welche den radius vector in dem ZeiUeih \ti\ besehreibt , welcher 
dem Bahnstücke [s,] etüspriekt. 

Bezeichnet man die Centri- Winkel der einzelnen Sektoren, be- 
ziehungsweise mit 7, , cp.j . . . . tpn, so kann man die Fläche eines 

jeden derselben bei elementarer Teilung durch — cpj p^i darstellen. 

Ersetzt man Si durch den Kreis -Sektor PiOR^, welcher die 

Grö/se — <pip\ hat, so erhält man ein 

M+^ Sesultat , wdches zw klein ist , er- 

\p_ zetet man Si durch den Kreis-Sektor 

•™-'*' Pj + j B/ + I , welcher die Grö/se 

-^ cp, p^ + 1 hat, so erhält man ein Be- 

sultai, welches zu gro/s ist. (Figur 41). 
Demnach ist: 

J =Pi P^ < 5; < j 9i fi + ;. 

Bie Differenz der beiden Kreis- Sek' 
41. toren,d. h. die Grö/se-^ :fi(p^i + t — p*,) 
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hai den Wert <pi (ptS, + 9" ^^)> f^'^ ^^^ ^^^ Unterschied von 

Pi 4. 2 t4nd pi als 5/ einführt, 
Beeeichnet e einen eclüen Brtich, so läfst sich Si darstellen als 

j T,p^ + e cp.- (p.-5. + § S*.) = ?/ (4 P'.- + e S, + -J S^^. 
Bei elementarer Teilung darf man innerhalb der Klammer 

die Glieder s 5,- -f "^ 5*, iw Hinbliclc auf die endliche Größe 

1 '^ 

— p^, vernachlässigen. 

Offenbar darf die Reihe S, , So . . . . Sn als Flächen-Inkre- 

menten-Beihe bezeichnet werden, insofern als Sj + 82 + S„ 

die Fläche WoOWn darstellt. 

Im Hinblick auf die Analogie zwischen den Reihen s^^ s^i , . . Sn 

und Si, S-i Sn wird man von Flächen-GeschwindigJceit, 

Flächen 'Beschleunigung etc. sprechen dürfen. 

SS s 

— ^, — ^ . . . . — ^ stellen für jede Einteilung mittlere Flächen- 

'^ '^ '^ SS- s 

Geschwindigkeiten dar, ebenso wie —, — .... — für jede Ein- 

T T X 

teilung mittlere Bahn- Geschwindigkeiten bejs^eichneten. 

Setzt man — = 0[s/] , so entspricht die Reihe <p[si], <p[s2] • • • 

V 

.... 9[sJ der Reihe 0[«j, <S)[s^-\ .... 0[s„]. 

In analoger Weise mag die mittlere Flächen- Beschleunigung 
S2 Si 

TT. 

— mit ^[«2] bezeichnet werden, da dieselbe mit der Größe 



T 

S<2 S2 

T T 



= o[Si] völlig korrespondiert. 



T 

Wenn die Glieder einer Flächen-Inkrementen-Reihe bei ele- 
mentarer Einteilung alle einander gleich sind, so hat man ein 
Analogon zur gleichförmigen Bewegung : In gleichen Zeitteilen wer- 
den gleiche Flächen-Stücke durchlaufen. 

Solche Verhältnisse sind bei den physischen Bewegungen im 
Gegensatz zu der Seltenheit gleichförmiger Bewegungen wenig- 
stens in einer gewissen Annäherung ziemlich häufig vorhanden. 

Es giebt ein wichtiges Theorem, welches zwischen den am 
Anfang eingeführten und den jetzt erst gebildeten phoronomischen 
Gröfsen, d. h. zwischen Linear -Beschleunigungen und Flächen- 
Beschleunigungen gewisse Beziehungen nachweist. 

Dieses Theorem, welches den Namen ^Flächen-Satz^ fuhrt, 
lautet: Für jeden Bahn-Punkt ist die Flächen-Beschlennigang in 
Bezug auf einen bestimmten Pol gleich dem halben Momente 




der Llnear-BeschleunignDg in 

Bezug auf jenen Pol '). 

Zunächst hat man für elemen- 
tare Einteilung S, = ' ' ' , 

faUs man mit p, die Länge des 
Lotes OP, aus auf W^ W, 
bezeichnet. (Figur 4J3). 



Demnach ist:— = - 



Pi- 



d, h. die Flächen-Geschwindig- 
t ist gleich dem Italben Momente der Linear-Geschwindigkeit. 

_ i p.2s^ — 



'Soll nun - 



dem obigen Satze ge- 
- »I Si in bestimmter 



\fs gehOdet sein, so muß sich p^Si - 
eise transformieren lassen. 
Bezeichnet man die Gesami-Beschleunigung, welche in W, für 
i ElemeM TT, TTj ;= [s^] zur Geltung kommt, durch [ojl und 
■eichnd man ferner die Länge der Normale (0 Q^) aus auf 
Richtung dieser Beschleunigung mit q^, so steUt die Größe 
ii das Moment der Beschleunigung [a^] in Bezug auf dar. 
Wenn in W, keine Beschleunigung aufträte, so würde im 
iksten Zeäleite x statt des Bahn-Stückes Wi Wj ein Bahn- 

ick Wi W'i mU der Geschwindigkeit — durchlaufen werden, so 

fs WqWi = s, = W, W% wäre. Die Zusals-Geschwindig- 
t{Wi T2) aus der Beschleunigung muß im Verein mü der Ge- 

iwindigkeit — die Länge und Lage des wirklich durchlaufenen 

ihnstückes W, Wq bestimmen, d. h. W, W^ ist die geometrische 

mme aus W, T.^ und W^ W'^. 

Demnach existiert die Mommten-Gleichung : 

Pt .W^W, = q-, . WVT, + i), . W, W'^ 
oder pa . Sa = ffs . (oi . x*) -\- p, . s,. 
Man hat also p-iS^ — p, s, = 2-2(14. 't*) ^w setzen, so daß 
stiert : 

5a S, 



Es ist leicht eu übersehen, • 
, auszudehnen sind. 



1 - 



die Schlüsse auf 



^3 — ^a 



>, der Flächen-Salz gewissermiifaen 
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Da man auf diese Weise imstande ist, die Reihe der Be- 
schleunigungen, "welche man aus S ableiten kann, zurückzufuhren 
auf die Reihe der Beschleunigungen, welche man aus s abzuleiten 
pflegt, so wird man des öfteren die Flächen-Beschleunigungen statt 
der Linien-Beschleunigungen bei der Behandlung der Probleme be- 
nutzen dürfen. 

Es wird sich darum handeln S, A®, A(^> .... in derselben 
Weise durch diophantische Gleichungen mit t zu verbinden, wie 

es sich früher darum handelte s, a", a^ in dieser Weise 

auszudrücken. 

Es ist ohne weiteres klar, da/s auch hier einer Gleichung 
A^^ = G eine Gleichung J.** = F« -|- t? . ^ und eine Gleichung 

S = constans -|- Fo . ^ + G .-^ entsprechen wird. 

Von besonderer Bedeutung ist es in diesem Gebiete, das 
Analogen der gleichförmigen Bewegung aufzusuchen: man ge- 
langt dabei zur Central-Bewegang. 

Wenn hier die Reihe 8^,82^8^ 8^ aus lauter gleichen 

Gliedern bestehen soll, so mufs * ^ ^ ^ ^ = -4; stets Null sein, 

d, h, die Gröfse qi , ai mufs für jeden Punkt verschwinden. 

Wenn a,- stets Null ist, so hat man eine gleichförmige Be- 
wegung auf grader Linie vor sich: die Gröfsen 81, 8y . . . 8^ 
sind Dreiecke von gleicher Grundlinie und gleicher Hohe. 

Wenn g, stets Null ist, so geht die Beschleunigung immer durch 
den Pol 0, d. h sie ist stets nach einem festen Punkte (Centrum) 
gerichtet. 

Wenn man für die Beschleunigungen auch den Special- Wert 
NuU zuläfst, so kann man den ersten Fall in den zweiten hin- 
einziehen und die Analogie zwischen der gleichförmigen Bewe- 
gung und der CentraUBewegung ganz allgemein behaupten. 

Umgekehrt gilt der 8atz: Wenn die Beschleunigung eines 
Punktes stets nach einem festen Centrum gerichtet ist, so ist auch 
die Flächen 'Geschwindigkeit in Bezug auf das Centrum stets 
kotistant 

Der Gleichung s = c . t -f- constans aus dem Gebiete der 
gleiehförmigen Bewegung entspricht im Gebiete der Central-Be- 
wegnngen die Gleichung S = C . t -|- constans. 

Der gleiehmäFsig-geänderten Bewegung entspricht hier eine 

Bewegung, für welche ai qi eine Konstante ist. 

Das ist z. B. erreicht, wenn [a,] stets demelben Wert hat und 
dabei stets einen und denselben Kreis berührt. 

Die 8chlüsse, welche hier zu machen sind, entsprechen genau 
den oben gegebenen, falls man St für 5, säzt. 

Die Gröfse ai qi läfst eine zweckmäfsige Umformung zu , mit 

Wernicke. 17 
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deren Hülfe man das Problem der Ebene für den Raum verwend- 
bar machen kann. 

Führt man ein rechtwinkliges Koordinaten-Kreuz ein, dessen 

Centrum im Pole liegt, so kann man [aj parallel zu den Achsen 
in zwei Komponenten a,^*^ und B!fi'> zerlegen. 

Bezeichnet man die Koordinaten von Wi durch Xi und yi, so 
gilt die Momenten-Gleichung : 

q,ai = y,ai(^) — xiSii^l 

Man hat also die Beziehungen: 

Ai = ' ~ 2 ' ~ ' = y qi ai = - (yi ai(»> — X| ai(>'>). 

Zur Veranschaulichung dieser Verhältnisse mag die gleichförmige (c) 

— c^ 

Kreis -Bewegung (r) dienen, bei welcher a» stets den Wert — 

hat und stets nach dem Centrum des Kreises gerichtet ist 

Bildet der radius vector na^ch Pi mit der X-Achse den Winkel cp, , 

so ist Xi'=^r, cos 9,- ; und yi=r, sin^fi ; während a/'^^ = .cos^i 

und a}^^ = .sin^i ist: man hat offenbar: 

1 1 

jqiai = — j (y . a,(^> — Xi . ai^^) = 0. 

Um diese Betrachtungen auf den Raum auszudehnen, ver- 
vollständigt man das System der Längen und Breiten zu einem 
dreiachsigen Koordinaten-System , in welchem die Grade N die 
Z-Achse darstellen mag. 

Wenn man den Strahl OP auf die drei Koordinaten-Ebenen 
projiciert, um in jeder derselben die Bewegung des projicierten 
Strahles zu verfolgen, so wendet man das Verfahren, welches ur- 
sprünglich in Bezug auf die Äquatorial-Ebenen eingeführt wurde, 
auf jede der Achsen-Ebenen an. 

Bezeichnet man die Projektion von P mit P^-^), P^y>, P^^^ so 
hat man die Bewegungen der Strahlen OP^^), OP(y>, OP^'') dar- 
zustellen. 

Zerlegt man die Gesamt-Beschleunigung [ai] von Pi, dessen 
Koordinaten xi , yi , z» sein mögen, in die drei Komponenten a(-^>i, a(5'>i, 
a(=*>j, so gilt für die entsprechenden Sektoren 

2 ^--^—_^-'i-i .^ x.a^(z)j _ 2.a(^)j = DO'V 

= Zia^y), — yia<^)i = D^j. 

Wenn hier in ein er Ebene, z.B. in der Ebene XOY in Bezug 
auf für P(^> eine Central-Bewegung entstehen soll, so mufs 
D(«)i = sein. 



S(y), 




— 1 


SW, 




— 1 




X« 
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Die ProjeMion der Strecken, welche für Pi die Beschleunigung 
darstellt, mufs durch gehen: diese Bedingung stimmt überein 

mit Xi'.y,' = a^^^iia^y^i. 

Wenn hier in zwei Ebenen, z. B. in den Ebenen OY und 
XOZ in Bezug auf für P(^> und P^^^ Central-Bewegnngen ent- 
stehen sollen, so mufs gleichzeitig D^^^ = und D^y^j = sein, 
womit auch aufserdem D^'^^ = erfüllt ist. 

Allgemein ist ^,- . /)<*>» + y» . B^y'^i + Xi . D^*^i = 0, so da/s in 

unserem Faüe D^^\ = resultiert. 

Wenn also gleichzeitig D^^^i = und D(*>i = ist, so be- 
schreiben alle drei Projektionen Central - Bewegungen : Die Bewe- 
gung des gegebenen Punktes P| ist hier eine Central-Bewegung 
und geht stets in derselben Ebene vor sich. 

Ba für Xi, yij Zi eine diophantische Gleichung ersten Grades 
[ZfB^^^ -f yi.B^y^i + Xi.B^'\ = 0) vorhanden ist, welche hier 
P^'\ = B^y\ = D(^),- = 0) identisch erfüllt ist, so ist die Bahn 
von Pi eine Ebene. 

Bie obigen Schlüsse müssen zum Teil etwas umgestaltet werden, 
wenn einzelne der Gröfsen Xi, y^, Zi von vornherein den Wert 
NüU erhalten. 

§. 3. Die Newtonsche Central-Bewegnng. 

Die gleichmärsigen Schwingungen auf elliptischer Bahn, 

als deren Specialfall die gradlinige Bahn erscheinen könnte, stellen 

eine Central-Bewegung dar, bei welcher die Beschleunigung stets 

durch das Centrum der Ellipse geht. 

Bie Pendel-Schwingungen auf kreisförmiger Bahn stellen keine 

Central-Bewegung dar, weü hier die wirksame Komponente der 

Beschleunigung g.sintp stets Tangente eines Kreises ist. 

Das Charakteristische jeder Central-Bewegung war die 
Forderung, dafs der Beschleunigungs- Wert stets der ersten Potenz 
der Entfernung vom Centrum proportional sein soll. 

Man zeigt leicht, da/s diese Beziehungen umkehrbar sind, da/s also 
jedesmal eine elliptische Bewegung entsteht, wenn d^r Beschleuni- 
gungs- Wert der Entfernung von einem und demselben Punkte (0) 
proportional ist und wenn die Beschleunigung selbst immer durch 
den nämlichen Punkt (0) geht. 

Andere Klassen von Central -Bewegungen werden bestimmt 
durch die Forderung, dafs der Beschleunigungs -Wert einer be- 
stimmten positiven oder negativen Potenz der Entfernung vom 
Centrum proportional sein soll. 
Bie Theorie dieser Bewegungen führt im allgemeinen nicht zu 
Ergebnissen, welche für die Physik verwendbar sind. 

Von grofser Wichtigkeit ist die Central-Bewegung, bei welcher 
der Beschleunigungs-Wert dem Quadrate der Central-Entfernung 

17* 
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umgekehrt proportional ist, weil eine grofse Reihe der in der Natur 
gegebenen Bewegungen diesem Gesetze gehorchen. 

Zunächst konnte man am der Verarbeitung von Beobachtungen^ 
welche in den Kepler sehen Gesetzen niedergelegt ist^ schliefsen, 
da/s bei der Bewegung der Planeten-Centra Beschleunigungen in 
Frage Jcommen, welche jedesmal dem Quadrate ihres Äbstandes 
vom MittdpunUe der Sonne proportional sind. 

Dieser Schluß umrde 1687 von Newton in seinen „Thüosophiae 
naturalis principia mathematica^ gezogen. 

Später wurde die Annahme immer allgemeiner , da/s alle phy- 
sischen Bewegungen nach Analogie der PlanetennBewegungen zu 
interpretieren seien. 

Die ersten beiden Gesetze (1609) Keplers lauten: 
I. Der Mittelpunkt der Sonne steht in dem einen Brennpunkte 
der Ellipse, welche von einem Planeten-Centrum beschrieben 
wird. 
IL Der radius vector, welcher den Mittelpunkt der Sonne mit 
dem Planeten-Centrum verbindet, beschreibt in gleichen 
Zeiten gleiche Flächen-Stücke. 
Das zweite Gesetz bezeichnet die Planeten - Bewegung als 
Central-Bewegung, während deren Charakteristicum aus dem ersten 
Gesetze abzuleiten ist. 

Für diese Bestimmung mag zunächst ein allgemeiner Satz 
über Central-Bewegungen vorangestellt werden. 

Wenn der Strahl OWi, der durch 
rt bezeichnet werden mag, mit der 
Normale ( Wf Ni) in Wi den Winicel 
9, bildet, so kann man die Central- 
Beschleunigung (ä,- = Wi Üij für 
Wi in zwei Komponenten 

Icisin^i = Vi Ui und 
kiCostfi = Wi Vi 
zerlegen, von denen die eine in tan- 
gentialer BAchtung ( Wi T,), die andere 
in normaler Richtung zur Geltung 
kommt {Figur 43). 

Da die Normal- Komponente für die 
Krümmung der Bahn verwendet wird, so hat man mit Bezug 




48. 



auf den A,usdruck 



(?) 



der Centripetal- Beschleunigung : 



h = 



V 



pi . cos <p, 

Da für jede Beivegung das halbe Moment der Geschwindigkeit 

in Bezug auf das Centrum gleich der Flächen-Geschwindigkeit 

ist und da diese letztere im besonderen für die Central-Bewegung 

konstaivt ist, so hat man 

1 1 

— v,. OBi = constans = ~^Viri,cos^i, 
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Bezeichnet man die konstante Flächen-Geschtvindigkeü mit f, 
so ist die Maß-Zahl von f zugleich die Ma/s-Zahl der in der 
Zeit-Einheit beschriebenen Fläche. 

Man hat: 

1 2f 

- Viri.cos^i = /; d. A. Vi = ' . 

^ ri . cos 9» 

Bemnach gilt für die Beschleunigung jeder CentrcU-Bewegung 

die Formel: , 4 p 1 



h = 



8, 



COS'^ff 




Es handelt sich nun darum für eine Ellipse Beziehungen 

zwischen den Gröfsen ri, (fi und pi herzuleiten, da diese den 

Wert der Central-Beschleunigung ki bestimmen. Dabei ist gemäfs 

dem ersten Kepl ersehen Gesetze der Brennpunkt als Centrum zu 

wählen. 

Laut Definition ist eine Ellipse eine Kurve, für deren Punkte 

die Summe der Abstände von J3wei festen Punkten (F und F) 

stets denselben Wert (2 a) hat. 

Verbindet man 
js;wei Punkte (P, und "^ ~ — ~~— — --.J^R p 

P2) der EUipse mit 'Z^^^^k""::^ t 

F und F\ so hat / ^^^^<^ \ ~^^2 

man 

FPy + Pi F = 

FP, + P2 F\ 

Wenn man FPx 
aufFP<i und F'P^ 
auf F^P^ durch 
Kreisbogen abträgt, 
so da/s FPi = FRi und FP^ = F'Ri tvird, so ist 
P2 El = Pi B2 {Figur 44). 

Bie Breiecke P, JS, Pj und P2 Rz Pi stimmen in der gemein- 
schaftlichen Seite P, P2 **^ ^^ öfen beiden Seiten P^ R] und 
Pi R2 überein. 

Wenn nun der Abstand P| P2 relativ klein ist, so sind die 
Winkel P, FP2 und P, F' P2 beide sehr spitz , so da/s die 
}>eiden Winkel P^ P, P^i und 
P^R^Pi beide einen Rechten um 
relativ weniges überschreiten und 
demnach beziehungsweise als 
■R + ^1 wwd P + 62 dargestellt 
werden können. 

Legt man die Breiecke {Fi- 
gur 45) so auf einander, da/s 
Pi P2 auf R2 P| zu liegen kommt, 
so werden bei gleichzeitig abneh- 
mendem S| und £2 die Punkte P, 
und (P2) auf den um P^ bezie- 45. 
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hungsweise (Pi) beschriebenen Kreisbogen P^ Pi Po wöcä Po zu 
gleiten, ohne jemals Po zu überschreiten. 

Läßt man nun die Punkte Pi und P^ auf der Ellipse sich 
immer näher und näher rücken, so werden e| und e^ gleichzeitig 
immer Meiner und kleiner, d. h. der Unterschied (f ztoisdien 
<J iJ, P2P1 = < FP^Ti und < RzPiPo = PPi To nimmt 
mehr und mehr ab. 

Fällt P, und P2 zusammen {Tangente), so erreichen e, und 
62 gleichzeitig die NuU, d. h. es wird <$ FP, T, = <I F'Pi T^ : 
die radii vedores aus den Brennpunkten einer Ellipse nach den 
Berührungspunkten einer Tangente derselben schlie/fsen mit der 
Tangente gleiche Winkel ein. 

Die Normale halbiert den Winkel, den die radii veetores aus 
den beiden Brennpunkten nach ihrem Fu/spunkte bilden. 

Um den Krümmungs- Radius einer Kurve zu erhalten, hat man 
drei benachbarte Punkte (P^, Pj, P3) auszuwählen und in den 
Mitten {M und -Sf) der entsprechenden Elemente (P, P2 und 
Pq Ps) Normalen zu errichten : der Schnittpunkt (Ca) dieser Nor- 
malen ist der zu den drei Punkten (P,, P2, Ps) gehörige 
Krümmungskreis, 

Da MCr^ und MC2 beziehungsweise {Figur 46) die Winkel 
FMF^ und FM F halbieren, so gdangt man durch Summatioti 

der Winkel des Vierecks 
C2NQN' zu der Rela- 
tion : 

Wenn man mit FM 
und P' M beziehungs- 
weise um F und F^ M 
Kreise beschreibt^ welche 
FM und F'M bezie- 
hungsweise in Z2 und R' 
schneiden, so besteht für 
die Bogen MR und 
MR die Gleichungen 

MR = cp . FM und 

MR = cp'.F'Jtf'. 
Andrerseits gilt für 
ein Kreisbogen au^ Cq, 
welcher durch Mund M' 
geht, die Gleichung 




46. 



(0 . MG2 = MM = ü) 

^Ms ^ 0) = cp -|- cp' folgt demnach: 



MM 

Ma 



MR MR 
FM^ FM 



= J2 



MM 

itf'a* 
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Bezeichnet man die <J TM'F und VM.¥* beziehungsweise 
durch (j>2 und ^'2, so ist in großer Annäherung 

M M . sin 4>'2 = MB und MM . sin c^« = M B'. 

Läßt man nun Pi und P5 immer näher an P2 heranrücken, 
so verschwindet der Unterschied von MB und MR immer 

mehr und mehr: Dabei schmiegen sich die Bogen MM, MB, 

MBf den Sehnen MM, MB, MB' näher und näher an. 
Für die Grenze gilt also die Gleichung: 

MC2.sinf^\ ~ FM'^ F' M " MCk . sinif'2 
Da die Größen MC^ und M C2 den Krümmungs-Halbmesser 
p2 da/rsteUen, so hat man: 

2 _ _1_ . 1 _ 2 

P2.sinf^2 "" FM'^F^M pa.m^'o* 
Da an der Grenze FM = FP^ und F'M = F P^ 
zu setzen ist, wobei übrigens ^o = ^\ wird, so hat man für 
jeden Punkt (P,) der Ellipse die Beziehung 

. , ^ FPi.F'Pi FPi.FPi 
P. . stni,, = 2 YP^jrpp: = 5—- 

Führt man statt des Winkds (({>,) zwischen dem Strahle aus 

F beziehungsweise aus F' und zwischen der Tangente den Winkel 

(cp.) zwischen dem Strahle aus F beziehungsweise aus F' und 

der Normale (p,) ein, so ist 

FPi . F'Pi 
Pi . cos% = . 

Um das ProduJct FPi . JP'P, umzuformen, kann man den Satz *) 
benutzen : 



1) Derselbe läfst sich fiir die Ellipse auf folgende Form bringen: 
Dos Produkt aus den Loten (U und Ib), welche sich von zwei Eksken (A 
und B) eines Dreieckes auf die Halbierungs-Linie des, zur dritten Ecke (C) ge- 
hörigen AuGsen- Winkels fällen lassen, ist gleich det Differenz zwischen dem Quadrate 
der halben Summe der einschliefsenden Seiten und dem Quadrate der halben 

dritten Seite, d. h. U . Ib = (— 1~") ""■ (y) • 

Mit diesem Satze eng verbunden ist ein anderes elementar-geometrisches 
Theorem , welches für die Auflösung der Dreiecke bei gegebenen Winkel- 
halbierungs-Linien (wa, wb, Wc) äufserst brauchbar ist. 

Dieses Theorem ist der Ausdruck der Formel: 

-'■= = >»> [1 - (rr^T]- 

Bei der Ellipse entspricht der Gröfse Wc des Dreiecks die sogenannte 
Normal Strecke (m), während a -}- b die Summe der Entfernungen eines Punktes 
von den beiden Brennpunkten (2 a) bedeutet, deren Abstand (2 c) durch c ge- 
messen wird. 

Y 
Für das Dreieck ist der Winkel cpi der Ellipse als -p einzuführen, so dafs 

cos 91 durch die Gleichung cos — = Wc . --^-c gegeben ist, 

2 2 a b 
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Das Beehteck aus den Loten, welche von den beiden Brenn- 
puvikten einer Ellipse {oder Hyperbel) auf eine Tangente gefällt 
werden Joannen, hat stets dieselbe Größe: es ist gleich dem Qua- 
drate über der halben Meinen Achse. 

Die beiden Lote sind hier FPi, cos^i und FPt . cos(pi, so 
dafs also 

FPi. PP,=z-^ist. 

COS^ (pi 

Demnach hat man : pi cos^ cp, = — . 

a 

Wenn man die Central-Beschleunigung 

4 f 2 1 

ki = 



r^i . cos® (f I pi 
durch die hier (Kepl ersehe Gesetze) für die Ellipse gültige Belation 

Pi . cos'cpi = — transformiert, so entsteht 

^ ir - 4 a f^ J^ 

^' "" b^ ' r^i' 
Für die Bewegung, welche durch die Eeplerschen Gesetze 
bezeichnet wird, ist die Central-Beschleunigang dem Quadrate 
der Entfernung (r-j) des Planeten - Centrums vom Mittelpunkte 
der Sonne umgekehrt proportional. 

Diese Beziehung entspricht dem ersten Teile der Erfahrungen, 
welche im Newtonschen Gesetze niedergelegt worden sind. 
Da sowohl die Ableitung des Krümmungs-Badius als auch die 
Transformation der Größe FP, . F^ Pi für die Hyperbel der hier 
durchgeführten Untersuchung analog ist, so steht ^u erwarten, 
daß auch auf hyperbolischen Bahnen in Be0ug auf den einen 

Brennpunkt eine Central-Beschleunigung proportional ^u —^ 
stattfinden kann. ^ « 

Diese Vermutung bestätigt sich *) : Wenn eine Central-Bewe- 

gung durch ein Gesetz k . -^ bestimmt wird^ so ist die Bahn der 

r i 

Bewegung ein Kegelschnitt, d. h. eine Ellipse, eine Parabel oder 

eine Hyperbel. 

Die Natur der Kurven hängt von der Größe der Anfangs- 

Geschwindigkeit des beweglichen Punktes und von der Größe des 



Diese Gleichung fuhrt sofort für die Ellipse zu den wichtigen Ergebnissen : 

b« 1 a« 

cos cpi = — . — und Pi = — - . n^i. 
am b* 

Für die Hyperbel lassen sich die analogen Satze ebenso leicht herleiten. 

Man hat zu beachten, dafs in der Theorie der Dreiecke jeder Satz, welcher 
nur a -h b und c oder a • — b und c benutzt, unmittelbar in ein Theorem über 
die Ellipse oder über die Hyperbel verwandelt werden kann. 

1) Vergl. Schell, Theorie I, S. 379. 
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anfänglichen Central- Abstandes desselben ab, nicht aber von seiner 
Anfangs- Bichtung. 

Das dritte Keplersehe Oesetz lautet: Die Quadrate der 
Umlaufs-Zeiten je zweier Planeten verhalten sich zu einander wie 
die Kuben der mittleren Central - Entfernungen ihrer Mittel- 
punkte. 

Unter der müüeren CentrcJrErdfernung versteht man das arith- 
metische Mittel aus der größten und aus der kleinsten Central- 

Entfernung, d, h. die Größe - — ^ "T ^ ^ = a. 

Die Maß-ZaM der mittleren Central-Entfernung ist zugleich 
die Maß-Zahl der großen HatthAchse der Bahn. 

Da die Fläche einer Ellipse die Gröfse abTr hat, so ist die 
Flächen-Geschwindigkeit f für eine Umlaufs-Zeit T als — ^|^ — ein- 
zuführen, so dafs resultiert: 

4 TT^ a' 
ki = 



r^i • T«' 

Um die Fläche (F) einer Ellipse abmleiten, denkt man dieselbe 
durch die Projektion eines Kreises (r) unter dem Winkel a ent- 
standen. 

Wenn man durch die Mittelpunkte des Kreises und der Ellipse 
Parallelen zu der Schnitt- Linie ihrer Ebenen zieht und beide 
Figuren senkrecht zu diesen Parallelen in äquidistante Streifen 
ieüt, so verhalten sich die Flächen entsprechender Streifen wie 
r : r . cosd. 

Man hat also: 

r^ n : F = r : r cosdy d, h. F c=i n .r {r cos a). 

JDa r und r cos et die Halb-Achsen der Ellipse sind, so ist der 
Satz bewiesen. 

Das dritte Keplersehe Gesetz sagt aus, dafs 7«^ ßir alle 

Planeten-Bahnen eine Konstante ist, welche (i genannt werden mag. 
Demnach gilt die Formel: 

Die Central-Beschleunigung würde im Abstände 1 für alle 
Planeten dieselbe (4 11^ ji) sein. 

Verbindet man mit diesen Gesetzen die Erfahrung, daß g ober- 

B^ 

halb der Erdoberfläche gemäß der Formel g^^\,g, ^= gn, q> ' —^ 

• 
variiert und daß auch die Bewegung des Mondes durch die 

Erdbeschleunigung g^^\q, bestimmt wird^ so scheint eine bedeu- 
tende Erweiterung des Newton sehen Satzes möglich zu sein: 



i 
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die Planeten scheinen in Bezug auf ihre Trabanten genau die- 
selbe Rolle zu spielen, welche die Sonne in Bezug auf die Blanden j 
spielt. 

Diese Vermutung bestätigt sich in voUeinMafse: Alle Bewegungs- 
Erscheinungen im Weltall weisen darauf hin, da/s stets Beschleu- 
nigungen auftreten, welche den Quadraten bestimmter Central' 
Entfernungen, in deren Richtungen sie fallen, umgeJcehrt propor- 
tional sind. 

Der Wert dieser Beschleunigungen wird durch den zweiten Teil 
des Newton sehen Gesetzes bestimmt, dessen Besprechung in der 
Dynamik erfolgen soll. 

Wenn man dem ersten Teile des Newtonschen Gesetzes die 
Annahme hinzufügt, dafs die Central -Beschleunigung in der 
Entfernung 1 vom Centrum für jeden Planeten dieselbe ist, so 
gelangt man zu Bewegungs-Erscheinungen, welche den drei Ge- 
setzen Keplers unterworfen sein können. 

J^'^ mufs dabei ein Kegelschnitt resultieren, d, h. eine Ellipse 

oder eine Hyperbel oder eine Parabel. 

Es hat ein gewisses Interesse, nun auch diejenige Central- 
Bewegung auf elliptischer Bahn, für welche der Mittelpunkt der 
Ellipse Centrum der Bewegung ist, darzustellen, d. h. den allge- 
meinen Ausdruck 

4 f 2 1 

kf = — - . -^ 

pi . cos^'^i r^i 

für den Special Fall zu transformieren, in welchem cpi den Winkel 

zwischen Durchmesser und Normale bedeutet. 

Man findet hier mit Hülfe der Formel p,- = ^ . w^i sehr leicht 
die Relation 

p, . cos» 9, = -^. 

4fi 

Demnach hat man ifc, = ^,^ . r, , d. h. bei dieser Bewegung ' 

a 

ist die Central 'Beschleunigung dem Abstände vom Centrum pro- 

portional. 

Die Linear-Geschwindigkeit einer Central-Bewegung bestimmt 
sich durch die Bemerkung, dafs die Flächen-Geschwindigkeit, welche 
stets dem halben Momente der Linear-Geschwindigkeit gleichzu- 
setzen ist, hier in Bezug auf das Centrum konstant ist. 

Demnach ist die Linear-Geschwindigkeit in einem Punkte der 
Bahn stets proportional dem Lote, das aus dem Centrum auf die 
Tangente des Punktes gefällt werden kann. 

Wählt man bei einer Ellipse einen Punkt der grofsen oder kleinen 
Achse zum Centrum, so ist die Geschwindigkeit für je zwei 
Punkte, welche in Bezug auf jene Achse orthogonal-symmetrisch 
liegen, bei einer Central-Bewegung dieselbe. 
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Für die Newtonsche Central-Bewegung erreicht die Ge- 
schwindigkeit in dem Endpunkte der grofsen Achse, welcher dem 
centralen Brennpunkte am nächsten (Perihelium) liegt, ihr Maxi- 
mum und in dem Endpunkte der grofsen Achse, welcher dem cen- 
tralen Brennpunkte am fernsten (Aphelium) liegt, ihr Minimum. 
Für die elliptischen Schwingungen sind für die GeschtmndigJceiten 
in den Endpunkten der kleinen Achse Maxima und in den End- 
punkten der großen Achse Minima vorhanden. 

Geht die Ellipse in eine Grade über, so haben die Minima 
den Wert Null. 



2. Die Punkt-Systeme der Physik. 

Die Bewegung eines Raum-Gebildes ist vollständig dar- 
gestellt, wenn die Lage jedes seiner Punkte für jeden Zeit- 
Moment gegeben ist •). 

Solche Darstellungen werden auch hier abhängig sein von der 
Methode, welche man für die Lagen-Bestimmung wählt. 

Wenn sich verschiedene Punkte gleichzeitig bewegen, ohne 
dabei gegenseitigen Beeinflussungen unterworfen zu sein, so 
ist zur Darstellung aller dieser Bewegungen eine Behandlung 
jedes einzelnen Punktes erforderlich. 

Man hat also auf jeden Punkt eine der gegebenen phoronomischen 

Methoden anzuwenden. 

Wenn verschiedene Punkte zu einem Systeme verbunden 

sind, so beeinflufst die Bewegung jedes einzelnen im allgemeinen 

die Bewegung jedes andern, weil grade die Vorstellung eines 

Systemes für die zusammentretenden Punkte irgend ein Gesetz 

der Yerbindung fordert. 

Als Grenzfaü eines solchen Gesetzes könnte man allerdings die 

Bestimmung eines gänzlichen Mangels an Verbindungen (Disso- 

lution) hinstellen. 

Die Darstellung der Bewegung eines Punkt-Systemes erfor- 
dert des öfteren nur die Kenntnis der Bewegungen einzelner 
System-Punkte, weil die Kenntnis des Verbindungs-Gesetzes wei- 
tere Bestimmungen liefert. 

Das VerbindungS'Gesetz ist der Ausdruck für die gegenseitige 
Beeinflussung der Punkte des Systemes. 

Wenn z. B. zwei Punkte fest verbunden sind , so darf man 
sich dieselben stets als Endpunkte einer unveränderlichen Linie 
denken : bei allen möglichen Bewegtmgen des Systems wird jeder 



1) Ist das Baamgebilde ein Punkt, so modificiert sich der Ausdruck dieses 
Satzes in der früher gegebenen Weise. 
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Punkt auf einer Kugelftäche bleiben, deren Centrum der andere 
Punkt ist. 

Wenn man die Bewegung eines Punkt-Systemes auf irgend eine 
Weise vollständig dargestellt hat, so darf die Bewegung jedes ein- 
zelnen Punktes als bekannt vorausgesetzt werden. Die Gesamtheit 
dieser Einzel-Bewegungen, durch welche die Bewegung des vorge- 
legten Systems zum Ausdruck gebracht wird, läfst eine zweifache 
Auffassung zu: man betrachtet dieselben entweder schlechthin als 
gegeben oder man nimmt Bücksicht auf die Art ihres Ent- 
stehens. 

Im ersten Falle sieht man davon ab, dafs die Punkte ur- 
sprünglich als Glieder eines Systems eingeführt wurden, und dafs 
sie vielleicht aufserdem noch andern Bedingungen unterworfen 
waren. 

Im zweiten Falle sieht man die Gesamtheit der dargestellten 
Bewegungen als das Endergebnis einer Beihe von Bedingungen an, 
unter denen die Vorschriften für die Verbindung innerhalb des 
Systems eine bedeutende Rolle spielen. • 

Da man das System der Punkte im ersten Falle gewisser- 
mafsen in seine Bestandteile aufgelöst denkt, so mag dabei von 
einem dissointen Systeme gesprochen werden, für dessen Charak- 
terisierung also nur die resultierenden Bewegungen mafsge- 
bend sind. 
Den Punkten einer festen Stange, welche um eine Achse drehbar 
ist, können z, B. die verschiedensten Beschleunigungen erteilt werden, 
ohne dafs doch andere Bewegungen als Kreis-Bewegungen resut- 
tieren. 

Betrachtet man nun die einzelnen Kreis- Bewegungen ohne 
Bücksicht auf die Bedingungen, unter denen sie eingetreten sind, 
so fafst man das vorgelegte System als ein dissolutes System auf. 

Die Untersuchung eines bestimmten Punkt-Systems darf 
als beendet gelten, wenn dasselbe als dissolutes System darge- 
stellt worden ist. 
^5 handelt sich darum, die Bewegung jedes System-Punktes so zu 
beschreiben, als ob dieselbe nur für sich da wäre, d, h. für jeden 
Punkt die Bahn und deren Bewegungs- Verhältnisse darzustellen, 
ohne auf die Verbindung mit andern Punkten Bücksicht zu 
nehmen. 

Unter allen Punkt-Systemen, welche man zu ersinnen imstande 
ist, sind zunächst diejenigen, welche sich zur Darstellung der 
Natur-Körper eignen, von hervorragendem Interesse. 

Man pflegt in der Physik feste, flüssige und gasförmige 
Körper zu unterscheiden, ohne sich doch zu verhehlen, dafs 
zwischen diesen einzelnen Aggregat -Zuständen Übergänge vor- 
handen sind und dafs ihre Reihe vielleicht auch sonst noch der 
Vervollständigung bedarf. 
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Das Punkt-System, welches zur Darstellung der festen Körper 
dient, ist innerhalb gewisser Grenzen der Genauigkeit als ein un- 
yeränderliches System zu bezeichnen, dessen Charakteristikum 
es ist ;,sich selbst in jeder Lage kongruent zu bleiben^. 

Dagegen sind die Punkt-Systeme, welche zur Darstellung der 
Flüssigkeiten und Gase dienen, als Teränderllche Systeme ein- 
zuführen, und zwar ist die Veränderlichkeit, welche man im Hin- 
blick auf das unveränderliche System gemessen denkt, im zweiten 
Aggregat-Zustande kleiuer als im dritten. 

Als Grundlage für die Phoronomie der Punkt-Systeme würde, 
auch abgesehen von dem Bedürfnisse der Physik, die Behandlung 
des unveränderHchen Systemes gewählt werden müssen, weil die 
Bewegung jedes Systemes auf Unter-Systeme hinweist, welche den 
Charakter von unveränderlichen Systemen haben. 

Die Bewegung eines Systems zerfällt stets in die Bewegungen 
von System-Teilen, welche sich selbst in jeder Lage kongruent 
bleiben. 

In jeder Hinsicht tritt also die Forderung auf, die Bewegung 
des unTeränderllchen Systems an die Spitze zu stellen und 
dieser die Bewegungen anderer Systeme folgen zu lassen. 

Für die Auswahl der Teränderllchen Systeme, welche nach 
den verschiedensten Gesichtapunkten vorgenommen werden könnte, 
sollen hier nur die Bedürfnisse der Physik mafsgebend sein. 



A. Das unveränderliche System. 

f. 1. Die allgemeine Bewegung. 

1, 

Bei einem Systeme, das sich selbst In jeder Lage kon- 
gruent bleibt, ist die Verbindung der einzelnen Punkte die engste, 
welche man ersinnen kann. Infolgedessen ist hier die gegen- 
seitige Abhängigkeit der Bewegungen der einzelnen Punkte eine 
relativ grofse, beziehungsweise die Anzahl der einzelnen Punkte, 
deren Bewegung als unabhängig gelten darf, eine relativ geringe. 

Wenn ein Punkt eines unveränderlichen Systems seine Lage 
nicht ändert, so bewegt sich das System um diesen Punkt: Dre- 
hung um einen Punkt. 

Wenn zwei Punkte eines unveränderlichen Systems ihre Lage 
nicht ändern, so bleiben auch alle Punkte, welche auf ihrer Ver- 
bindungslinie gelegen sind, in ihrer Lage : Drehung um eine Achse. 

Wenn drei Punkte eines unveränderlichen Systems, welche 
nicht auf einer Graden liegen, ihre Lage nicht ändern, so bleiben 
auch alle Punkte , die auf ihrer Verbindungs-Ebene gelegen sind, 
und damit überhaupt alle Punkte des Systems in ihrer Lage: das 
System befindet sich in Buhe. 

Infolgedessen darf man jede Bewegung eines unveränder- 



-^- 270 — 

liehen Systems durch die Beweg:nng eines Dreiecks ersetzen, 
als dessen Ecken man drei beliebige Punkte des Systems aus- 
wählen darf. 

Ein solches Dreieck soU ein Bewegnngs-Dreieck des unver- 
änderlichen Systems heifsen. 
Der Grenzfall eines Dreiecks von der Fläche „Nidl^ ist ausge- 
schlossen , weil man dann auf eine Achse beziehungsweise auf 
einen Punkt zurückkäme. 

Jede Lage des Dreiecks giebt eine Ltxge^d^s Körpers 
an und infolgedessen entspricht jeder Ziagen - Änderung des 
Dreiecks eine Lagen -Änderung , d, h. eine Sewegv/ng des 
Systems, 

Wenn man zwei Lagen des Bewegungs-Dreiecks ABC und 
A'B'C betrachtet, so kann Punkt A mit A' durch eine Parallel- 
Verschiebung der Dreiecks-Ebene zur Deckung gebracht werden. 
Denkt man diese ausgeführt, so müssen B und C gleichzeitig 
Kreisbogen beschreiben, um in die Lagen B' und C zu gelangen. 
Beschreibt man nun um den Punkt A', in welchem auch A liegt, 
eine Kugel, welche AB und AB' beziehungsweise in ^und 53', AC 
und AC dagegen in 6 und S' schneidet, so sind nach der Ver- 
schiebung noch gleichzeitig die beiden gröfsten Bogen 39 33' und 
ßS' auf der Hülfs-Kugel zu beschreiben, d. h. der eine gröfste 
Bogen 33 S ist durch Drehung um A in die Lage 33' S' zu bringen. 
Diese Drehung, d. h. die Lagen-Änderung eines solchen Bogens 
33 S auf einer Kugeloberfläche, läfst sich aber stets als Drehung 
um eine durch A gelegte Achse darstellen. 

Eine Konstruktion folgt aus der Überlegung, da/s einerseits 33 
und 33' und andrerseits S und ©' von dem Pole der gestickten 
Achse gleichen Abstand haben müssen, d. h. dieselbe resultiert als 
die Schnittlinie zweier Ebenen, welche für 33 und 33' beziehungs- 
weise S und ß' die Orte gleichen Abstandes sind '). 

Man gelangt hier zu einem Satze aus der Geometrie der 
Kugeloberfläche: Kongruente Figuren können durch Drehung um 
einen bestimmten Punkt der Kugeloberfläche aus einer Lage in 
jede andere übergeführt werden. Derselbe Satz gilt auch für die 
Geometrie der Ebene {Planimetrie), faUs man die Drehung um 
den unendllich fernen Punkt, d. h, die Verschiebung {Translaiion) 
als speciellen Fall behandelt. 

In andern Gebieten der Flächen-Geofnetrie, z, JB, innerhalb 
der Geometrie des Botations-EUipsoides bedarf die Geltung des 
Satzes einer sorgfältigen Prüfung, wobei von vornherein zu be- 
merken ist, dafs man überhaupt nur auf sehr wenigen Flächen 
eine Figur sich selbst kongruent verschieben kann. 



j 

I 



1) Die Konstruktion läfst sich ohne Benutzung der Kugelfläche einfacher 
erledigen. Hier sollte gerade der Hinblick auf den sphärischen Satz gegeben 
werden. 
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Da zwei Lagen des Bewegungs-Dreiecks durch eine Parallel- 
Verschiebung (Translation) und eine Drehung um eine Achse 
(Rotation) in einander übergeführt werden können, so kann man 
von einer bestimmten Lage aus (Anfangs-Lage) zu einer Reihe von 
n vorgeschriebenen Lagen durch n Translationen und n Rota- 
tionen gelangen. 

Demnach läXst sich die Bewegung eines unveränderlichen Sy- 
stems auf folgende Weise darstellen : 

Man wählt drei Punkte des Systems aus, welche ein Dreieck 
von endlicher Fläche bilden, und verfolgt jeden derselben auf 
seiner Bahn, indem man die Zeit-Dauer [t] der Bewegung in 
gleiche Teile zerlegt und die zugehörigen Inkrementen-Reihen der 
drei Bahnen bestimmt. 

Wenn die Punkte A, B, C der Reihe nach zu den Bahn- 
Punkten A, An, B, B , C, Cn gelangen, so 

durchläuft das Dreieck ABC der Reihe nach die Lagen Aj B, C, . . 
An, Bn, Cn, währcud sich jeder der hierbei nötigen Über- 
gänge durch eine Translation und durch eine Rotation ersetzen 
läfst. 

Werden nun (infolge willkürlicher Festsetzung) alle Transla- 
tionen durch die Elemente der Bahn von A bestimmt '), so erfolgen 
auch alle Drehungen um Achsen, welche durch den Punkt A 
gehen: der Punkt A schreitet auf A^ .... An fort, während sich 
das System aufserdem um Achsen aus dem Punkte A dreht. 
Für den Funkt Ai 4 1 findet man die Achse , indem man durch 
Ai 4. 1 Parallelen zu A,- Bi und Ai d zieht und mit deren Hülfe 
ein Dreieck Ai + iHU C, konstruiert, welches AiBid kongruent 
ist : diese Konstruktion entspricht der Translation von Ai Bi d. 
Man hat ferner um Ai ^ 1 eine Kugel zu legen, welche auf den 
Strahlen Ai + ^ JB,- + 2, Ai ^ 1 d + 1 und Ai + 1 B^i, Ai j^ 2 C",- 
beziehungsweise die Pimkte 33, + j, ©, + i und S', S',- bestimmt, 
und hat dann die Ebenen gleichen Abstandes für die Paare 
53'i , 53,- + i Ufid S',- , St- 4. i zu konstruieren : die Schnittlinie dieser 
Ebenen ist die Achse der Botation. * 

Wählt man eine elementare Bahn -Inkrementen- Reihe, so 
bilden die Achsen aus A eine Kegelfläche, welche ihre Spitze in 
A hat. 

Wenn sich eine Grade so bewegt, da/s ein ihrer Punkte seine 
Lage nicht ändert, so entsteht eine Kegelfläche: die erzeugende 
Grade wird in jeder bestimmten Lage als eine bestimmte Seite 
des Kegeis bezeichnet. 

Die Kreis-Kegelfläche ist ein einfaches Beispiel: hier gleitet 
die bewegliche Grade auf einem Kreise^ während ihr fester Punkt 
senkrecht über dem Centrum desselben gelegen ist. 



1) Dasselbe läCst sich auch für B oder für C festsetzen. Es mag daran er- 
innert werden, dafs die Auswahl der Funkte A, B, C des beweglichen Kör- 
pers überhaupt der Willkür unterliegt. 
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Jede Seite des Kegels dient im allgemeinen nur während 
eines unendlich kleinen Zeit-Teiles als Achse der Rotation, sie ist 
Momentan- Achse. 

Nach Ablauf der Zeit-Dauer x tritt immer eine neue Achse an 

Stelle der alten. 

Denkt man sich die Bahnen A, B, C verzeichnet und mit 
deren Hülfe die Reihe der Momentan- Achsen für ^Drehungen um 
A^ konstruiert, so schneiden sich innerhalb des Systems alle 
Achsen im Punkte A, während durch je einen Punkt Ai auch nur 
je eine Achse geht. 

Zieht man durch jeden Punkt aus der Reihe A,, A^, A« 

eine Parallele zu jeder Achse, so entstehen lauter kongruente 
Kegel, welche durch Parallel-Verschiebung zur Deckung gebracht 
und daher alle als verschiedene Lagen eines translatorisch fort- 
schreitenden Kegels (Fa) aufgefafst werden können. 

Dieser Kegel hat bei seiner Translation mit dem innerhalb 
des Systems gelegenen Achsen-Kegel in A^ die erste, in A.^ die 
zweite etc. Achse gemein, d. h. die beiden Kegel rollen auf ein- 
ander ab. 

So gelangt man endlich zu folgendem Satze: 

Die Bewegung eines unveränderlichen Systems läfst sich 
darstellen durch das Abrollen zweier Kegel, von denen der eine 
(Fi) dem Systeme angehört, während der andere (F») von dem- 
seloen getrennt zu denken ist. 

Die Bahn der gemeinsamen Spitze beider Kegel (A) zeichnet 
dem äufseren Kegel (F») seine translatorische Bewegung vor, 
während der innere Kegel (Fi) auf ihm abrollt. 

Wenn ein physischer Körper in der Nähe der Erdoberfläche ge- 
schleudert wird, so bleibt sein Schwerpunkt, indem er eine Pa- 
rabel (tc) beschreibt; stets in gleichem Abstände von einer 
parallel mit sich selbst bewegten Ebene (JE). 

Macht man den Schwerpunkt des Körpers zur gemeinsamen 
Spitzle (Ä) der beiden Kegel Fi und Fa, so gleiten alle PunMe 
von Fa bei der Bewegung auf congruenten Parabeln (ti), während 
das Central-Ellipsoid (S. 140) des Systems stets jene Ebene E be- 
rührt, welche die invariable Ebene genannt wird^). 

Infolgedessen schneidet der Kegel Fi, der hier vom zweiten 
Grade ist, das Central-Ellipsoid in einer Kurve, welche im Körper 
durch die Durchgangspunkte (Pole) der aufeinander folgenden 
Momentan-Achsen gebildet wird und deshalb Polodie(&Bo(;) hei/st, 
während der Kegel Fa die invariable Ebene in einer Kurve schnei- 
det, welche im Baume durch die Durchgangspunkte aufeinander 
folgender MomentanrAchsen gebildet wird. Letjstere Kurve läuft 
in vielen Windungen tangierend zwischen zwei konzentrischen 



1) Der Beweis dieser Beziehungen kann hier nicht geliefert werden. 
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Kreisen hin, deren Centrum der Fu/spunkt des vom SchwerpunJct 
auf die invariable Ebene gefällten Lotes ist, und hei/st deshalb 
(IpTTü)) Herpolodie. 

2. 

Als Beispiel für diese Auffassung können die Bewegungs- 
Yerhältnisse der Erde benutzt werden. 

Da die Erde immer um dieselbe Achse zu rotieren scheint, 
so liegt der Schlufs nahe, dafs hier statt des inneren Momentan- 
Achsen-Kegels (Fi) eine Grade, (die Erd- Achse) auftritt, falls man 
das Erd-Centrum als Punkt A auswählt. 

Dieser SchluTs erweist sich als unrichtig: Wenn sich einer 
der beiden Kegel (Fi oder F») auf eine Grade reduciert, so geht 
gleichzeitig auch der andere Kegel (Fa oder Fi) in eine Grade 
über, d. h. es findet Drehung um eine feste Achse statt, welche 
weder innerhalb noch aufserhalb des Systems ihre Lage ändert. 
Läßt man z. B, zwei konzentrische Kreiskegel auf einander ab- 
rollen, während man die Oberfläche {beziehungsweise die Öffnung) 
des einen mehr und mehr verkleinert, so wird sich die gegen- 
seitige LagenrÄnderung ihrer beiden Achsen unier sonst gleichen 
Umständen mehr und mehr vermindern, d. h. dieselbe wird im 
Grenzfalle Null werden: der Schluß dieses SpecialfaUes {Kreis- 
kegel) ist, wie man leicht zeigt, von allgemeiner Geltung. 

Da nun die Erd-Achse bei ruhend gedachtem Erd-Centrum 
innerhalb eines Zeitraumes von 25868 Jahren (Platonischer Cyklus) 
einen vollen Kreiskegel-Mantel um eine Normale der Erd-Bahn 
beschreiben und demnach auf einem Orthogonal-Kreise desselben 
in einem Jahre ungefähr um 50" fortrücken würde, so liegt eine 
Richtungs-Änderung vor: die Erd-Achse kann för die Erd-Be- 
wegnng nicht Drehungs-Achse sein. 

Der Kreiskegel der Momentan-Achsen hat die Verbindungs- 
Linie der Erd-Pole zur Achse: die Seiten dieses Kegels, welcher 
eine Öffnung von 0",0087 hat, werden der Reihe nach Drehungs- 
Achsen. 

Macht man das Erd-Centrum zur Spitze eines Kegels (Fa) 
von ungefähr 23'/o** Öffnung, dessen Achse Normale der Erd-Bahn 
(Ekliptik') ist, so wird die Bewegung des in Rede stehenden Systems 
dargestellt, wenn man innerhalb dieses Kegels einen zweiten kon- 
zentrischen Kreiskegel (F.) von 0",(X)87 Öffnung rollen läfst, 
dessen Achse die Verbindungs-Linie der Erd-Pole ist und wenn 
man aufserdem die Translation beider Kegel so auf der Erd-Bahn 
vor sich gehen läfst, dafs dieselbe in demselben Sinne wie das 
Abrollen der Kegel erfolgt. 

Eine volle Umdrehung des kleineren Kegels ändert die Rich- 
tung der Erd-Achse stets um dieselbe Gröfse: dieselbe schreitet 
auf einem bestimmten (mit F« konzentrischen und coaxialen) Kegel 
fort und zwar in umgekehrtem Sinne zur Translation des Systems, 

W«rn!cke, 18 
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Um die Öffnung x des kleineren Kegels angenähert eu bestimmen, 
benutzt man die Formel: ^q 

365 .{J2tz. sinx) = ^^^ ^^ ^^ .{^n. sin23%). 

Denkt man durch das Centrum der Erd-Bdhn eine Ebene gelegt, 
welche auf der Achse der Erde senkrecht steht und also dem 
ErdrÄquator parallel ist, so rücken die Schnittpunkte derselben 
auf der Erd-Bahn in umgekehrtem Sinne fort uAe das Erd- 
Centrum selbst : nach jedem Umlaufe der Erde findet man diese 
Punkte, welche ÄquinoktidlrPunJcte heißen, um 50" vorgerückt. 

Neben dieser Fräcessian der Tag- und Nacht- Gleichen^) ist 
bei genauerer Beschreibung der ganzen Bewegung noch die Nu- 
tatian der Erd- Achse in Rechnung zu bringen: die Erd- Achse 
beschreibt einen Kegel, dessen erzeugende Grade auf einer 
Schleifen-Kurve gleitet, welche sich um einen Kreis windet. 

Da die größte Abweichung der Erd- Achse, welche bei Ersatz 
des Kreises durch die Schleifen-Kurve erzeugt wird, nur 9'\2 
beträgt, während eine Schleife erst in ungefähr 18^/4 Jahren 
zustande kommt, so ist die Nutation, d, h. die Schwankung um die 
Mittel-Lage (innerhalb je einer Schleife) eine relativ geringe. 

Neben der Präcession und neben der Nutation, weiche bezie- 
hungsweise durch den Einfluß der Sonne -und des Mondes bedingt 
werden, wären noch viele geringe Störungen durch andere Himmets- 
Körper in Eechnung zu bringen. 

§. 2. Translation nnd Rotation. 

Wenn die Bahnen für A, B, C die Eigenschaft haben, dafs 
bei elementarer Einteilung die Ebenen Aj, Bj, Cj und aufserdem 
die entsprechenden Bahn-Inkremente einander parallel sind, so be- 
findet sich das System in Translation. 

Hier beschreiben aUe Punkte des Systems in einem Zeit-Elemente 
. Parallel- Strecken von gleicher Länge, 

Da hier die Bahnen beliebig vieler Punkte nur Wiederholungen 
der Bahn eines beliebig gewählten Punktes sind, so darf man 
statt der Bewegung des Systems die Bewegung eines seiner Punkte 
betrachten. 

Man darf hier — und zunächst nur '^) hier — auch von der 
Bahn-Geschwindigkeit beziehungsweise von der Bahn-Beschleuni^ 
gung des ganzen Systems sprechen, weü hier für alle Punkte gilt, 
was für einen in Geltung ist. 



1) Anf diesem Fortschreiten beruht der Unterschied zwischen dem sideri- 
schen und dem tropischen Jahre. Vergl. A. II. 3 dieses Buches. 

2) Wenn in den Lehrbüchern schon im £ingang der Physik von der Ge- 
schwindigkeit eines Körpers gesprochen wird, so ist das im Hinblick auf die 
Anforderungen der logischen Strenge sehr zu bedauern; man denke nur an die 
Geschwindigkeit (!) eines geschleuderten Stabes oder an die Geschwindigkeit (!) der 
Wiussermasse eines Springbrunnens etc. 
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Wenn die Bahnen für A, B, C Kreise sind, deren Gentra 
auf einer Graden liegen, während ihre Ebenen die gemeinsame 
Central- Achse rechtwinklig schneiden, so rotiert das System um 
eine feste Achse. 

Hier beschreiben alle Punkte des Systems in einem Zeit-Elemente 
Kreisbogen, die ^u gleichen WirMn gehören. 

Auch hier ist die Bahn eines beliebigen Punktes in gewissem 
Sinne (Ähtilichkeit) nur eine Wiederholung der Bahn irgend eines 
andern Punktes, 

Man darf auch hier — und das ist der »weite Fall — von 
der Winkel' Geschwindigkeit beziehungsweise von der Winket- 
Beschleunigung des ganzen Systems sprechen, weil hier in ge- 
wissem Sinne für alle Punkte gilt, was für einen in Gel- 
tung ist, 

%, 3. Die Schrauben-Bewegung. 

Die allgemeine Bewegung eines unveränderlichen Systems 
läfst auch eine andere Deutung zu. 

Wenn das Bewegungs-Dreieck aus der Lage ABC in die Lage 
A'B'C übergeht, so kann man für jeden der Punkte A, B, C 
eine Darstellung gewinnen, indem man der Reihe nach die Trans- 
lationen AA', BB', CC der Betrachtung unterwirft und jedesmal 
eine geeignete Rotation hinzufügt : die Achsen dieser drei Bota- 
tionen sind einander paralleL 

Der Beweis für dieses Theorem läfst sich äujserst einfach gehen, 
wenn man durch die Ecken A, B, G Parallelen zu einer bereits 
konstruierten Achse (z, B, zu der Achse aus A) zieht *). 

Denkt man eine Ebene, normal zur gemeinsamen Rotations- 
Richtung, mit dem Bewegungs-Dreiecke fest verbunden, so wird 
diese bei den einzelnen Drehungen nur in sich gedreht, während 
ihre Überführung aus der durch A, B, C bezeichneten Lage in die 
durch A', B', C bezeichnete Lage durch jede der Translationen 
AA', BB', CC bewirkt werden kann. 

Da die Normale der festen Ebene durch die Translation in 

jedem Falle um ein bestimmtes Stück a verschoben werden mufs, 

so ist o die Projektion von jeder der Translationen A A', B B', C C. 

Ein nnveränderliches System kann durch ein# Translation 

und eine Rotation in Bezug auf dieselbe Grade (Central-Achse) 

aus einer gegebenen Lage A, B, C in jede andere Lage A', B', C' 

übergeführt werden: Dabei resultiert eine Schrauben-Bewegnng. 

Wenn sich ein Punkt aus der Ecke eines Rechtecks mit konstanten 

Geschwindigkeiten gleichzeitig auf den beiden anstoßenden Seiten 

bewegen soll, so schlägt er die diagonale Richtung ein. 



1) MaD kann diese Beziehnngea auch durch eine Unteranchnng über die ge- 
meinsamen Elemente kongruenter Systeme herleiten. Diese Untersuchung läfst 
sich auch auf der Schule z. B. im AnschluCs an Seeger, Die Elemente der 
Qeometrie (Güstrow) leicht bewältigen« 

18* 



— 276 — 

Denkt man zwei Gegenseiten eines Becktecks je eu einem vollen 
Kreise zusammengebogen ^ so toird ein Cylinder-Mantd gebildet^ 
auf welchem die Diagonale eine Sehr aviben- Linie verzeichnet: ein 
Punkte welcher gleichzeitig auf dem Grundkreise und auf einer 
Seite des Cylinders in gleichförmiger Bewegung fortschreiten soU, 
beschreibt eine gewöhnliche Schrauben-Linie» 

Wenn die Bewegungen nicht gleichförmig sind, so u^erden Stücke 
von Schrauben-Linien erzeugt^ welche in ihrer Gesamtheit eine 
Kurve darstellen, der eine Schrauben-Bewegung entspricht. 

Zur Konstraktion der Central -Achse kann man davon aus- 
gehen, dafs dieselbe für homologe Punkte nach Ausfuhrung der 
centralen Translation eine Linie gleichen Abstandes sein mufs >). 
Gelangt /\ ABC durch die centrale Translation in die Lage 
9(9 S, so müssen die Ebenen, welche man in der Mitte der 
Strecken J-'ä, -B'53, C'6 normal zu diesen errichten kann, als 
Schnittlinie die CentraUÄchsen liefern. 

um die centrale Translation auszufiihren, hat man eine Strecke 
zu suchen, welche die Projektion dreier, nachGröfse und Richtung 
gegebener Strecken AA', BB', CG' ist. 
Diese Aufgabe erledigt sich sofort, wenn man bedenkt, da/s jede 
Höhe eines Dreiecks zu defi anstoßenden Seiten und da/s jede 
Höhe eines Tetraeders zu den anstoßenden Karden die gesuchte 
Stellung hat. 

Demnach gelangt man zu folgender Konstruktion: In die drei 
Punkte A, B, C legt man die Ecken dreier Tetraeder, deren Seiten 
ausA, B, C, beziehungsweise derGröfse und Richtung nach gleich 
AAj, BB4, CCj sind und fällt in ihnen die Höhen aus A, B, C. 

Nennt man die Fufspunkte dieser Höhen 3, S, S, so schneiden 
sich die Ebenen gleichen Abstandes für die Paare A'ä, B'^, C'6 
auf der Central-Achse. 

Verfolgt man die Bewegung eines unveränderlichen Systems 
durch eine Reihe von Lagen, welche elementaren Bahn-Lakrementen 
der einzelnen Punkte entsprechen, so gelangt man zu einer Reihe 
von Central- Achsen der Translation und Rotation. Wenn man jede 
dieser Achsen sowohl in dem Systeme als auch im umgebenden 
Räume verzeichnet denkt, so gelangt man zu zwei Flächen Fi 
und Fa, welche Regel - Flächen heifsen, weil auf ihnen grade 
Linien (regle) liegen, welche sich übrigens im allgemeinen nicht 
schneiden. 

So gelangt man zu dem Satze: 

Die Bewegung eines nnveränderlichen Systems läfst sich 
darstellen durch das Gleiten und Bollen zweier Begel-Flächen^ 



1) Eine andere Konstruktion (vergl. Schell, Theorie I, S. 162) rührt von 
Chasles her; die hier gegebene scheint mir in den Rahmen der hier gewählten 
Darstellung besser hineinzupassen. 
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von denen die eine (Fi) dem Systeme angehört, während die andere 
(Fa) von ihm getrennt zu denken ist. 

Für jede dentraUAchse findet eine Translation {Gleiten) und eine 

Eotation (Rollen) statt. 

Wenn ein fester Punkt vorhanden ist, so gehen die Kegel- 
Flächen in Kegel-Mäntel über. 

Liegt der Punkt im Unendlichen, so gehen die Kegel-Mänid in 
Cylinder ' Mäntel über: ein Normalschnitt des einen oder des 
andern Cylinders ist jeder Zeit derselben Ebenen-Schar des Sy- 
stems parallel. 

Wenn eine Ebene des Systems stets einer festen Ebene parallel 
bleibt und von dieser denselben Abstand behalt^ so beschreiben 
alle Punkte des Systems ebene Bahnen : es handelt sich dann bloß 
um die Bewegung eines ebenen Systems. 

Die allgemeine Bewegnng eines unveränderlichen Systems 
läfst sich durch eine Reihe zusammengehöriger Translationen 
und Rotationen darstellen. 

Einer bestimmten Verschiebung um die Translations-Strecke 
hl ist eine bestimmte Drehung um den Rotations- Winkel -ö-i zuzu- 
ordnen, so dafs man zu einer Reihe (h, , S-i), (h.j,^'.^) .... (h„, fl*,,) 
gelangt. 
Die TranslaiionS' Strecke hf pflegt man abkürzend als Transla- 
tion, den Rotations- Winkel -ö*, pflegt man abkürzend als Am- 
plitude einführen. 

Wenn man die Zeit [t], während welcher die Bewegung be- 
trachtet wird, in eiue Reihe [t, ], [t,] . . . . [tn] von Zeitteilen 
gleichiBr Dauer t zerlegt, so stellt die Reihe 

hj^ hg hn 

• . • * . 

TT T 

die Reihe der Translations-Geschwindigkeiten des Systems dar. 
Für eine elementare Einteilung gelangt man auf dem, bereits des 
öfteren angegebenen, Wege zu der Reihe der Translations-Ge- 
schwindigkeiten für die einzelnen auf einander folgenden Zeit- 
Momente. 

In analoger Weise hat man die Reihe 

« .... 

TT T 

als die Reihe der mittleren Rotations-Oesehwindigkeiten des 

Systems einzuführen. 
Für eine elementare Einteilung gelangt man hier zu der Reihe 
der RotationS'Geschwindigkeiten für die einzelnen auf einander 
folgenden Zeit-Momente. 

Innerhalb der Zeit K] haben aUe Punkte des Systems, abge- 
sehen von der Momentan- Achse, dieselbe Winkel -Geschwindig- 
keit — -. 

T 



I 
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Die Betrachtungen, welche in der Phoronomie des Punktes 
für die Reihe der Beschleunigungen verschiedener Ordnung zur 
Geltung kommen, lassen sich auf die Reihe der Translations-Inkre- 
mente und auf die Reihe der Amplituden-Inkremente nicht unmit- 
telbar übertragen, weil hier im allgemeinen für die Bewegung 
von Moment zu Moment andere Achsen in Frage kommen. 

$. 4. Znsammensetzung und Zerlegung von Bewegungen. 

1. ! 

Wenn ein unveränderHches System aus einer Lage A in 
eine Lage B gelangt, so läfst sich immer eine bestimmte Achse 
der Translation und Rotation konstruieren , in Bezug auf welche 
jene Lagen-Änderung entstanden gedacht werden kann, obwohl die 
wirklich vorhandene Bewegung möglicher Weise in ganz anderer 
Weise zu Stande gekommen ist. 

Alle Bewegungen, welche eine und dieselbe Lagen-Änderung 
hervorrufen können, sollen äquivalent genannt werden. 

Bewegungen, welche in ihrer Gesamtheit einer bestimmten 
Bewegung äquivalent sind, heifsen die Komponenten jener Be- 
wegung, während diese selbst als Resultante zu bezeichnen ist. 
Man darf hier die Vorstellungen, welcJie in der Phoronomie des 
Punktes zur Geltung kommen, ohne weiteres übertragen. 

Als Komponenten einer resultierenden Bewegung können 
Translationen, Rotationen und Schrauben-Bewegungen auftreten. 
Demgemäß erwächst eine Beihe von Aufgaben in Bezug auf die 
Zusammensetzung beziehufhgsweise in Bezug auf die Zerlegung von 
Bewegungen. 

Beliebig viele Translationen sind äquivalent einer einzigen 
Translation, deren Gröfse sich bei mechanischer Addition als die 
Summe der einzelnen Translationen darstellt. 

Eine Translation läfst sich durch mechanische Addition in 
eine Reihe von Translationen auflösen, deren Anordnung willkür- 
lich ist: Vertauschbarkeit der Komponenten. 
Da translatorische Bewegungen eines Systems unmittelbar auf 
die Phoronomie des Punktes zurückweisen^ so bedürfen die eben 
erwähnten Sätze an dieser Stelle keines ausführlicJien Beweises. 

Für die Vereinigung beliebig; vieler Rotationen gelten 
keine Beziehungen von analoger Einfachheit: namentlich bedarf 
hier die Frage nach der Vertauschbarkeit ') der Komponenten einer 
eingehenden Beachtung. 

Wenn die Rotationen alle um dieselbe Achse zu Stande kommen, 
so tritt allerdings eine algebraische Addition {Phoronomie des 
Punktes) der Amplituden ein. 

Hier tritt zum ersten Male die Forderung auf, je zwei auf 

1) Vergl. dazu Schell, Theorie I, S. 165. 
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einander folgende Bewegungen von je zwei gleichzeitig auf- 
tretenden Bewegungen streng zu unterscheiden. 

Wenn ein Punkt erst um eine Strecke [ä] und dann um eine 
Strecke [6] verschoben tvird, so gelangt er {in Beeug auf ein 
ruhendes Koordinaten- System) in dieselbe Lage^ als wenn er erst 
um eine Strecke [b] und dann um eine Strecke [a] verschoben 
wird. . 

Wird der Punkt beiden Bewegungen gleichzeitig unterworfen 
unter der Bedingung^ da/s er die Strecke [ä] und [b] in derseU)en 
Zeit [t] durchläuft, so gelangt er wiederum in die oben bezeichnete 
Lage, 

Wenn sich dagegen eiw System z, B, um zwei parallele Achsen, 
beziehungsweise um die Amplituden [aj] und [o^] dreht, so stimmt 
die Endlage bei der Folge [a^] . . . . [a.J nicht über ein mit der 
Endlage bei der Folge [ag) . . . . [a,]. Tanzendes Paar, 

Für die Vereinigung mehrerer Rotationen ist es von Wichtig- 
keit, dafs jede Botatlon Ton der AmpUtnde [a], welche um eine 
Achse I vor sich geht, äquivalent ist einer Rotation Ton derselben 
AmpUtnde [a], welche um eine beliebig auszuwählende Parallel- 
Achse n vor sich geht, falls man das System aufserdem senk- 
recht zu dieser Achse (II) um eine bestimmte Strecke [a] ver- 
schiebt. 

Eine Rotation und eine Translation dürfen in beliebiger Folge 
oder auch gleichzeitig vorgenommen werden. 

Den Beweis dieser Beziehungen führt man leicht mit Hülfe von 
RotatianS'JPdaren, d, h. mit Hülfe der Verbindung von zwei 
Rotationen um parallele Achsen, deren Amplituden bei gleichem 
Werte entgegengesetzten Sinn haben. 

Ein RotationS'Peuir ist stets einer Trai/nslation äqui- 
valent. 

Die parallelen Achsen mögen di^ 
Ebenen der Zeichnung {Figur 47) 
in P, und P^ schneiden. 

Dreht man (!) erst um P^ , so 
dafs Pi in die Lage P\ gelangt, und 
dann um P*^ , so dafs P, in die 
Lage P\ gelangt , so ist Px P2 um 
die Strecke P, P', oder Pq P'2 parallel 
mit sich verschoben. 

Dreht man {II) erst um P2, so dafs P, in die Lage P", ge- 
langt, und dann um P", , so dafs Pg in die Lage P\ gelangt, 
so ist P, P2 in der Strecke Pi P"i oder P« P'^^ parallel mit sich 
verschoben. 
Die Transloitions - Strecke hat in beiden Fallen die Länge 

2 P, P2 sin-^; dieselbe steht imfner {I und II) auf den Ortho- 

gonal-Sjfmmeträlen der Amplituden und aufserdem auf den Achsen 
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senkrecht und hat gegen die Achsen-Ebene (Pj P3) die Neigung 

OL 

Wenn man nun für irgend eine Achse 11, welche der Achse I 
einer gegebenen Botation von der Amplitude [a] parallel isty 
zwei Drehungen von den Amplituden + [«] wwd — [a] ein- 
führt^ so bildet + W <*^ ^ *wiY — fa] an 11 ein Botations- 
Paar, welches einer Translation äquivalent ist, so da/s also eine 
bestimmte Translation und eine Rotation [a] resultiert. 

Da/s die Icomponierenden Bewegungen hier vertauschbar sind, 
ist unmittelbar (Kongruene) einzusehen: man darf ebensowohl erst 
drehen und dann verschieben als auch erst verschieben und dann 
drehen. 

Die weitere Entwicklung zerlegt sich in mehrere Teile: 

I. Eine Folge Ton Rotationen um Achsen, welche einem 
Parallel-Strahlen-Systeme angehören, ist äquivalent einer ein- 
zigen Botation um einen Strahl dieses Systems, falls die Bewe- 
gung nielit durch eine Translation dargestellt werden kann. 

Wählt man irgend eine Achse A des Systems aus, so kann man 
in Bezug auf diese jede Botation in der oben gegebenen Weise 
zerlegen und wegen der Vertauschbarheit der Komponenten die 
einzelnen Amplituden für sich und die einzelnen Translationen 
für sich vereinigen. 

Wenn die resultierende Amplitude „NuU^ ist, so bleibt eine 
Translation übrig. 

Wenn die resultierende Amplitude nicht NuU ist, so läßt sich 
dieselbe mit der resultierenden Translation zu einer Amplitude 
für eine bestimmte Achse des Parallel - Strahlen - Systems ver- 
einigen. 

Tritt aufser einer Folge Ton Rotationen nm Parallel- 
Achsen noch eine Folge Ton Translationen auf, so resultiert 
im allgemeinen eine Schranben-Bewegnng« 

Zerlegt man die Besultante der Translaiionen parallel und senk- 
recht zur resultierenden Boiations - Achse, so liefert die letztere 
Komponente im Verein mit der resultierenden Amplitude eine 
Drehung, deren Achse der ersteren Komponente der Translation 
parallel ist. 

Wenn keine ParaJld-Komponente der Verschiebung vorhanden 
ist, so gelangt man zu einer einfachen Drehung. 

n. Eine Folge ron Rotationen um Achsen , welche * einem 
Strahlen-Bfindel angehören, ist äquivalent einer einzigen Ro- 
tation um einen Strahl jenes Systems. 

Ein unveränderliches System kann aus einer Lage durch eine Bo- 
tation um eine bestimmte Achse und durch eine Translation längs 
derselben Achse in jede andere Lage übergeführt werden, währmd 
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hier im besonderen das Centrum des Strahlen-Bündels in Buhe 
bleibt «). 

Tritt aufser einer Folge Ton Rotationen um Achsen ans 
einem Funkt noch eine Folge Ton Translationen auf, so re- 
sultiert im allgemeinen eine Schrauben-Bewegung. 

Wenn die resultierende Translation auf der Achse der resultieren- 
den Drehung senkrecht steht, so gelangt man auch hier zu einer 
einfachen Drehung, 

in. Eine Folge Ton Rotationen um windschiefe Achsen 

führt im allgemeinen zu einer Schrauben-Bewegung. 

Wenn man durch einen Punkt einer Graden (/) su einer wind- 
schief daku gelegenen Graden {II) eine Parallele (TU) legt, so 
kann die Drehung um I abgesehen von einer Translation in eine 
Drehung um III verwandelt werden, so dafs nur Drehungen um 
Grade eines Strahlen- Bündels und außerdem Translationen in 
Frage kommen. 

Tritt aufser einer Folge Ton Rotationen um beliebig gele- 
gene Achsen noch eine Folge von Translationen auf, so resul- 
tiert im allgemeinen eine Schrauben-Bewegung. 

Die allgemeine Bewegung eines unveränderlichen Systems ist hier- 
mit von neuem dargestellt worden. 

Bei der Vereinigung von Drehungen von endlicher Am- 
plitude lassen sich die resultierenden Achsen auf keine Weise 
durch geometrische (beziehungsweise mechanische) Addition her- 
stellen, während Translationen in jedem Falle durch geometrische 
(beziehungsweise mechanische) Addition zusammengesetzt werden 
können. 

Zwei Drehungen um sich schneidende Achsen {I und II) sind 
z, B, jederzeit äquivalent einer Drehung um eine Achse {IIT)^ 
welche aus der Ebene der gegebenen Achsen (J und II) heraus- 
tritt. 

Zwei Translationen auf sich schneidenden Graden (I und IT) 
sind dagegen jederzeit äquivalent einer Translation auf einer 
Achse {III), welche in der Ebene der gegebenen Graden {I und 
II) liegt. 

Bei der Vereinigung elementarer Drehungen lassen sich 
die resultierenden Achsen durch mechanische Addition her- 
stellen. 

Die Folge elementarer Rotation ist stets vertauschbar. 
Wenn zwei Eotations-Achsen (i und II) einen Punkt gemein- 
sam haben , so bleibt dieser bei Drehungen um jene Achsen in 
Buhe, Wenn man unter den vier Halb-Strahlen aus diejenigen 



1) Ein direkter Beweis dieses Satzes (vergl. z. B. Schell, Theorie I, S. 
174) würde imVereiD mit dem hier Gegebenen die Ausführungen von §. 1, §. 2 
und §. 3 von neuem begründen. 
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(marJciert durch einfache und doppelte Pfeil- 
spitzen) susammenfa/st, um welche die Dre- 
hungen für einen Beobachter in in dem- 
selben Sinne vor sich gehen, so bemerkt man, 
da/s ruhende Punkte nur in den, von diesen 
beiden Paaren begrenzten, ScheitehräufHen 
{durch starke Umrandung kenntlich ge- 
macht) vorhanden sein können (Figur 48). 
Bezeichnet man einen der ruhenden 
Punkte, deren Existenz hier noch fraglich 
ist, mtt P, so mufs bei bezüglichen Dre- 
hungen {um die Lote PP^ unß PP2) von 
den Amplituden a, und a.^ 

CK] , PP] =^ C6> . PP2 

^ 02 PPi ^sin{I, II) 
oder — = — ^ ^ 



a, PP^ sin {II III) 
sein, d. h. P liegt auf einer Graden aus 
0, deren Abstände von I und II, beziehungsweise 0,2 und a^ 
proportional sind. 

Alle Punkte der Graden P werden durch die Drehung um 
I ebensoviel unter die Ebene der Zeichnung gesenJrt, wie sie 
durch die Drehung um II üter die Ebene der Zeichnung < er- 
hoben werden, d. h. die Grade OP bleibt in Ruhe, 

Bei diesem Schlüsse ist es wesenüich vorauszusetzen, da/s die 
Bogen ai . PPi und a^ . PP2 so klein sind, da/s sie als elemen- 
tare Strecke angesehen werden können: die Folge der Rotationen, 
welche auch gleichzeitig vorgenommen werden dürfen, ist in 
diesem Falle gleichgültig. 

Um die Amplitude a der Drehung für die Achse OP festzu- 
stellen, hat man zu beachten, da/s P, nur durch die Drehung 
um OP2 und da/s P^ nur durch die Drehung um 0P\ bewegt 
wird, während ihre Bewegungen andererseits durch eine Drehung 
von der Amplitude a um OP zu Stande kommen. Demnach ist: 
P, Qi , 0^ = Pi R^ . a und P2 Qi . a, = P2R2 .oc. 

Daraus folgt a _, Pi Qi __ sin{I, II) 



d, h. 



«2 
und — 
a, 



P, Pi "■ sin (Z III) 
^ P2Q2 ^ sin {I, I I) 
Q2R2 ^sin{II, III)' 

OL <X,2 



sin {II, III) ~ sin{I, II) sin{l IIIJ 
Trägt man auf den Achsen I und II von aus nach der 
Seite hin, für welche ein Beobachter in die beiden Drehungen 
umgekehrt zu dem Sinne einer Uhrzeiger-Bewegung verlaufen sieht, 
beziehungsweise Strecken Si und Ä2 ab, welche den Bogen a^ 
und (Xi proportional sind, so liefert eine Parallelogramm-Konstruk- 
tion die Diagonale S proportional zu der gesuchten Amplitude 
a und zwar verläuft die Drehung von der Amplitude a für eifien 
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Beobachter in umgekehrt zu dem Sinne einer Uhrzeiger- 
Bewegung, 

Man hat nämlich: 

08^ _ OS O82 _ 

sin {II, III) ■" sin{l II) ^ sin(I,~iny: 

Da die elementare Drehung hier durch eine Strecke von be- 
stimmter Länge und Lage symbolisiert werden kann , so gilt das 
Verfahren der geometrischen Addition für die Vereinigung von 
dementaren Drehungen um Achsen aus einem Punkte. 

Gehen die Achsen der Botaiion nicht durch einen Funkt, so 
treten^ abgesehen von dem Falle der Parallelitäty außerdem Trans- 
lationen auf, welche für sich zu vereinigen sind. 

Der Unterschied zwischen der Yereinigung endlicher Drehnn- 
gen und der Yerelnigimg elementarer Drehungen weist in 
letzter Instanz darauf zurück, dafs die Folge Ton Drehungen 
im allgemeinen nicht TCrtauschbar und dafs überhaupt die An- 
ordnung von Drehungen nicht willkürlich ist. 
Man gelangt hier leicht zu der unrichtigen Vorstellung , da/s 
eine elementare Teilung endlicher Drehungen den Fall der end- 
lichen Amplituden auf den Fall der elementaren Amplituden zu- 
rückzuführen gestattet. 

Die Vereinigung der Drehungen von elementaren Amplituden 
läXst sich durch die Einführung des Begriffs der Winkelgeschwin- 
digkeiten auf eine andere Form der Darstellung bringen. 

Die Theorie der Addition elementarer Drehungen fährt hier 
zu dem Satze: 

Dreht sich ein unveränderliches System gleichzeitig um zwei 
sich schneidende Achsen (I und II), beziehungsweise mit den Win- 
kelgeschwindigkeiten (öl und (ö?, so ist diese Bewegung äquivalent 
einer Drehung um eine Achse (IID. Trägt man auf den gegebenen 
Achsen (I und 11) Strecken aui, deren Längen den Werten der 
gegebenen Winkelgeschwindigkeit , beziehungsweise proportional 
sind, während ihre Richtungen 'den Sinn der Drehungen be- 
zeichnen, so stellt die Diagonale des hierdurch bestimmten Paral- 
lelogramms die resultierende Winkelgeschwindigkeit dem Werte und 
dem Sinne nach dar. 

Geht während des Zeit-Elementes t eine Drehung von der Am- 
plitude a vor sich, so wird die Winkelgeschwindigkeit hier durch 

den Quotienten — dargestellt: die elementaren Amplituden, welche 

einem Zeit-Elemente x entsprechen, sind den bezüglichen Winkel- 
geschwindigkeiten proportional, so dafs man diese gleichfalls durch 
Strecken darstellen kann. 

Einer elementaren Schrauben -Bewegung entspricht eine 
bestimmte Schrauben-Geschwindigkeit^ welcher man für Punkte 
im Abstände r von der Schrauben-Achse die Form 1/v^ -f- r^(o^ 
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geben kann, falls man die Translations-Geschwindigkeit (längs der 
Achse) mit v und die Rotations-Geschwindigkeit (für dieselbe Achse) 
mit (0 bezeichnet. 

Die Komponenten reo und v stehen normal jsu einander» 

Bezeichnet man die Komponenten der elementaren Verschiebung 
und die Komponente der elementaren Drehung für einen Punkt 
(x, y, z), beziehungsweise mit ?, rj, ^ und mit cp. x> ^) ^o werden ' 

die Komponenten der elementaren Schrauben- Bewegung, deren 
Achse durch den Punkt (0, 0, 0) geht, dargestellt durch i 

5 + ^x — y* I 

yj -|- x^ — z^ ! 

i + yv — ^^' ! 

In analoger Weise ergeben sich die Formeln der entsprechenden 

r 73 r 

Geschwindigkeit, falls man — = ^', -^ = 73', — = ^' und 

I T T T 

■?- = 9', -5^ = tj>', * = (J)' setzt, als 

\> w y 

5' + -^x' — y*' 

Bei der Ableitung dieser Formeln hat man zu beachten^ daß 
a, B, die Verschiebung längs der X-Achse unabhängig ist von 
der Komponente der Drehwng um die X-Achse^ während die beiden 
andern Komponenten der Drehung hier mit in Rechnung zu 
ziehen sind. 

2. 

Der Foucaultsche Pendelyersuch. Ein schwingendes Pen- 
del, dessen Beweglichkeit durch nichts gehindert ist, gestattet die 
Acnsen-Drehung der Erde unmittelbar zur Anschauung zu bringen. 
Wenn der Aufhänge-Punkt eines frei (rf. h. nach allen Seiten) 
beweglichen Pendels mit einer horizontalen Platte fest verbunden 
ist, welche um eine vertikale Achse gedreht werden kann, so kann 
man die Schwingungs- Ebenen des Punktes bei ebenen Schwingungen 
des Pendels sowohl in ihrer Lage zu der drehbaren Platte als auch 
in ihrer Lage zur Begrenzung des umgebenden Raumes bestimmen. 
Wenn man zunächst das Pendd in Bewegung setzt und wenn 
man dann die Platte in einem Augenblicke zu drehen beginnt, 
in welchem das Pendel durch die Ruhelage geht, so bleibt die 
Lage der Schwingungs-Ebene in Bezug auf den umgebenden 
Raum ungeändert, während sie in Bezug auf die ruhend gedachte 
Platte rotiert. 

Wenn man über dem Pole der Erde ein Pendel aufhängen 

könnte, so müfste sich die Ebene desselben für Schwingungen aus 

der Ruhelage gegen eine bestimmte Vertikal-Ebene des Poles . 

dreheü, falls die Erde der gebräuchlichen Annahme gemäfs rotiert. 

Wenn man das Pendel nicht aus der Ruhelage schwingen ließe, 

so unirde es bei einer bestimmten Erhebung aus derselben für 
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einen Äugenhlich mit der Erde fest verbunden gedacht werden 
müssen, so da/s es eine bestimmte, einem gewissen {allerdings 
sehr Meinen) TaraUdkreise entsprechende, seitliche Geschwindigkeit 
mitbekäme. 

In diesem Falle würde das Pendel nicht in einer Ebene schwin- 
gen, so dafs von einer Drehung der Schwingungs-Ebene 
nicht gesprochen werden dürfte: trotsdem würde eine Lagen- 
Änderung des Pendels gegen die Vertikal-Ebene zu 
konstatieren sein. 

Wenn man über einem Punkte des Äquators ein Pendel auf- 
hinge, so würde für ebene Schwingungen in der Äquatorial-Ebene 
selbst keine Drehung der Pendel Ebene zu beobachten sein, wenn 
die Erde der gebräuchlichen Annahme gemäfs rotiert. 
Da sich der Aufhänge-Punkt des Pendels in diesem Falle in der 
Äquatorial-Ebene befindet, so sind ebene Schwingungen vorhanden. 

Wenn man über einem Punkte irgend eines Breitenkreises ((p) 
ein frei bewegliches Pendel aufhängt, so werden ebene Schwin- 
gungen*) überhaupt nicht herzustellen sein: trotzdem mufs hier 
eine Analogie zur Drehung der Schwingungs-Ebene, wie sie am 
Pole vor sich geht, zu beobachten sein, falls die Erde der ge- 
bräuchlichen Annahme gemäfs rotiert. 
Wenn in Figur 49 ein Meridianschnitt 
durch den Ort Q dargestellt wird, so be- 
wegt sich ein in P aufgehängtes Pendel, 
das momentan auf seinem Meridiane 
schwingt, in der Ebene der Zeich- 
nung. 

Die eventuelle Drehung der Erde um 
die Achse NS kann dargestellt werden 
durch gleichzeitige Drehungen um die 
Achse CQ und GH, d. h. durch eine 
Drehung um die Vertikal-Ackse des Ortes 
Q und durch eine Drehung um die im 
Meridian gelegene Uorizontal-Achse des 4^- 

Ortes Q. 

Wäre nur die Drehung um die Eorizontal-Achse vorhanden, 
so würde nur der Aufhängepunkt (P) des Pendels mit der 
Schwingungs-Ebene verschoben werden, so dafs diese gegen eine 
beliebige Vertikal-Ebene des Ortes A' keine Lagen-Ände- 
rung zeigen hönnte. 

Die andere Drehung läfst die Horizontal-Ebene des Ortes Q 
um PQ rotieren, so dafs hier Verhältnisse auftreten ^ welche den 
am Pol geschilderten näherungsweise analog sind. 

Bezeichnet man die ümlaufszeit der Erde mit T, so hat deren 




1) Yergl. Schellbach, Neue Elemente I, S. 248. 
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Winkel- Geschwindigheit für die Achse NS den Wert -=-, so 

da/s für die Achsen CQ und ff H die Größen —=-,sin(f und 

J2tz ■'■ 

-^.co$<f resultieren. 

Für Q tritt nach der obigen Betrachtung eine scheinbare Dre- 
hung der Momentan- Schmngungs-Ebene ein, welche nur von der 

Winkel'Geschwindigkeit -^ . sin 9 für die Achse C Q abhängt, so 

dafs hier eine Umlauf sjseit — — anzuseteen ist: die Momenten- 

Stn 9 rp 

Schwingungs-Ebene macht hier in der Zeit — — eine volle Um- 
drehung, sm^ 

Diese Darstellung ist im Hinblick auf die Natur der wirUich 
vorhandenen Schwingungen j welche durchaus nicht eben sind, als 
eine angenäherte Beschreibung der Thatsachen aufzufassen, da 
man höchstens von einer Momentan- Schwingungs- Ebene sprechen 
darf. 

Weil sich die eventuelle Drehung der Erde in Bezug auf eine 
unveränderlich gelegene Ebene von Pendel-Schwingungen für einen 
Beobachter als eine scheinbare Drehung der Pendel-Ebene dar- 
stellen mufs, so kann man hier durch Beobachtung über die 
Frage der Erd-Rotation entscheiden. 

Die scheinbare Drehung Dg, für eine mittlere Sekunde ergiebt sich 

T 
aus der Bemerkung, dafs 360^ innerhalb der Zeit-Dauer —, — 

durchlaufen werden. «z./^ • ^^^^ 

Man findet D ~ 360.stn<f 
Man Jinaet i^^ - ^6164,09 ' 

Foucault bat zuerst (1851) im Pariser Observatorium und 
später im Pantheon (zu Paris) Versuche angestellt, welche die An- 
nahme einer Drehung der Erde unmittelbar beweisen. 

Diese Versuche sind des öfteren wiederholt worden und haben 
stets sehr günstige Resultate ergeben '). 

Für das Gelingen der Untersuchungen ist es abgesehen von der 
Art der Aufhängung, von Wichtigkeit, das Pendel mehrere Tage 
lang in der Buhelage sich selbst zu überlassen, damit die Torsion 
{Drehung) des Aufhängungs-Drahtes ausgeglichen, wird und die 
Pendelku^el darauf bei gespanntem Drahte im Meridiane um 
ein Meines Stück zu erheben und dieselbe in dieser Lage an 
einem kurzen Faden zu befestigen. 

Nachdem man das System wiederum einige Zeü lang sich selbst 
überlassen hat, brennt man den Befestigungs-Faden ab, so dafs 
die Pendelkugel der Fall- Beschleunigung folgt. 

1) Man benntzt am besten lange Pendel mit schwerer Belastung : Foucanlts 
Pendel, welches fdr die Versuche im Pantheon hergestellt wurde, hatte eine Länge 
von 62 Metern, 
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Eine vertikal nach unten gerichtete Spitze, welche man in die 
Pendelkugel eingeschraubt hat, markiert die Abweichung auf einer 
horizontal gelegenen Kreisteüung, 

Da die scheinbare Drehung, welche man hier beobachtet, der 
wirklichen Drehung der Erde entgegengesetzt ist, so mufs sich die 
Pendel-Ebene scheinbar auf der nördlichen Halbkugel von Osten 
durch Süden nach Westen, auf der südlichen Halbkugel von Westen 
durch Süden nach Osten drehen. 

Von diesen Verhältnissen gewinnt man am leichtesten eine An- 
schauung, wenn man die Betrachtung zunächst nur für die beiden 
Pole anstellt und sich vergegenwärtigt, da/s für den Äquator 
keine Drehung stattfindet. 

Denkt man eine Taschenuhr (horizontal) auf den Nordpol der 
Erde gelegt, so drehen sich deren Zeiger und die Erde in umge- 
kehrtem Sinne^ während die Pendel-Ebene mit dem Zeiger der Uhr 
rotiert. 

Denkt man die Uhr parallel mit sich in einem Schachte vom 
Nordpol zum Südpol bewegt und am Südpole umgedreht, so drehen 
sich nunmehr die Zeiger der Uhr und die Erde in demselben 
Sinne, während sich die Pendel-Ebene dem Uhrzeiger entgegen 
bewegt. 

Denkt man eine Taschenuhr auf einem Meridiane vom Nord- 
pol zum Südpol gleiten, so da/s ihre Zeigerfläche stets nach oben 
gerichtet ist, so tritt für den Äquator die Umdrehung des Drehungs- 
sinnes ein: die Drehung der Pendel-Ebene findet auf der Nord- 
half te der Erde im Sinne eines Uhrzeigers, auf der Südhälfte 
gegen den Sinn eines Uhrzeigers statt. 

Die Zeit einer vollen Umdrehung T^ ist für Berlin , wo 

(^ •= 52^ 30' zu setzen ist, gegeben als 

T520 30' = 30»» 10' 0", 73 mittlerer Zeit. 

1 
Man hat angenähert D52« 30' =0"^ ^rr~5f\ • 285® 36', d. h. 

die Drehung beträgt hier in einem Tage etwa 285 '^ 36', oder sie ^ 
beträgt in einer Stunde etwa 15" 1' 18". 



B. Elastische Systeme. 

{. 1. Reguläre Wellen grader Punkt-Reihen. 

Wenn man das Verbindungs - Gesetz eines unveränderlichen 
Systems so geändert denkt, dals die einzelnen Punkte um die 
bisher eingenommenen Orte (Ruhelagen) Schwingungen vollführen, 
so gelangt man zu der Vorstellung eines elastischen Systems. 
Eine ruhende Stimmgabel, welche durch einen Schlag in Schwin- 
gungen versetzt wird^ verliert damit den Charakter eines unver- 
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änderlichen Systems: die eineeinen Punkte pendeln (vergl. Phoro- 
nomie des Punktes Figur 27) um die bisher eingenommenen Orte, 
die nun als ihre Ruhelagen zu bezeichnen sind. 

Die Punkte der physischen Korper vollführen des öfteren 
Schwingungen, deren Gesamtheit eine Wellen - Bewegung dar- 
stellt. 

Solchen Wellen entsprechen unsere Schalt- und unsere Licht-Em* 
pfindmigen. 

Auf einem schwach gespannten Seile pflanzt sich eine Welle 
fort, wenn dasselbe durch einen Schlag bewegt wird. 

Zur Demonstration der verschiedenen Weilen dienen Zootrop 
und Wellen- Maschine. 

Der einfachste Fall eines elastischen Systems wird durch 
eine grade Pnnkt-Eeihe Pi , P^ .... P„ dargestellt, deren ein- 
zelne Individuen Schwingungen ausfuhren. 
Eine gespannte Saite, welche an einer bestimmten Stelle gezupft 
udrdj kann zur Veranschaulichung derartiger Bewegungen dienen: 
die einzelnen Punkte der Saite schwingen senkrecht zu der Graden, 
welche die Achse der ruhenden Saite bildet 

Wenn die Bewegung jedes Punktes der Reihe als die 
Wiederholung der Bewegung eines bestimmten Punktes er- 
scheint, so sollen die Schwingungen der einzelnen Punkte kon- 
form genannt werden. 

Dabei können die Bahnen der einzelnen Punkte, welche einander 

kongruent sind, durch Translationen in einander übergeführt 

werden. 

In einem bestimmten Zeit- Momente werden die einzelnen Punkte 

im allgemeinen nicht in entsprechenden Punkten ihrer bezüglichen 

Bahnen sein. 

Bei gradlinigen Schwingungen der einzelnen Punkte hat der 

Winkel zwischen der Bahn eines Punktes und der Punkt-Reihe eine 

gewisse Bedeutung: bei konformen Schwingungen, welche hier 

' stets vorausgesetzt werden sollen, ist dieser Winkel für alle Punkte 

der Reihe konstant. 

Da sich die verschiedensten Schwingungen aus gradlinigen 
Schwingungen zusammensetzen lassen, so hat ein solcher Winkd 
eine sehr weitgehende Bedeutung. 

Unter allen Werten dieses Winkels nehmen 0® und 90 *• 
eine hervorragende Stellung ein: man spricht im ersten Falle von 
longitudinalen und im zweiten Falle von transversalen Schwin- 
gungen. 

Analoge Bezeichnungen gelten für die Wellen, welche den Schwin- 
gungen der einzelnen Punkte entsprechen: bei longitudinalen 
Wellen finden die Schwingungen in der Graden statt, welche die 
ruhende Punkt-Reihe aufmmmt, bei transversalen Wellen findeu 
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die Schwingungen normal zu der Graden statt, welche die 

ruhende Punkt-Eeihe aufnimmt. 

Ein ziemlich getreues Büd einer transversalen Wdlen-Bewegung 
liefern WeUen, welche auf einem gespannten Seile durch Er- 
schütterung eines Meinen Bereiches (Anschlagen oder Zupfen) 
erregt werden: die einiselrmi Teüchen schwingen senkrecht zur ur- 
sprünglich gegebenen Achse des Seiles. 

Ein angenähertes Bild einer longitudinalen Wellen- Bewegung 
liefern Wellen, welche in einem ruhenden Komfelde durch einen 
darüber streichenden Windstoß erregt werden : die einzelnen Ähren- 
Twpfe pendeln um einen (tief unten gelegenen) Funkt des Halmes 
und zwar nahezu parallel zur Richtung des Windes, 

Es mag bemerkt werden, da/s unsere Schall-Empfindungen lon- 
gitudinalen und da/s unsere Licht -Empfindungen transversalen 
Wellen entsprechen. 

Bei der Wellen-Bewegung einer Punkt-Reihe P, , P2 . . . Pn 
gehen nicht alle Punkte gleichzeitig durch ihre bezüglichen Ruhe- 
lagen. 

Wenn die Bewegung den Punkt P, zur Zeit [t,] erreicht, so 

verlassen die Punkte Pj, P3, P4 '. ihre bezüglichen 

Ruhelagen der Reihe nach später als Pj, d. h. man hat 

tx <Z t-i <C «n. 

Ein Gesetz, welches den Durchgang der einzelnen Punkte durch 
ihre bezüglichen Ruhelagen regelt, charakterisiert eine bestimmte 
Wellen-Bewegung, d. h. es unterscheidet dieselbe von anderen 
Wellen-Bewegungen, für welche andere Gesetze gelten. 

Wenn man für eine Reihe von Punkten P, , P2, P3 . . . . Pn 
die Zeit-Punkte [ti], [tj] .... [tn] bestimmt, in welchen dieselben 
nach einander durch ihre bezüglichen Ruhelagen gehen, so stellen 
die Quotienten 

Wenn man sich vorstellt, die Wellen-Bewegung habe die Zeit- 
dauern t2 — t, , t, — ti tn — tn _ 1 gebraucht, um be- 
ziehungsweise von P, nach Pg, von P« nach P3 . . . . von P„ _ 1 
nach Pn zu gelangen, so kann man die Quotienten 

ig i j Jl 3 JT'i in •'^n — 1 

t2 tj t3 — t2 tn tn — 1 

als mittlere Geschwindigkeiten der Wellen-Bewegung für die Strecken 
PjPg, P2P3 . . . . PnPn-i einführen. 

Unter einer regulären Welle einer graden Punkt-Reihe, deren 
Elemente sich konform bewegen, soll eine Welle aus gleichmärslgen 
Schwingungen auf graden Linien verstanden werden, welche 
sich mit konstanter Geschwindigkeit fortpflanzt. 

Gewisse Licht- Bewegungen^ z. B. in Kry stallen des regulären 

Wernioke. 19 
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Systems (im Steinsah), stellen in großer Annäherung solche regu-- 
läre Wellen dar. 

Um einen Reehnungs - Ausdruck für eine reguläre Welle 

der oben charakterisierten Art aufzustellen, geht man von der 
Formel aus, welche in der Phoronomie des Punktes (S. 238) fiir 
die Verschiebung (x) bei gleichmäfsigen Schwingungen aufgestellt 
wurde. 

Dort war gefunden worden: / ^.v 

X = r . cos (2 71 . =^J. 

T T 3 T 

Den Zeit-Momenten t = o, -j^, -^, — ^, T entsprechen be- 
ziehungsweise die Verschiebungen x = -|- r, o, — r, o, + ^> so 
dafs der schwingende Punkt bei Beginn seiner Bewegung (t = o) 
die gröfste Entfernung (r) aus der Ruhelage hat. 

Soll die Bewegung aus der Ruhelage beginnen, so hat man 

3 T 

z. B. t' + -j- = t zu setzen : es ist dann 



X' = r . cos 



2 7c (y + t) = ^ • sinr2 7c . y)' 



T T 3 T 

Den Zeit-Momenten t = o, -r-, -^, —t- , T entsprechen be- 

ziehungsweise die Verschiebungen x = o, + r, o, — r, o, so dafs 
der schwingende Punkt bei Beginn seiner Bewegung (t = o) sich 
in der Ruhelage befindet. 

Man nennt r die Amplitude der Schwingung , während man 
den Winkel, dessen Sinus oder Cosinus in Frage kommt j als 
Phasen-Winkel bezeichnet. 

Wenn nun die Punkte Pi, P2 . . . . Pn von einem Punkte Po, 
in welchem die Wellen-Bewegung anhebt, beziehungsweise die Ab- 
stände Ji, yo . . . . Jn haben, so verfliefst bis zu dem Momente, 

in dem Pi seine Bewegung beginnt, die Zeit- Dauer — , falls 

c 

man die Geschwindigkeit der Wellen-Bewegung mit c bezeichnet. 

Wenn also die Schwingung von Po durch x = r.sinj27r.7pj 
dargestellt wird, so gilt fiit Pi die Gleichung ^ ^^ 

xi = r . sin 2 71: f Y — ^^ )• 

Zwei Punkte P^ und Pk« aus der Reihe Pi , für welche 

Jk' — yk =^ n (c . T) 
ist, haben zu jeder Zeit [t] Verschiebungen von gleichem Werte 
und gleichem Sinne: man nennt c.T die ganze Länge (X) der 
WeUe. 

Wenn im besonderen ein Funkt Fi im Zeit-Momente [to] durch 
seine Ruhelage geht, so gehen alle Funkte, welche von Fi um 
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k, J2 \, 3 X entfernt sind, in demselben Zeit-Momente 

[to] in demselben Sinne durch ihre bezüglichen Buhelagen. 

Zwei Punkte Pk und Pk* aus der Reihe Pi, für welche 

ist, haben zu jeder Zeit [tj Verschiebungen von gleichem Werte 

c • T 

und entgegengesetztem Sinne: man nennt — ^ die halbe 

Länge (^) der Welle. 

Wenn im besonderen ein Punkt Pi im Zeit-Momente \to\ durch 

seine Buhelage geht, so gehen aUe Punkte, welche von Pi um — , 

-^-, — ^ .... entfernt sindj in demselben Zeit-Momente \t^ 

im entgegengeseteten Sinne durch ihre bezüglichen Buhe- 
lagen. 

Zerlegt man die ruhende Punkt-Reihe in Strecken von der 
Länge X, so bieten die Punkte, welche ursprünglich die ver- 
schiedenen Strecken von der Länge X bilden, in jedem Zeit-Momente 
dasselbe Bewegungsbild dar, während jeder Punkt alle Verschie- 
bungen des Litervalles — r 0.... + r innerhalb der 

Zeit-Dauer T durchläuft. 




Die Figur 50 stellt das Bewegungsbild einer transversalen 
Welle für einen bestimmten Zeit-Moment dar: die Punkte Pi 
schwingen senkrecht zu PoPn, während die Welle im Sinne PoPn 
fortläuft. 

Die vier Wellenzüge entsprechen in bestimmter Beihenfolge {stark 
ausgezogen^ schwach ausgezogen, stark punktiert, schwach punktiert) 

T T 3 T 
den Zeit 'Momenten o, j' 5"' ~r ' ^^^^^ angenommen wird, 

da/s Ko seine Bewegung zur Zeit „Null^ beginnt. 

Die Erhebungen der Welle pflegt man Wellen-Berge, die 
Senkungen der Welle pflegt man Wellen- Thäler zu nennen. 

Die Geschwindigkeit eines gleichmäfsig schwingenden Punktes 

wurde (Phoronomie des Punktes, S. 238) dargestellt durch die 

Gleichung: r.2 7i: . /^ t\ 
® y = ^.sm( 271.-^1. 

19* 
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Soll diese Gleichung mit der oben für Xi benuzten in Über- 
einstimmung gebracht werden, d. h. soll auch hier die Bewegung 
fiir t = o aus der Ruhelage beginnen, so hat man wiederum 

3 T 

z. B. t = t' -| -jr- ZU setzen, d. h. man gelangt zu: 

V = r . -^ . cos 1 2 7c . ^ I. 

Für die Geschwindigkeit Vi eines Punktes innerhalb der ge- 
gebenen Reihe ist demnach anzusetzen 

Vi = r.-^.cos27r(Y — yj. 

Pufücte in der Entfernung X müssen nach den oben bemerkten 
Geschwindigkeiten von gleichem Werte und gleichem Sinne^ Punkte 

in der Entfernung — müssen nach den oben bemerkten Geschtvin- 

digkeOen von gleichem Werte und entgegengesetztem Sinne 
haben: die Formet für t;, genügt dieser Forderung. 

Das Maximum der Geschwindigkeit ist c = r . -^. 

Die Beschleunigung eines gleichmäfsig schwingenden Punktes 
wurde (Phoronomie des Punktes, S. 239) dargestellt durch die 
Gleichung: a = — k . x. 

Diese Gleichung ist mit der oben fiir X| und Vi benutzten 
Gleichung im Einklang , so dafs hier ai = — k . Xi zu setzen ist. 
Mit wachsendem Xi nimmt die Beschleunigung o,- eu, wahrend 
ihre Richtung dem Sinne ( — ) des wachsenden Xi entgegenge- 
setzt ist. 

Alle diese Beziehungen gelten im Speciellen fiir transversale 
und fiir longitudinale Wellen: im ersten Falle stehen xi und y 
auf einander senkrecht, im zweiten Falle sind Xi und yi gleichge- 
richtet. 

§. 2. Die Komposition regulärer Wellen von gleicher Länge 

und gleicher Geschwindigkeit. 

Wenn dieselbe Punkt-Reihe gleichzeitig zwei Wellen-Bewe- 
gungen unterworfen wird, so setzen sich die beiden Bewegungen 
zu einer dritten zusammen. 

1. 

Die Betrachtung soll zunächst fiir zwei Wellen-Bewegungen 
durchgeführt werden , deren Schwingungen gleichgerichtet sind : 
die Wellen, welche in demselben (A) oder in entgegenge- 
setztem (B) Sinne fortlaufen können, möge übereinstinmien in 
c und T, also auch in X. 
Die Amplituden der Bewegung dürfen der obigen Festsetzung ge- 
mäß verschieden angenommen werden. 



2 TT e] 
cos 
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Die erste Bewegung mag zur Zeit t = in Pi beginnen und 

durch / 1 yd) \ 

xa)i = ri .sin 271 (^-1 _ JL_L j 

dargestellt werden , die zweite Bewegung mag zur Zeit t = in 
P2 beginnen und durch /± ^2) \ 

x(2)i = r^ . sin 2 TT (^ - ^) 
dargestellt werden. ^ ^ 

Bezeichnet man Pj P2 durch e, so hat man bei gleicher 
Fortpflanzungs-Richtung (A) der beiden Wellen 

Pi Po + I>2 Pi = P, P,, d. h. e + y<2>i = y(^)i, 
bei entgegengesetzter (B) Fortpflanzungs - Eichtung der beiden 
WeUen 

PiPi + PiP^ = Pi P2, d. h. y(i)i + y<2)i = e 

anzusetzen. 

Die Gesamt -Verschiebung Xi des Punktes Pi ist in jedem 
Falle durch x^^\ + ^^^\ gegeben. 
I. A. Im ersten Falle ist: 

Xi = ri . sm 2 71 ( ^ — ^ j + r« . sm 2 tt ( ^ — '^ — ^ j 

= sin 2 7c ^-^ -. ^) . jri + rj . 

o /t y^'^\ f . 2 71 e 

+ cos 2 71 f^ - -^j . I r« . sm — jj— • 

Die Substitutionen 

T> 27cd , 27ce, 

R . cos — y — ^ r^ -|- ^2 • cos — ^ — und 

T^ . 2 7c d . 2 7c e 

R . sm — y — = r, . sm — r — 

führen zu: .^ d, ^. 

Xi = R . sin 2 7c (^ - ?y- + Jj. 

Man gelangt hier zu einer Wellen-Bewegung von der Ampli- 
tude R, welche zu einer andern Zeit (Phase) beginnt als die kom- 
ponierenden Bewegungen aus P, und P.2, welche, wie man zu 
sagen pflegt, ihre Amplitude und ihre Phase geändert hat. 

Man hat: /1 ^v 

R2 = r«, 4- r^j — 2 ri r.j cos 2 ^ ( o" — T") ^^^ 

sin 2 7C d ra . 2 7t e 

Die Änderung der Phase gegen die erste Bewegung wird 

durch -f" -Y dargestellt, während die Änderung der Phase gegen 

^ d e 

die zweite Bewegung durch -\ ^ — dargestellt wird. 
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Würde man die zweite Bewegung ^ für welche eine Änderung d' 

güty in den Formeln bevorzugen, so umrde man zu einer Formel für 

. J^nd' , 
stn — ^ — gelangen. 

2 TZ e 
Trägt man ri und r.^ unter einen Winkel — ^ — an einander, 

so stellt die geometrische Summe von r^ und r^ die Gröfse R 

dar, welche mit r^ den Winkel — ^— und mit r^ den Winkel 

— ^ — bildet . Diese Konstruktion hei/st das Fresnelsche Pa- 

ralellogramm. 

Die Gröfse R hängt wesentlich von e ab. s 

Für e = n . X ist R = Tj + ^2, für e = (2 n + 1) 9- 

ist R = Tj — Tj. 

Wenn die beiden Bewegungen in den Amplituden überein- 
stimmen, so ist im ersten Falle R = 2 r, während im zweiten 
Falle R = ist. 

Wenn also hier zwei konforme Wellen in Tunkten heginnen, welche 

um -T , —^ , —^ . . . aus einander liegen , so bleibt die ganze 

Punktreihe in Ruhe. Interferenz. 

I. B. Im zweiten Falle ist: 

Xi = Ti . sm27i (^ - ^j + r, . sm 2n\j^ ^ — l 

Wenn r^ =1 r2 = r ist, so vereinfacht sich diese Formel zu : 

Xi = 2 r . cosTi ( — ^^— j^ j . sin 2 TT (^ — g-yj. 

Hier resultiert für Pi eine Bewegung von der Amplitude 

R.= 2r.co8 7r(^y^'\-^), 

d. h. die einzelnen Punkte schwingen mit verschiedenen Am- 
plituden. 

Für —^ — j = ^ — wird xi zu jeder Zeit Null sein, 

d. h. aUe Punkte Pi , für welche y<')i = (2 n + 1) ^ + |- ist, 

bleiben stets in Ruhe: diese ruhenden Punkte werden Knoten- 
punkte oder Knoten genannt. 

Die einzelnen Knoten bilden eine Reihe, deren Lage durch 

77 + -r» -s- H — 7- > TT H — 7- .... bestimmt wird, d. h. in Ab- 

i: 4 Ä 4 Ä 4 

ständen von halben Wellenlängen liegen Punkte, welche an der 
Bewegung nicht teilnehmen. 

Für ^ [ = -^r- wird xi ein Maximum, d. h. alle 
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X e 
Punkte, für welche y^^\ = 2 n • x "f" o" ^^*' schwingen mit 

möglichst grofsen Amplituden: diese Maximal-Punkte werden 
Banehpunkte oder Bäuche genannt. ^ 

Die einzelnen Bäuche bilden eine Reihe, deren Lage durch -^, 

-^ -| — j- , -^ -) — j-, bestimmt wird, d. h. in Abständen 

von halben Wellenlängen liegen Punkte, welche Maximal -Ampli- 
tuden haben. 
Die Mitte von Pj und F^ "kann als Centrum der ganeen Bewe- 
gung angesehen werden. 

Der zweite Faktor sin 2 ti (,y* ^A ist von y(^>i unab- 
hängig, d. h. alle Punkte befinden sich zu derselben Zeit in glei- 
cher oder in entgegengesetzter Bewegungs-Phase. 

Zur Zeit ^ = — |w -|- y) *^^ ^fte Verschiebung Xi für alle 

Punkte NuU, d. h, sie liegen hier alle auf der ursprünglich ge- 
gebenen Graden. 

Man spricht in diesem Falle (I. B.) von stehenden Wellen, 
weil die Punktreihe in lauter Teile zerfällt, welche konform 

schwingen : die Länge eines solchen Teiles beträgt -^. 

Die Erzeugung stehender Wellen ist für Messungen von X von 
hoher Wichtigheit. 

Wird e. B. eine Glasröhre, deren innere Wandungen leicht mit 
Lycopodium eingestäubt ist, durch Beiben mit einem leinenen Lappen 
{Handtuch) in longitudinale Schwingungen versetzt, so folgt das 
Lycopodium der Bewegung und markiert die Knoten und Bäuche 

der Wellen, so da/s man — direJU messen Jeann. Kundtsche 
Staubfiguren. "^ 

Bei der stehenden Transversal -Welle, die durch Figur 51 dar- 
gestellt wird, sind die Knoten durch Kq, K^, K^ und die 

Bäuche durch Ki,Kn,K^ bezeichnet worden: 

Die Abstände K^ K^, K^K^ . . . . und K^ K^, Z3 ^5 . . . . 

haben die Gröfse -^, wenn die zusammerä/retenden Wellen die 
Länge X haben. 



Die ganze Bewegung setzt sich aus den Jconformen Teil-Bewe- 



gungen der Stüäce E„ K,, Ki K^, 

gki^eeUig senkrecht sa P^ P, ihre Schwwigungen voBfü 



Wenn nun die Schwingungen zweier Wellen nicht 
gerichtet sind, so tritt io jedem Punkte Pj eine Verscfai 
ein, welche ans den gegebenen Verschiebungen durch geoi 
Addition (Parallelogramm) herzuleiten ist. 

Hier sollte sich Pj gleichzeitig auf zwei Graden Ii ni 
wegen, welche einen bestimmten Winkel tp einschliefBen. 

Für die beiden Graden mag wiederum heziehungsw^ 



x*>', = ri . sin 2 Jc 



fi 



rh) 



und 



I«), = r, . sin 2 it (i - ?^) 
gelten. VT X / 

Wenn die beiden Wellen in gleichem Sinne (Pi ] 
schreiten , wie hier ein für alle Mal angenommen werden 
ist wiedenun y"'i = e -|- y<*>i, d. h. man hat 

ZU setzen. '> * *■ / 

Führt man ein orthogonales Erenz BQS ein, m. 
Achse HB durch I| und 
ziehungsweise die Winkel a, 
gebildet werden, so ist (F 
a, — otj = <p; die Achs 
welche durch Ü geht, tritt i 
meinen aus der Ebene der Z 
heraus, während Fi vor Be 
Bewegung mit S zusammen 
Die Verschiebungen x*"i 
kann man nach diesen Ac 
ziehungsweise in zweiKomf 
Paare g™, und t]<'J| und 
5]<ä)| zerlegen, so dafs auf S 
Verschiebung |(»>i + ^«>( 
BSE' die Verschiebung if^ 
in Rechnung zu bringen ist 

y^ 
X 

yCD, 




Man hat: 

Ei = F" 


+ 5"', = 


Tl . 


cos«, . sin 


2k 


a- 


+ 


r, ,eoBe<, 


. sin 


-(4- 


ja_ 


— e 


■n, = i»> 


+ 1">. = 


r, 


sin tti . Bin 


2it 


a- 



- r^ . sin ocj . sin 2 n 



(t 
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Nach dem oben Gegebenen erbalten J^i lu^^ ^i beziehungs- 
weise die Formen .t y(»), — a,\ 

5i = Ai . sm (-^ — ^ — j^ — j 

T> . /t y<»)i — b,\ 
»j, = Bi . sm f ^ — ^-y — !j- 

Setzt man ai — bi = d , so führt die Entwicklung zu der dio- 
phantischen Gleichung 

(ly+(l)'-4•l•"=^='^•'-^'• 

Innerhalb der durch I^ und I2 gelegten Ebene durchläuft 
also Pi eine Kurve , deren Gleichung im Koordinaten - System 
(§, ig) vom zweiten Orade ist, die sich also im allgemeinen 
als ein Kegelschnitt und zwar als Ellipse darstellt. 

Hier treten elliptische Schwingungen ein *). 

Die Größe und Lage dieser Ellipse, deren Centrum die ur- 
sprüngliche Buhelage (Q) von P,- ist, hängt von Ai und Bi 
und von d , d, h. von r^ und r^ und e und außerdem von 
dl — 02 = 9 a&. 

Bei physischen Bewegungen stehen die 8chwingungs-Bich- 
tungen des öfteren auf einander senkrecht. 

In diesem Falle, wo cp = 90** ist, kann man das Achsenkreuz 
unmittelbar mit I^ und I2 zusammenfallen lassen. 

Setzt man hier /^ (i) >^ 

gl = ri . sin 2 7c (-^ - ^ j, 

rj, = r-i . sm 2 71 ( ^ — ^ — ^ — I, 
so gelangt man zu der diophantischen Gleichung 

Da hier gi und t]; auf einander senkrecht stehn, so folgt bei 
geometrischer Addition für die Gesamtverschiebung 

Pi = i/iv+55- 

Der radius vector QPi bildet mit QE einen Winkel j, welcher 
sich durch tang j r= -^- bestimmt. 

Wenn cp ^ 90^ ist, so müssen Ai, Bi und d wirklich dargestellt 
werden , was allerdings eine längere Bechnung erfordert, ohne je- 
doch theoretische Schtvierigkeiten eu bereiten. 



1) Da die Kurye geschlossen ist, so gelangt man zu einer Ellipse. Die 
Erkenntnis der schon früher (Seite 240 nnd Seite 266) behandelten elliptischen 
Schwingungen erhält hier eine Erweitemng, welche mit dem Seite 236 etc. Gege- 
benen genau korrespondiert. 
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Nachdem die genannten Größen festgestellt sind, gelten alle im 
Specialfall (9 = 90^) für r^, ^2 und e gemachten Schlüsse mittel- 
bar für Ai, Bi und d. 

Ffir den Fall^ dafs 7 = OO"" ist^ gilt Folgendes: 

A. Wenn ± — ^ — = 0, 71, 2 tt, . . . . ist, d. h. wenn ± e 

X 2 X 
die Werte 0, -<^, -^^, . . . hat, so reduciert sich die Gleichung 

der Ellipse auf 

(^^(t^^^f=o,a...a.(l.|y- 

Beträgt e eine grade Anzahl halber Wellenlängen, so ist 



= 0. 



statt der Ellipse 



iL = ^ = 0, d. h. ^ = ^ 

Ti T2 rix T2 



zu setzen: die Bahn (I) ist eine Grade, welche durch die Winkel- 
räume SQH und S^SiH* geht und diese in ein bestimmtes Ver- 



hältnis 



is fgegeb 



en durch 






teilt. 



Beträgt e eine nngrade Anzahl halber Wellenlängen, so ist 

statt der Ellipse 

Il + ^ = o, d. h. ^=-L' 

ri ' rg Tji r^ 

zu setzen: die Bahn (II) ist eine Grade, welche durch die Winkel- 
räume B^ QH und SüH* geht und diese in ein bestimmtes Ver- 



hältnis 



(gegeb 



en durch 



-) 



teilt. 




II beziehungsweise durch tang ^i 
geben ist. 



Im ersten Falle (J) sölUe 
(Figur 53) Pi gleichzeitig in 
A und T beziehungsweise in 
X' und Y* sein, im zweiten 
Falle (71) sollte Pi gleichzeitig 
in X' und Y beziehungsweise 
in X und Y sein. 

Die Amplitude (ß 8,) der 
resultierenden Bewegung ist in 
beiden Fällen gegeben durch 

während die Lage von I und 
= — und tang ^2 = 9^' 



Bezeichnet man 2 tz i-^ — ^M mit to, so ist hier für I 

und II beziehungsweise 5« = r^.siniii, rjj = r2.5tn(j) und 
g,. = ri . si« cö , 7j, = — r2 . sinid zu setzen , so dafs stets 

p,. = l/r^i ^ r\ . sinto resvMiert. 



\ 

j 
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B. Wenn ± — ^ — = -^, -^, -^, .... ist, d. h. wenn 

db e die Werte ~r, —7-. — j-, hat, so reduciert sich 

4 4 4 

die Gleichung auf /EX« /-nX^ 

(ä;) + (b'J = ^• 

Hier hat die Ellipse, welche als Bahn von Pi resultiert, die 
Achsen üSuni ÜB.rjj^ ^3^ ^ 5^ 

j?ur e .... ^, 4''~4' 4' 

/t y^^>i\ /t y<*>i\ 

ist §1 = ri . sin 2 7t ( m — ^^— jund Yji = r2.cos27r(-^ — ^1- 

^. 5X X3X7X 

^^ ^ .... ^ , 4 ' 4 ' 4 ' • • • • 

ist 5, = ri . sin2 ^ ( m — ^ ) und rji = — rj . cos27c{ ^ — ^ I- 
Setzt man wiederum 2 tz i-^ — ^y-j = to, so hat man für 

TZ ' 2 TZ i TZ 4:TZ . , ^„ 

ü) = "ö^, -^, -^, -^, mi ersten Falle 

(^1, >]i) = (+r., 0), (0, - r^), (-r,, 0), (0, + r,) 

und im zweiten Falle 

(&, >Ji) = (+rM 0), (0, + r^), (-r,, 0), (0, - r^, 
d. h. im ersten Falle, wo 

^■" 4' 4'+ 4' 4'----- 

ist, wird die Ellipse im Sinne eines Uhrzeigers und im zwei- 
ten Falle, wo 5_X _ X^ 3^ ^X 

^~ 4' 4' 4' 4' 

ist, wird die Ellipse umgekehrt zn dem Sinne eines Uhr- 
zeigers durchlaufen. 
JDa 5, undfii von y^^\ abhängen, so befinden sich hei konformer 
Bewegung aller Ptmkte Pi, welche wir stets voraussetzen, die 
eineeinen Punkte Pi nicht an entsprechenden Punkten ihrer Bahn- 
Ellipsen. 

Wefin J, und 1^ in ihrer Lage zwei Transversal- Wellen ent- 
sprechen, so bildet die Gesamtheit aller elliptischen Bahnen einen 
Cylinder, dessen Achse dv/rch die ruhende Punktreihe Pi . . . . P« 
bestimmt vnrd. 

Die Achse des Cylinders ZÜZ' bildet hier mit den Achsen 
SiSiiS'i und HiQiH'i ein orthogonales Kreuz, 

Denkt man durch alle Punkte Pi entsprechende Koordinaten- 
Ebenen gelegt, so dafs man innerhalb jeder dieser Ebenen den 
Winkel (9^) von p, gegen die Achsen Q Bi und Si Hi bestimmen kann, 
so ist stets 
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li = pi ' cos cp, und Tji := p/ . sin (p* 
zu setzen, d. h. man hat 

fang 9. = ^ = ±^ . tang 2 n (^ — ?y^j. 

In einend bestimmten Zeit-Moment {t = constans) haben je 
zwei Funkte P, und P^i, welche um eine Wellenlänge 



/^ tüU^-J^ = :^\ 



von einander abstehen, entsprechende Stellung^ während <p, dar- 

zmschen das Intervall cp/ 9»- -f- ^ tt einmal durchläuft: 

die PunJcte Pi befinden sich in jedem Zeit-Momente auf einer 
Schraubenlinie von der Ganghohe X. 

Da jeder Punkt (t^^i = constans) innerhalb der Zeit-Dauer T 
eine Ellipse in Übereinstimmung oder im Gegensatz zur Uhrzeiger- 
Bewegung durchläuft, so dreht sich die Schraube in analoger 
Weise, während der Zeit-Dauer T einmal um und zwar um 
einen vollen Schrauben-Gang, 

Es verdient bemerkt zu werden, dafs innerhalb eines Intervaües 
(X) der absolute Betrag von tang^i und demnach auch der von 
(f/ selbst für konstantes t mit wamsendem y^^i abnimmt^ dafs sich 
die Schraube also im entgegengesetzten Sinne zu ihrer 
Drehung windet. 

Bei physischen Bewegungen ist des öftem r^ = r2 *= r zu 
setzen, so dafs die Gleichung der Ellipse in 

52, + ri\ = r« 

übergeht, falls ± q = -j-, -j-, -^ ist. 

Unter diesen Umständen ist die Bahn eines Punktes Pi ein 
Kreis. 

Solche Bewegungen^ bei denken bei transversalen Wellenzügen statt 
der Schraubenlinie auf dem elliptischen Cylinder eine gewöhnliche 
Schraubenlinie auftritt, sind vorhanden, wenn Lichtstrahlen in be- 
stimmter Weise durch gewisse Krystallplatten hindu/rchgehn: man 
spricht hier im Gegensatze zu gradlinig polarisiertem und ellip- 
tisch polarisiertem Lichte von cirkular polarisiertem Lichte. 
Damit sind die Mittel für die Kömposition zweier regu- 
lärer Wellen (von gleicher Länge und gleicher Geschwindigkeit) 
innerhalb einer graden Punktreihe gegeben: man gelangt im 
allgemeinen zu ebenen (elliptischen) und im besonderen zu grad- 
linigen Schwingungen. 
Die Vereinigung zweier longitudinalen Wellen wird durch die 
sub I gegebene Betrachtung dargestellt, während die Vereinigung 
zweier transversalen oder einer longitudindlen und einer trans- 
versalen Welle den sub II gegebenen Entwicklungen entspricht: 
im ersten Fälle finden die Schwingungen in einer Ebene statt, 
welche die ursprünglich gegebene Punktreihe in sich aufnimmt, 
im zweiten Falle finden die Schunngungen in einer Ebene statt. 
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welche die ursprünglich gegebene Punktreihe unter rechtem Winkel 
schneidet. 

Bei anderer Lage der Schwingungs- Ebene kann keine Kompo- 
sition der oben bezeichneten Art stattgefunden haben. 

Bei der Yereinigniig Ton n Wellen (n > 2) treten im all- 
gemeinen keine ebenen Schwingungen ein. 
Die Verschiebungen von Pi lassen sich stets nach drei Achsen 
zerlegen, so da/s z. B. immer eine longitudinale und zwei 
transversale Gesamt-Komponenten entstehen können. 

Die Vereinigung von n gleichlaufenden Wellen von glei- 
cher Schwingnngs-Richtnng führt stets zu einer Bewegung der- 
selben Art zurück. 

Nur auf den Fall L A. läßt sich der oft benutzte Satz an- 
wenden: Wenn zwei gleichartige Bewegungen eine Bewegung der- 
selben Art liefern, so lassen sich auch beliebig viele (je zwei) 
Bewegungen derselben Art zu einer gleichgearteten Bewegung 
zusammensetzen. * 

Zur Demonstration der Vereinigung der hier besprochenen 
Schwingungen bedient man sich eines federnden Stabes von qua- 
dratischem Querschnitt. 

Klemmt man einen solchen Stab an dem einen Ende ein, so 
dafs seine Längs- Achse vertikal steht, so schwingt der Diagonal- 
punkt der oberen quadratischen Stirnfläche bei einem Anstofs in 
Richtung der einen oder der andern Mittellinie des Quadrates 
innerhalb derselben Zeit (T) einmal hin und her, während die 
AmpUtude der Schwingung von der Stärke des Anstofses ab- 
hängt. 

Man giebt dem Stabe zunächst einen Stofs in Richtung der 

einen Mittellinie und läfdt den einen Stofs in Richtung der andern 

Mittellinie folgen: je nach den inzwischen verflossenen Zeiten 

treten elliptische, kreisförmige oder gradlinige Schwingungen des 

Diagonalpunktes ein. 

Man macht den Diagonalpunkt durch eine Meine spiegelnde 

Metallfläche, die nach oben konvex gekrümmt ist oder durch eine 

kleine mit Quecksilber ausgefüllte Vertiefung für das Auge 

kenntlich. 

Derartige Stäbe sind zuerst von Wheatstone^) konstruiert 
worden, während später von Lippich ^) und Melde*) fast 
gleichzeitig statt dessen federnde MetaUsi/reifen angewandt wurden. 



i\ Qufiterly Journal of science etc., Neue Folge Nr. 11. 

2) Sitzungsbericht der Wiener Akademie, Bd. XLV und Poggendorff 
Annalen, Bd. OXYII. 

3) Poggendorff, Annalen, Bd. CXV. 
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f. 3. Komposition re^^ärer Wellen von gleicher Geschwindigkeit. 

Die Gleichnng c . T = X fuhrt für zwei verschiedene Wellen 
zu der Proportion c T X 

C2 • A 2 ^2 

T X 

Wenn c, = C2 ist, so resultiert m^ = y^, d. h. für regu- 

I2 A2 

läre Wellen Yon gleicher Geschwindigkeit yerhalten sich die 

Schwingungs-Perioden (T) der bezüglichen Punktreihen wie die 

Wellenlängen. 

In der Physik sind des öftem WeUen einer Punkireihe zu he- 

trachten, welche bei verschiedenen X erfahrungsmä/sig dasselbe c 

haben, so da/s c hier eine Konstaiüe darstellt, wd(^ nickt von 

der Form der Bewegung, sondern oMein von der Beschaffen^ 

heit des Materials abhängt. 

I. Die Seliwiligiings - Richtungen der beiden Wellen seien 
gleichjgerichtet. , 

Hier wird die Gesamt-Verschiebung (xi) eines Punktes Pi ge- 
geben durch Xi = x(^>i + x(*>i, d. h. durch 

/ t y(^>i \ / t Y^^h \ 

X. = r. . sm 2 « (^ - l^J + r, . sin 2 ^ (^ - y . 

Da sich die Grö&e Xi hier nicht als 



R .sin 2 



"ir-'i) 




darstellen läfst, so gelangt man nicht zu gleichmäfsigen 
Schwingungen, d. h. Pi bewegt sich hier zu beiden Seiten der 
Ruhelage nicht in analoger Weise. 
Eine solche Bewegung stelM man dar, indem man die Wellen aus 
Pi und P2 zeichnet und für jeden Punkt Pi die beiden Verschie- 
bungen algebraisch vereinigt. 
Für zwei transversale 
WeUen, bei denen 

Xi.X, = Ti:T2=l:2 
ist, geujinnt man, falls beide 
Bewegungen von' demselben 
Punkte {y^^^i = «/^^\) aus- 
gehen, das nebenstehende Bild 
{Figur 54), für dessen Konstruktion ri = rg gesetzt wurde. 

Die Betrachtung läfst sich hier leicht auf beliebig viele 
Wellenzüge ausdehnen. 

n. Die Schwingungs-Richtnngen der beiden Wellen seien 
nicht gleichgerichtet. 

Hier wird die Gesamt-Verschiebung (xi) eines Punktes Pi durch 
geometrische Addition von sS^'^i und x(2)j gegeben: Die einzelnen 
Punkte Pi, P2, . . . . Pn beschreiben innerhalb eines bestimmten 



54. 



— 303 — 

Zeitteiles von beliebiger Gröfse im allgemeinen verschiedene Kurven, 
während aufserdem die Bewegungen, welche einen bestimmten 
Punkt Pi innerhalb verschiedener Zeitteile ausführt, im allgemeinen 
niemals konform sind. 

Zur Veranschaulichung dieser Verhältnisse diene die Betrachtung 
des folgenden Specialfalles: Die Bewegungen mögen gleich ^ 
zeitig im Punkte Pq beginnen und normale Schwingungs- 
Bichtungen und gleiche Amplituden haben. 

Wenn nun Ti und T^ relativ wenig differieren, so kann man 
Ti = T2 + s setzen, falls man durch e eine relativ Meine 
Gröfse bezeichnet 

Hier wird zunächst eine gradlinige Schwingung eingeleitet^ 
deren Bichtung den Winkel der gegebenen Schwingungs- Bichtungen 

halbiert. 

Nach Ablauf der ZeiUDau^r T^ würde Pq , falls es nur der 
zweiten Schwingung folgte, durch die Buhelage gehen, wahrend es, 
falls er nu?r der ersten Schmngung folgte ^ erst nach Ablauf der 
Zeit-Dauer T2 + £ ^^^^ Buhelage erreichte, so da/s jetzt für 
einen Moment zwei Schwingungen mit geringer Phasen-Differenz 
(e) vorliegen, deren Vereinigung zu einer schmalen Ellipse führen 
würde. 

Da die Differenz der Phase mehr und mehr wächst, so ent- 
sprechen auf einander folgende Momente Ellipsen, die nach und 
nach in einen Kreis übergehen, auf welchem wiederum eine Beihe 
von Ellipsen und eine Grade folgt. 

Von dieser Graden, welche die erste Schwingungs- Bichtung 
unter recMetn Winkel schneidet, führt wiederum eine Beihe von 
EUipsen mittelst Durchganges durch einen Kreis zur ersten Graden 
zurück. 

Dabei durchläuft Pi Kurven, welche stetig veränderlich sind, so 
da/s man streng genommen nur von der Kurve sprechen darf, 
tvelche entstehen würde, wenn von einem bestimmten Zeit-Moment 
ab {d. h. wenn eine bestimmte Phasen-Differenz erreicht ist) nun 
T^ = T2 ^u setzen wäre. 

Wenn T^ und T^ in einem rationalen Verhältnisse stehen, 
wenn man z, B. T, : T2 = 201:200 hat, so ist in einem be- 
stimmten Zeitmoment für jede der Teil-Bewegungen eine 
ganze Anzahl von Schwingungen verflossen: hier tritt von 
Zeit zu Zeit eine Wiederholung der Bewegung ein. 

Wenn Ti und T^ nicht in einem rationalen Verhältnisse stehen, 
wenn man z. B. Ti : To = 201: 66 . tc haty so ist in keinem 
Zeitmoment für jede der Teil-Bewegungen me ganze 
Anzahl von Schwingungen verflossen: hier tritt niemals eine 
Wiederholung der Bewegung ein. 

Im ersten Falle, wo Ti : T2 = m:n ist, hat man nach Ablauf 
der Zeit n Tx = T = m T2 analoge Verhältnisse wie bei 
Beginn der Bewegung: die äußerst komplizierte Kurve, welche 



"1 

r. 
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Pi jedesmal mnerhaJb der Zeit T beschreibt, läßt sich aus einer 
Beihe von stetig veränderlichen Kurven von rdativer Einfachheit 
zusammengesetzt denken. 

Im zweiten Falle, wo das Verhältnis Ti : T^ irrational ist, wo 

also --/- = y t zu setzen ist, treten nach Ablauf der Zeit 

n Ti z=: T = m T2 annähernd analoge Verhältnisse ein wie 
bei Beginn der Bewegung, ohne dafs doch eine wirMiche Wieder- 
holung stattfindet. 

Wenn T^ den Wert q . Tj hat, so ist auch Xi = q . X2 zu 
setzen, d. h. man hat / i. vU) \ 

x<i)i = ri . sin 2 Tc L^ — ^\ und 



xWi = r,.sin2 7iq(^-^). 



Setzt 



und 



Für Wellen gleicher Richtung ist j^^\ = j^^\ — e, so dafs 
sich ergiebt: , ^ (d v . v 

x<2)i = r^ sin2 n q (-^- ~ l^\ cos 2 ti ß^\ 

+ ra cos 2 7c q f ^ — ^\ sin 2 n (^^\ 

Wenn q eine ganze Zahl ist, so läfst sich sin q od und cos q (o 
durch sin co und cos (o ausdrücken. 

man 2 tc (-^ -. — | = to, so ist srnw = — 

_ \li Ai / ri 

=: 1/1 — ( — -\ , d. h. es läfet sich durch Entwicklung 

von sinqd) und cosqto eine diophantische Gleichung zwischen 
x(*>i und x(*>i aufstellen, so dafs die Bahn von Pi innerhalb des 
Intervalls Ti stets durch dieselben Beziehungen bestimmt wird. 
Mr Ti = 2 r«, d. Ä. für q = 2 resuüier t e. B. 

ci<^\ = ±1 2 a^^i , — . j / i — ( — - ) - cos —^ — 



cosco 



M'-H^)']-^ 



4 TZ e 




5S. 



Wenn kein Phasen- Unterschied {e = 0) vor^ 
kandenist, sohai man: 

x^'\= ± -^^'^.^ .|/l - (^y oder 

(rx J^^\Y - {2 r, x«.)' [i - (^J] = ^• 

Bei der KamjposUion transversaler Sckwin- 
gnngen ist also die Bahn van P, für Ti = T« 
und e= eine Kurve vierten Grndes: diesdbe 
ist inFignröö färda^FaU ri =^r^daryesidU. 
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Für c = "ö" hat man: 

.»,=.[.-.(f;]. 

Bei der Komposition transversaler Schwin- 
gungen ist also die Bahn von Pt für 

Ti = J2 T2 und e =:^ — ein Parabeh Stück. 
Man hat hier , ^ „.^ 

xi2). -s n . sin J^Tzi-^ -<-*] und 



x^'\ = r^.cosdnl^^^-^^y 




56. 



d, h. die Werte von oc^^\ und oi^^\ errei- 
chen beziehungsweise höchstens die Oröfse ri 
und ^2. 

Das betreffende Parabel-Stüdc , auf welchem Pi hin- und her- 
schwingt, ist in Figur 56 für den Faü rx ^= 2 r^ dargestdÜ. 

Wenn q eine Rationalzahl ist, so erscheint q als Quotient 
zweier ganzer Zahlen m und n ; man kann hier zwei Gröfsen T und 
X einfuhren, für welche gilt n . Ti = T = m . Ta undn.Xi = X = m . Xj. 

Demnach ist / ^ ^(i) v 

x(i)i = ri . sin 2 TU n ( 7p — ^ j und 



x(2)i = r2.sin2 7üm(^ — ^^V 



Für Wellen gleicher Richtung ist y(*>i = j^^h — e, so dafs 

x(^>i = r, . sin n (0 und 

x(2)i = ro . sin m (0 . cos 2 7c (— jt-) + r2 . cos m ü) . sin 2 71 \^~) 

resultiert, falls (o = 2 tt ( 7= — ^-~- 1 gesetzt wird. 

Da sich sinmco, cosmto und sinnw, cosnw durch sinw, 
cos (0 ausdrücken lassen, so entstehen zwei Gleichungen, aus wel- 
chen mit Hülfe von sin^ (0 -f- cos^ w = 1 die Gröfsen sin o) und 
cos (!) eliminiert werden können : es resultiert eine diophantische 
Gleichung in x^*>i und x(2)i, so dafs die Bahn von Pi innerhalb 
jedes Intervalles T durch dieselben Beziehungen dargestellt 
wird. 

Bei der Vereinigung transversaler Schwingungen stellt die Glei- 
chung «wischen x^^\ und' x^^\ wieder eine Kurve dar, welche mit 
Hülfe eines Koordinaten-Systems Xi X.^ aufgezeichnet werden 
kann. 

Zur Demonstration dieser Verhältnisse (vergl. S. 301) dienen 
federnde Stäbe, welche sich bei einem Anstofse in bestimmter 
Richtung mit einer andern Schwingungsdauer bewegen, als wenn 
sie senkrecht zu dieser Richtung angestofsen werden. 

W e r n l c k e . 20 
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Benutzt man einen Stab mit einem rechteckigen Querschniä, 
dessen Seiten nur wenig differieren, so ist Ti = T, f- e zu 
setzen : Bei gleichzeitigem Anstoße in Sichtung der beiden Mittet- 
linien eines Querschnittes werden gradlinige Schivingungen einge- 
leitet, welche langsam in elliptische Schwingungen überzugehen 
scheinen, um dabei vorübergehend kreisförmig zu werden etc. 

Bei rationalem Verhältnisse T\ : T^ = m:n wird dabei jedes- 
mal innerhalb der Zeit n Ti = T = m T2 eine Kurve beschrieben, 
welche sich scheinbar aus einzelnen Ellipsen zusammensetzt. 

Zum Studium dieser Verhältnisse dient unter Anderem*) das 

Vibrations-Chronoskop von Lissajous^), dessen Verbesserung 

man Helmholtz*) verdankt: man betrachtet durch eine vertikal 

hin- und herschwingende Lupe (Objektiv des Mikroskops) einen 

bestimmten Punkt einer horizontal hin- und herschwingenden 

Stimmgabel. 

Die Lupe ist an einer zweiten Stimmgabel befestigt, wdche ihre 

Schwingtmgen an diese überträgt, während das Auge vor einem 

feststehenden Linsen- Systeme (Ocular des Mikroskops) ruht. 

Als Beobachtungs- Punkt auf der ersten Stimmgabel dient die 
Kuppe eines Quecksübertröpfchens oder die Spitze eines Stärke- 
körnchens. 

Die beiden Bewegungen setzen sich zu einer Bewegung zu- 
sammen, welche für das Verhältnis Ti : T2 charakteristisch ist : in 
einfachen Fallen (1 : 2 oder 2 : 3 etc.) kann man aus der Gestalt 
der Kurve unmittelbar das Schwingungs-Verhältnis der beiden 
Gabeln erkennen. 

Ersetzt man die horizontale Schwingungs- Bewegung {yergl. S. 236) 
durch eine gleichförmige Bewegung auf einem horizontalen Kreise, 
so kann man diesen als Norntalschnitt eines (vertikal stehen- 
den) Kreis -Oylinders auffassen, auf dessen Mantelfläche die 
vertikale Schwingungs-Bewegung vor sich geht. Denkt man nun 
den Mantel dieses Cylinders auf einer Ebene abgerollt, so läßt 
sich die Komposition der Bewegungen in dieser Ebene dar- 
stellen: um das wirkliche Schwingungsbild zu erhalten, hat man 
das ausgebreitete Mantel- Stück mit der aufgetragenen Konstruk- 
tion wiederum zu einer Cylinder- Fläche zusammengerollt zu 
denken. 

Wenn das Verhältnis Ti : T2 wiederum q ist, so kommeii auf 
die Peripherie des Cylifider- Schnittes, welche zu einer Graden 
aufgerollt erscheint, eine voUe Schwingung {Hin- und Her- 
gang) der ersten Gabel und q voUe Schwingungen der zweiten 
Gabel. 
Für q •= 3 entsprechen drei volle Schwingungen der zweiten 



1) Z. B. das graphische Verfahren von Savart und Duhamel. 

2) Lehre von den Tonempfindnngen, 1863, S. 138. 

3) Annales de chimie et de physiqne, Dritte Folge^ Bd. 51. 
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Gaibd einer voUei\ Schwingung der ersten Gabel, so da/s auf dem 
abgerollten Mantelstücke die durch Figur 57 dargestellte Kurve 





erscheint, welche nach dem Zusammenrollen, wobei AB auf A' H* 
fällt, die durch Figur 58 bezeichnete Gestaltung gewinnt. 
Die Figur 58 ist charaUeristisch für das Verhältnis 

TyiT^ = 3:1. 



3 3 

Für q = — entsprechen — 



volle 




Schwingungen der zweiten Gabel einer 
vollen Schwingung der ersten Gahel, 
so da/s auf dem abgerollten Mantel- 
stücke die durch Figur 59 darge- 
stellte Kurve erscheint, welche nach 
dem Zusammenrollen auf dem Cy- 
linder die durch Figur 60 bezeichnete 
Gestaltung gewinnt 

Die Figur 60 ist charakteri- 
stisch für das Verhältnis 
Ti : T^ = 3 : J2. 

Bei der Konstruktion der Figur 
ist vorausgesetzt, da/s beide Bewe- 
gungen gleichzeitig in beginnen: 

wenn die Vertikal-Bewegung früher oder später beginnt, so 
erscheint der supponierte Cylinder ein wenig gedreht, ohne da/s 
die Figur des Mantels ihr Charakteristikum einbüßt. 

Wenn q eine Irrational- Zahl ist, welche nahe bei der Bational-Zahl 

— liegt, so spielt eine Beihe von Punkten Oi, O2, 0« 

nach einander die Bolle von 0, d. h. die Figur der Schwingung, 

m 

welche für— charakteristisch ist, rotiert in bestimmtem Sinne, 
' n ' 

20* 
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Hat man die Schwingungs-Dauer einer vorgdegten Gabel in 
ihrem VerhaUnis zu der ein für oBe Mal gegebenen Schwingungs- 
Dauer der Lupen-Gabel zu untersuchen, so sMiefst man aus 
der charakteristischen Figur zunächst auf das Batianal- Verhältnis 
ffi : n und leitet dann erst einen angenäherten Wert von q her '). 

Die Voraussetzung dieses Paragraphen, dafs nämlich die 
Fortpflanzmigs-Gesehwmdigkeit der Wellen für den Bereich 
der Bewegung unter allen Umständen eine Konstante ist, scheint 
bei den physischen Körpern fiir longitudinale Wellen yorhanden 
zu sein, während dieselbe hier für transversale Wellen nur dann 
angenähert erfüllt ist, wenn die Wellenlänge den Verschiebungen 
der einzelnen Punkte gegenüber einen relativ groisen Wert hat. 

Da unsere Schall-Empfindungen longitudinalen Wellen ent- 
sprechen, so ist die Schall-Geschwindigkeit für homogenes Material 
eine Konstante , deren Wert in freier trockener Luft von 0** drca 
330,30 m betraf. 

$. 4. Homogene und heterogene Pnnkt-KoHtmnA. 

Wenn alle Punkte eines Kontinuums gleichartig sind, so 
breitet sich eine Wellen-Bew^ung von ihrem Ursprünge aus 
in gleicher Weise nach allen Seiten aus, d. h. alle Punkte, welche 
auf Kugelfläehen aus liegen, befinden sieh in demselben Bewe- 
gungs-Zustande. 

Besdtreibt man um Kugeln von den Badien X, j2 X, 3 X , 

so beginnen die PufMe der Oberflädie dieser Kugeln ihre Sd^win-- 
gungen gleichseitig mit 0. 

Wenn niflit alle Punkte eines Kontinuums gleichartig 

sind, so breitet sich eine Wellen-Bewegung von ihrem Ursprünge 
aus nicht in gleicher Weise nach allen Seiten aus, d. h. Punkte 
von gleichem Bewegungs-Zustande werden hier nicht auf Kugel- 
fläehen liegen, die zu konzentrisch sind. 

Die Flächen, auf denen sich die Punkte von gleichem Bewe- 
gungs-Zustande anordnen, nennt man Wellen-Flächen. Eine Grade 
aus dem Punkte 0, in welchem die Erregung begann, heifst ein 
Strahl. 

Im allgemeinen werden die Wellen-Flächen durch die Strahlen 
nicht unter rechten Winkeln geschnitten. 

Für bestimmte Substanzen (z. B. SteifisaU) liegeti die Funkte 
vom gleichen Beicegungs-Zu^ande auf Kugeln^ für andere (^. B. 
Kallspath) gleidiseitig auf Kugeln und EUipsoiden , für andere 
wiederum auf anderen Flächen: man spricht daher von der 
Wellenfläche einer bestimmten Substanz. 

Ebene WeUeftflächen treten bei Schtcingungen im homogenen 
Kontinumm eiuy wenn der Urspntng der Bewegung nnendlid^ 

1) v«^. w. 2. 
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fem liegt, d. h. diese WeUenflächen sind Kugdoberßäcken^ deren 
Radius iiber aMe Grenzen gewaehsen ist: dem Lichte der Sonne 
entsprechen Wellen-Bewegungen, welche mit grofser Annäherung 
als Bewegungen von ebener Wellenfläche aufgefaßt werden 
Joannen. 

Wenn ein heterogenes Kontinunm in mehrere homo- 
gene Kontinua zerfällt, so gilt das oben Bemerkte für jedes ein- 
zelne Glied der ganzen Gruppe, während für die Grenze je zweier 
Kontinua besondere 'Betrachtungen notwendig sind. 

Zur Veranschaulichung dieser Verhältnisse mag daran erinnert 
werden, da/s einem von Luft umgebenen Beobachter ein Fisch im 
Wasser an einem andern Orte zu stehen scheint, als er in Wirk- 
lichheit steht, während Gegenstände in der Luft ihre richtige 
Stellung behalten: an der Grenze von Luft und Wasser erscheint 
die Bewegung, welche unsern Licht-Empfindungen entspricht, in 
bestimmter Weise modifiziert. 

Erfahrungsgemäfs teilt sich eine Wellen-Bewegnng an der 
Grenze zweier physischen Körper, welche annähernd als ho- 
mogene Kontinua aufgefafst werden können, im allgemeinen in 
zwei Bewegungen, von denen die eine in den noch nicht be- 
wegten Körper übertritt, während die andere in den Körper 
zurückkehrt, in welchem der Vorgang begann. 

Wenn die Grenzfläche der beiden Körper eine Ebene ist, so 
kann man senkrecht zu dieser durch jeden gegebenen Strahl eine 
Ebene legen, welche dessen Einfalls-Ehene genannt wird. 

Ergänzt man Strahl und Einfalls-Ebene zu einem orthogo- 
nalen Achsen-Kreuze, so entspricht die Zerlegung jeder beliebigen 
Schwingung in Bezug auf dieses Kreuz je einer longitudinalen und 
je zwei transversalen Schwingungen. 

, , Kennt man für die Grenze das Verhalten dieser komponie- 
renden Schwingungen, so kennt man dort auch das Verhalten 
jeder beliebigen Schwingung. 

Dieselbe Betrachtung gilt auch für Flächen, welche keine Ebenen 
sind, da man dieselben einerseits in der Umgebung des von einem 
Strahle getroffenen Punktes als eben (Tangential -Ebene) ansehen 
kann und da andrerseits nur diese Umgebung in Frage kommt. 

Man unterscheidet die beiden ^ transversalen Wellen , welche 
im Verein mit einer longitudinalen 'Welle zu Wellen von jeder be- 
liebigen Schwingungs-Kichtung führen , in ihrer Beziehung zur 
Einfalls-Ebene als senkrecht polarisierte und als parallel pola- 
risierte Wellen, je nachdem die Schwingungs- Richtung ihrer 
Strahlen die Einfalls-Ebene unter einem Winkel von 90<> oder 
unter einem Winkel von 0® schneidet: die Ebene der Schwin- 
gungen heilst Polarisations-Ebene '). 

1) Diese Bezeichnung ist so gewählt, daCs die Polarisations-Ebene der Licht- 
strahlen, welche durch Experimente bestimmbar ist, mit der Ebene identisch 
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Anstatt nun die Untersuchung für die Grenze zweier homo- 
genen Punkt-Kontinua der Reihe nach für longitudinale, senkrecht- 
und parallel-polarisierte Wellen durchzuführen, kann man sich auch 
einer Überlegung bedienen, welche zuerst Huyghens*) ange- 
stellt hat. 

Diese Überlegung findet ihren Ausdruck in dem sogenannten 
HQyghensschen Principe, welches folgendermafsen lautet: 

Um die Verbreitung einer Wellen-Bewegung A in einem ho- 
mogenen Systeme darzustellen, kann man jeden Punkt desselben 
in dem Momente seiner Erregung als Ausgangs-Punkt einer Welle 
betrachten, welche der Bewegung A konform ist: die Grenz-Fläche 
dieser Elementar-Wellen stellt die gesuchte Welle dar. 

Wenn man einer Konstanten in der diqphantischen Gleichung 
einer bestimmten Kurve der Reihe nach dUe möglichen reellen 
Werte giebt, so gelangt man jsu einer Schar von Kurven derselben 
Art: diese KurvenrSchar hat im allgemeinen eine Grem^Kurve, 
welcJie jede der gegebenen Kurven berührt 

Für Flächen giebt es in analoger Wßise Grenz - Flächen, 
GrenZ'Kurven oder Grenz- Flächen werden auch Fnveloppen, d, h. 
umhüllende Kurven oder umhüllende Flächen genannt, weil sie 
die Schar der gegebenen Kurven oder die Schar der gegebenen 
Flächen umhüllen. 

Die Berechtigung des Suyghensschen FH/ncipes folgt 
aus der Überlegung, da/s einerseits Punkte gleicher Phase in 
einem homogenen Kontinuum für eine Welle aus stets auf einer 
Kugel liegen, während andererseits die Envdoppe Jcongruenter 
Kugeln, deren Centra auf einer Kugel liegen, unederum eine 
Kugel ist. 

Es handelt sich nun darum, an der Grenze zweier Medien 
für jeden Strahl vermittelst des Hu yghens sehen Principes die 
Lage der zugehörigen Strahlen zu konstruieren, von denen der 
eine als zurückgeworfener (Reflexion), der andere als gebrochener 
(Refraktion) Strahl zu bezeichnen ist. 

Dabei wird man die Wellen, welche von der Grenzschicht aw5- 

gehen, ganz besonders zu beachten haben. 

Für die zurückgeworfene Welle gilt der Satz : Zusammen- 
gehörige Strahlen liegen in einer bestimmten Normal-Ebene 
(Einfalls-Ebene) der 6renz-Fläche und bilden mit der zuge- 
hörigen Normale gleiche Winkel. 

Zum Beweise betrachtet man eine ebene Welle, welche auf eine 
ebene Grenzfläche fällt. 

Wenn Jceine Grenzfläche MN vorhanden wärcy so würde das 
Wellen ' Stück P1P2 nach Ablauf einer gewissen Zeit ^ Dauer 

ist, welche hier als Polarisations-Ebene eingeführt wird, d. h. wir entscheiden 
uns im Gegensatz zn den Voraussetzungen Fr es n eis für die Hypothese von 
Neu mann (Königsberg). 

1) Trait^ de la lumibre. Leiden 1690. 
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die Lage Qi Q^ erreicht haben. r. 
Diese Lage tauß sich nach 
dem Principe von Huyghens 
durch die elementaren Kugel- 
WeUen der Strecke P, Qi 
konstruieren lassen , welche 
oberhalb und unterhalb der 
Linie MN orthogonalst/m- 
metrisch ') verlaufen , so da/s 
man für die Grenze MN die 
Lage einer etwa vorhandenen 
reflektierten Welle durch Um- 
klappen des Dreiecks Pi Qfi Qt 
(um Pi Q^) findd. {Figur Gl). «I. 

Wenn also eine reßeUierte 
Wdle vorhanden ist , so wird dieseS>e durdi die Strecke Qi Qt 
darpesteUt: die Strahlen-Paare EiP, PiÄ, und EtQ^, Q^R, 
bilden mit MN und demnach auch mit den Normalen Pi Li , 
P. ij gleiche (e = e" = e^ Winkel. 

Für Wellen, deren WeUen-Fläche keine Ebene ist, weist 
man denselben Sats nach, indem man ein Strahlen-Bündel heraus- 
greift, dessen Querschnitt klein genug ist, um in einer gewissen 
Annäherung als eben betrachtet werden eu dürfen. 

Durch diese Annahme macht man sich auch von der Beschrän- 
kung frei, welche in der Voraussetzung einer ebenen Orene- 
fläche liegt, indem man statt dieser einen Meinen Bereich der 
jedesmaligen Tangential- Ebene der Grenzfläche betraektei. 

Für die gebrochene Welle gilt der Satz: Zosammengehorige 
Strahlen liegen in einer bestimmten Normal-Ebene (Einfalls- 
Ebene) der Grenzfläche nnd bilden mit der zugehörigen 
Normale Winkel, deren Sinnsverhältnls bezfiglich gleich ist 
dem Verhältnisse der Fortpflanznngs - Geschwindigkeiten 
von Wellen für die beiden Systeme. 

Wenn die Fortj^amungs- Geschwindigkeiten der Wellen in den 
beiden Systemen beziefiungsweise durch v und v' beeeichnet werden, 
so haben die Madien der elementaren Kugel -Weüen, welche in 
den beiden Systemen Wellenbewegungen von gleicher Dauer dar- 
stellen, das Verhältnis v : v'. 

Wenn nun bei analoger Beschränkung wie oben aus den ele- 
mentaren Kugel - Wellen von Pi Q2 die Lage der gebrochenen 
Welle dargestellt werden soll, so hat man die Radien (r), welche 
Qi Q'i im unbegrenzten Medium liefern würden, in andere Radien 
(r') nach dem Verhältnisse v : v' au transformieren. Wenn die 
Proportion Pi Qi : PiQ\ = v' : v erfülli ist, so stellt die Tan- 



1) Vergl. die Bemerkung; auf 3. 136. 
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gente Qq Qi aus Q2 an ä^ Kreis 
vom Radius PiQi die gerochene 
WeVe dar, weil man für jeden 
Punkt K auf Pi Q^ geg^en hat 

KL:KU = PiQ^:F'Q'i=v':v. 
{Figur 62). 

Man findet nun 
PiQ^'SinP.Q^Qi = PiÖi 
undP^Q^.sinP,Q2Q'i= PiQ'i, 
, , sinP^Q^Q, _ P^Q^ _& 

• ''• '*• sinP^Q^Q't ~ PiQ'i ^ V 

Da <I P1Q2Q1 = < 9' und 
da <J PiQiQ'i = <^ rp ist, so 
hat man für die Lage des ge- 
brochenen Strahles PiDi gegeben 
sin^' t?' 

sintf v' 
Man erweitert die Gültigkeit des hier gefundenen Gesetzes 
durch analoge Schlüsse wie oben. 

Es verdient bemerkt zu werden, dafs man zu jedem Strahle 
einen reflektierten Strahl konstruieren kann, während die Kon- 
struktion eines gebi^ochenen Strahles des öfteren unmöglich 
wird. y 

Wenn — ein unechter Bruch ist, so lassen sich fiir 9 einer- 

seits so kleine Werte annehmen , dafs sin cp . — ein echter Bruch 

ist, während sich fiir tp andererseits so grofse Werte finden lassen, 

v' v' 

dafs sincp . — ein unechter Bruch ist: die Grenze tritt für sincp . — 

V V 

.V 

= 1 ein, d. h. hier ist sincp = — -. 

Wenn 9 die Gröfse (Grenz -Winkel) überschreitet, welche 

durch die Bedingung siny = — ^ vorgeschrieben wird, so ist 

v' ^ 

sin 9' = sin 9. — kein echter Bruch, d. h. es giebt keinen reellen 

Wert von cp', welcher die Gleichung befriedigt. 

In diesem Falle tritt kein gebrochener Strahl auf, so dafs 

sich die Welle nicht teilt und ganz reflektiert wird: man spricht 

hier von einer totalen Reflexion« 
Da v' > V vorausgesetd wurde, so kann totale Reflexion nur 
eintreten^ wenn ein Strahl aus einem Kontinuum kommt, in 
welchem die Geschwindigkeit der Welle kleiner ist als in dem 
Kontinuum, in welches der Strahl übergehen soll. 

Die Erfahrung lehrt, dafs v mit der Dichtigkeit eines Kon- 
tinuums abnimmt, d. h, die totale Beßexion kann nur am dünneren 
Medium stattfinden. 
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Bei Licht-Bewegungen Bergt eine Fläche, an welcher totale Be- 
flexion eintritt, die Eigenschaften eines Spiegels. 

Die beiden Sätze, welche oben abgeleitet wurden, lassen sich 
aus einem aUgemeinen Principe von weittragender Bedeutung ab- 
leiten, welches man das Princip des kleinsten Zelt-Verlustes 
nennen kann. 

Dasselbe lautet: Wenn eine Wellen-Bewegung, die von einem 

Punkte ausgeht, einen Punkt 0' überha|ipt erreicht, so ist für 

das Durchlaufen der damit gegebenen Bahn 00' weniger Zeit 

notwendig als für das Durchlaufen jeder anderen Bahn 0'. 

Innerhalb eines homogenen Systems führt dieses Princip zur 

gradlinigen Fortpflanzung der Wellen, weü die grade Linie 

zwischen zwei Punkten der Mrzeste Weg ist. 

In Beziy auf die hier 'betrachtete Beflexion kann man nach- 
weisen, daß die gebrochene Linie Fi Pi Bi hürzer ist als jede 
andere gebrochene Linie EiBi, welche die Grenze MN trifft, so 
dafs also der Weg EiPiBi in kürzerer Zeü durchlaufen wird 
als jeder andere Weg Fi Bi. 

In Bezug auf die hier betrachtete Brechung kann man nach- 
weisen^ da/s die gebrochene Linie FiPiDi in kürzerer Zeit durch- 
laufen unrd als jede andere gebrochene Linie Fi Di , welche die 
Grenze MN trifft. 

Das Princip, welches innerhalb der Optik als Princip der 
schnellsten Ankunft bezeichnet worden ist, gilt für ganz be- 
liebige Systeme mit beliebig vielen beliebig gestalteten Begrenzungs- 
Flächen, 

Das Beflexions-Gesetz war für Licht-Bewegungen schon längst 
bekannt, als für diese von Descartes (Dioptrik, Leiden 16'37) 
das bereits von Snellius gefundene Brechungs-Gesetz neu for- 
muliert umrde. 

Die Versuche haben diese Gesetze auf den verschiedensten Ge- 
bieten durchaus bestätigt 

Die bisherigen Betrachtungen bilden auch für verwickeitere 
Fälle die Grundlage der Untersuchungen: das Huyghenssche 
Princip gestattet jederzeit den Verlauf einer Wellen-Bewegung 
darzustellen. 

Geht z. B. ein Lichtstrahl au^ einem homogenen Kontinuum in 
einen Krystall über, welcher nicht dem regulären System ange- 
hört^ so treten im allgemeinen zwei gebrochene Strahlen auf, für 
welche der Huyghens sehen Konstruktion als elementare Wellen- 
flächen unter andern beziehungsweise Kugeln und Botations-Fllip- 
soide zu Grunde gelegt werden müssen. 

Es bleibt noch übrig, darauf hinzuweisen, dafs bei der Refle- 
xion eine Änderung der Phase eintreten kann. 

Die Erfahrung lehrt, dafs an der Grenze zweier homogener 
Kontinua eine reflektierte Welle entsteht, welche sich entweder als 
eine unmittelbare Fortsetzung (kein Phasen- Verlust) oder als 
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eine umgekehrte (Phasen- Verlust = -9) Fortsetzung der an- 
kommenden Welle darstellt. 

Im ersten Falle, welcher beim Übergänge vom Materiale 
gröfserer Dichtigkeit zum Materiale kleinerer Dichtigkeit eintritt, 
wird für transversale Schwingungen ein Wellenberg als Wellen- 
berg und ein Wellenthal als Wellenthal reflektiert, im andern Falle 
geht bei der Reflexion ein Wellenberg in ein Wellenthal und ein 
Wellenthal in einen Wellenberg über '). 
Die Verhältnisse y welche hier in Frage kommen, lassen sich an 
einer Reihe sich berührender Kugeln aus Elfenbein demonstrieren, 
deren eine Hälfte (links) Kugeln von Volumen pi und deren andere 
Hälfte (rechts) Kugeln vom, Volumen P2 enihäU. 

Für pi > pi überträgt die erste Kugel links einen Stoß bis 
jsum Grrempunkte der beiden Kugelsorten in der Weise, da/s die 
letzte Kugd der rechten Reihe über diesen Grenzpunkt hinaus- 
fliegt, um darauf umzukehren. 

Für pi <z P2 überträgt die erste Kugel links einen Stofs bis 
zum Grenzpunkte der beiden Kugelsorten in der Weise, da/s die 
letzte Kugel in diesem GrenzpunMe ihre umgekehrte Bewegung 
beginnt. 

Im ersten Falle vollführt die letzte Kugd der ersten^ Reihe die 
Schwingung, welche durch den Sto/s eingeleitet wurde y im zweiten 
Falle wird die letzte Kugel der ersten Reihe in der Mitte dieser 
Schwin^gung zur Umkehr gezwungen, d. h. im ersten Falle tritt 
keine Änderung der Sehwingungs- Phase ein, im letzten FaUe fällt 
eine halbe Schmngung aus. 

Zum Schlüsse dieser Betrachtungen mag darauf auänerksam 
gemacht werden, dafs die Beobachtung für physische Systeme des 
öfteren eine stetige Abnahme der Schwingungs - Amplitude nach- 
weist, weil hier ein Körper innerhalb eines andern (z. B. Pendel- 
kugel in Luft) schwingt. 

Solche Schwingungen werden im einfachsten Falle durch die 

Formel , . ^ /t\ 

X = r . e-*' . sm27t (7^1 

dargestellt , so dafs hier eine Amplitude r . e ~ * * in Frage kommt, 
welche mit der Zeit abnimmt. 

Die eben gegebene Formel entspricht der Annahme, dafs die 
Beschleunigung der Bewegung durch das umgebende Mittel propor- 
tional (e) der Geschwindigkeit verzögert wird. 
Da sich die Werte t =^ und x ^= entsprechen, so treten für 

t = -j, —j~, — j- . . . (J2n -^ 1) . -j- rdativ große Ausschläge ein, 

so da/s man bezi^ungsweise Amplituden von folgender Größe erhält : 



1) Vergl. Thomas Young, On the theory of light and colonr. Phil. 
Transact. of the Royal Society for 1802. 



_ 315 ^ 
TTeiZ Äier eine geometrische Beihe entsteht, deren Quotient q 

€ T 

den Wert e ^ hat, so ist die Differenz der Logarithmen je zweier 
auf einander folgenden Amplituden llogq = —^*loge\ konstant. 

Differenzen von Logarithmen irgend zweier Amplituden nennt 
man nach Gau/s ^) logarithmische DeJcremenie. 

Da diese Dekremente (Mafs der Abnahme) der Größe e, welche 
die Verzögerung darstellt, proportional sind, so kann die Beob- 
achtung van abnehmenden Amplituden dazu dienen, bestimmte Ver- 
zögerungen festzustellen. 



%, 5. Die Pankt-Sy Sterne der Physik. 

Bei den Bewegungen elastischer Systeme dehnen sich einzehie 
Systemteile aus, währiend andere vielleicht zusammenschrumpfen, 
d. h. es tritt hier im allgemeinen eine Volumen-Ändenmg ein, 
welche bei unveränderlichen Systemen nicht vorhanden ist. 

Diese Betrachtung führt zu allgemeinen Untersuchungen über 
die Veränderlichkeit von Systemen, deren Ziel es ist, diejenige Art 
der Variabilität festzustellen, welche den physischen Körpern ent- 
spricht. 

Wenn sich die Koordinaten jedes Punktes Pi vor und nach 
einer bestimmten Veränderung in ungebrochenen Ausdrücken li- 
near durch einander darstellen lassen , so wird eine äufserst ein- 
fache Art der Veränderlichkeit bestimmt, weil hier Gleichungen 
zwischen den Koordinaten eines Punktes vor und nach der Ver- • 
änderung denselben Grad behalten : bestimmte Linien, Flächen und 
Körper werden hier durch die Bewegung relativ wenig geändert, 
eine Grade bleibt z. B. eine Grade, eine Ebene bleibt eine Ebene, 
ein Tetraeder bleibt ein Tetraeder. 

Bei dieser Art der Veränderlichkeit 2) erleidet jeder Teil des 
Systems bei der Bewegung eine Verschiebung in bestimmter 
Richtung und eine Drehnng um einen bestimmten Punkt und 
aufserdem eine Volnmen-Änderung von ganz bestimmtem Cha- 
rakter. 

Diese Volumen-Änderung läfst sich stets auf den Dehnungen 
von drei auf einander normal stehenden Strecken li, 1.2,1.3 herleiten, 
so zwar, dafs eine Kugel vom Eadius r bei der Veränderung in 
ein Ellipsoid übergeht, dessen Achsen-Kreuz mit dem Strecken- 
Kreuze aus li, I2, Is übereinstimmt. 

Haben die Achsen selbst beziehungsweise die Längen 2r(ii, 



1) Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 
1837, S. 58. 

2) Vergl. G. Eirchhoff, Vorlesungen über mathematische Physik S. 104. 
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2rm, 2f P99 so sind bezidnin^sweise die YcT]äiigc!nii^e& oder 
Yerterzmigcn 2r(|i, — Ij, 2rf{i5 — 1), 2t(^ — 1) ia BeA- 
nong za brinj^eD, wdche auf die Längen-Bidieit redncieit dnrdi 
ii = (i, — 1, A« = |i^ — 1, i, = m — 1 daigesteDt iroideii: 
]>ie Grötsen Xi, X^^ X^ heiken Hjvpt-lKbitatioBeM nnd ze^en 
bei positiTem Werte Y eriangenmgen , bei negativem Werte Yer- 
kmnatngen an. 

Die Werte Xi^ 1^, X^ sind genauer gesagt Linien-Dila- 
taiionen. 

Für ein BeMeds van den Seiten a und b hat man 

|tia.m& — ab = a&Oiim — 1) 
als Vergrößerung oder VerJdeinerung gegeben: die Flächen- 
Dilatation ist (1 + Xi) (1 + l^) — 1. 

Für ein Orfhoganät-Paralldepiped hat man Aenso 
,1,^,^ - I = (1 + 1,) (I + X,) {1 + I5) - J 
als Baum 'Dilatation gegeben. 

Der Wert dieser Betrachtong li^ darin, dafs bei physischen 
Körpern for sehr kleine Yerändeningen in der That Yerhäitnisse 
obwalten, welche den eben geschilderten in einer relativ groDsen 
Annähemng entsprechen. 

Diese Übereinstimmung gittj solange man die physischen Körper 
als PunJct'Kontinua voraussetzt, da die betreffende Ableitung 
die Annahme einer stetigen Baum-ErfüUung vorausseist. 

Da die Ergebnisse^ welche auf Grund dieser Annahme ge- 
wonnen werden, eine Darstellung der physischen Bewegung ge- 
statten, welche als eine ausgezeichnete Beschreibung des That- 
sächlichen hinzustellen ist, so erhalt die bereits früher (8. 43) 
betonte Auffassung ') der physischen Körper eine wesenüiche 
Stutze, 

Wenn ein Punkt des Körpers vor und nach der Verschiebung, 
beziehungsweise die Koordinaten x, y, z und ?, tj, i^ hat, so be- 
steht der Voraussetzung gemäfs einerseits ein Gleichungs-System 

g = ai + ai,x 4- ai2y -|- aisz 

7) = a-j + a2ix -f a22y + ^^a^ 

^ = a., + a23X + as^y + assz 
und andererseits ein Analogen, das durch Berechnung von x, y, z 
aus diesem entsteht. 

Hier wird die Verschiebung durch die Gröfse ai, a2, ag be- 
zeichnet, -während durch die Gröfse aik zugleich Drehuog und 
Dilatation ausgedrückt wird. 

Für relativ Meine Verschiebungen findet man die Größen X|, X2, 
Xj als Wv/rzeln der Gleichung {Determinante) 



1) Vergl. Kirchhoff, Vorlesungen S. 96 flg. 
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i — X 



= 0. 



Dabei ist die BaunhDilatcUion 

V'^hV^s - 1 = (1'+ Xi) (1 + X,) (l + X,) - 1 
gegeben, wofür hier Xi + ^2 + ^^a g^setd werden darf. 

Nach einem bekannten Satze über die Wureeln der Gleichungen ist 
Xi -f- X2 -p X3 == du -|- «22 "T* «33 — ^• 

Wenn ein unTeränderliches System in einem bestimmten 
Momente in ein elastisches System übergeht '), so treten infolge 
der gegenseitigen Lagen -Änderung der Elemente innerhalb des 
Systems bestimmte Beschleunigungen auf, für deren Bestimmung 
die Haupt-Dilatationen von grofsem Werte sind. 

Wenn man durch einen Punkt P im Innern des Systems alle 
möglichen Ebenen gelegt und aus diesen relativ kleine Stücke, 
welche P umgeben, ausgeschnitten denkt, so haben jene Be- 
schleunigungen, welche Drack-Beschlennignngen genannt werden, 
im allgemeinen für jedes dieser Ebenen-Stücke einen andern Wert 
und zwar fällt die Normale einer solchen Ebene im allgemeinen 
nicht mit der Richtung der betreffenden Beschleunigung zu- 
sammen. 

Diesen Verhältnissen giebt man Ausdruck, indem man von 
jenen Beschleunigungen sagt, dafs sie auf die einzelnen Flächen- 
Elemente (nicht auf einzelne Punkte) wirken. 

In jedem System-Punkte giebt es ein und nur ein orthogo- 
nales Koordinaten-Kreuz, dessen Achsen die Richtungen von Druck- 
Beschleunigungen sind, welche zu den Koordinaten-Ebenen gehören; 
d. h. in diesen drei Richtungen, welche Haupt-Druck-Bichtungen 
heifsen, wirken die Druck-Beschleunigungen normal zu den ent- 
sprechenden Flächen-Elementen. 

Aus den Druck-Beschleunigungen für die Haupt-Druck- Achsen 
eines Punktes lassen sich alle andern Druck -Beschleunigungen 
dieses Punktes herleiten. 

Bei physischen Körpern hängen die Druck - Beschleuni- 
gungen innerhalb eines relativ kleinen Teiles nur von der Be- 
schaffenheit und von der Zustands- Änderung dieses Jeiles ab: 
diese marsgebenden Yerhältnisse sind verschieden für feste, 
flflssige und gasförmige Körper. 

Zur Veranschaulichung dieser Verhältnisse kann die Thaisache 
dienen, dafs ein Glas zerspringt, wenn in dessen Wölbung in 
geeigneter Weise hineingesungen wird: die Schau- Wellen^ welche 



l) Vergl. G. Kirchhoff, Vorlesungen S. 121 und 389. 
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heim Singen entstellen, bringen die Elemente des Glases in sckwin- 
gende Bewegungen und können dadurch äußerst heßige Druck- 
Beschleunigungen erzeugen. 

Der Versuch gelingt nur, wenn die Schwingungs-Dauer der 
Schallwellen der Schwingungs-Dauer der stehenden Wellen gleich 
ist, welche das Glas vermöge seiner Beschaffenheit ausführen kann. 

Diese Bedingung, welche unter dem Nameti Pri/ncip des 
Mitschtvingens bekannt ist, läßt sich folgendermaßen er- 
läutern: Wenn eine longitudinale Luftwdle von der Schwingungs- 
Dauer T senkrecht auf eine vertikal gespannte Saite trifft, welche 
stehende Schwingungen von der Dauer t ausführen kann, so be- 

T 

wegt der erste, dritte, fünfte etc. Luftstoß von der Dauer -^ 

die Saite in umgekehrtem Sinne wie der zweite, vierte, sechste 

T 

etc. Luftstoß von der Dauer — , wahrend bei der Saite Analoges 

t 
für die Dauer — eintritt, d. h. eine fortgesetzte Verstärkung der 

/i 

minimalen Bewegung, welche durch den ersten Luftstoß erzeugt 
wurde, tritt nur ein^ wenn t = T ist. 

Auch die Grenze zweier elastischer Systeme, für welche übrigens 
bestimmte Oberflächen-Bedingungen gelten, besteht aus Flächenr 
Elementen, für welche Druck-Beschleunigungen in Rechnung zu 
bringen sind. 

Zur Bestimmung der Druck-Beschleunigungen innerhalb phy- 
sischer Körper hat man im allgemeinen fiir jedes Material durch 
Versuche 21 Eonstanten festzustellen, welche Konstanten der 
Elasticität heifsen. 

Dabei ist zu bemerken, daß für Punkt-Systeme auch Verhältnisse 
denkbar sind, welche bei weitem mehr solche Konstanten erfordern, 
während für die nächste Umgebung eines bestimmten Punktes bei 
dem hier vorausgesetzten Gesetze der Veränderlichkeit {Linear- 
Ausdrücke) allerdings nur 21 Konstanten in Frage kommen. 

Die physischen Körper sind im allgemeinen nicht durch homo- 
gene Punkt-Systeme darstellbar, sie haben aber die bemerkenswerte 
Eigenschaft^ dafs die Umgebung eines Punktes innerhalb gewisser 
Grenzen dieselbe Beschaffenheit zeigt, toie die Umgebung jedes 
andern Punktes. 

Die Voraussetzung dieser Beschaffenheit heterogener Punkt- 
Systeme, welche JEComootisie {von 6(io$ und oöata) genannt werden 
soll, gestattet die Konstanten-Bestimmung, welche für die Um- 
gebung eines Punktes durchgeführt ist, für die Umgebung aller 
andern Punkte zu benutzen. 

Wenn innerhalb eines Körpers eine Normal - Diametral- 
Ebene vorhanden ist, so haben 8 von den 21 Konstanten den 
Wert Null, d. h. man hat nui- 13 Konstanten durch Versuche zu 
bestimmen. 
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Die Voraussetzung der Hontoausie führt wiederum von der Um- 
gebung eines Punktes sur Umgebung jedes Punktes. 

Wenn innerhalb eines Körpers zwei Normal - Diametral- 
Ebenen vorhanden sind, die sich unter rechten Winkehi schneiden, 
so ist noch eine dritte Ebene gleicher BeschaflFenheit vorhanden, 
welche die beiden ersten unter rechten Winkeln schneidet. 
Hier bedarf man nur der Bestimmung von 6 Konstapten, 
Solche Verhältnisse sind bei gewissen Krystallen annähernd vor- 
handen. 

Wenn innerhalb eines Körpers drei Normal - Diametral- 
Ebenen von gleichem Werte vorhanden sind, d. h. wenn das 
System ein orthogonales Achsenkreuz besitzt, in Bezug auf dessen 
Ebenen keinerlei Unterschiede aufzufinden sind, so beda,rf man 
nur der Bestimmung von 3 Konstanten. 

Solche Verhältnisse bietet das Steinsalz dar '). 

Wenn innerhalb eines Körpers alle Ebenen gleichwertig sind, 
so ist die Umgebung eines jeden Punktes in jeder Richtung gleich- 
wertig, d. h. das System ist homogen. 

Hier bedarf man nur der Bestimmung von 2 Konstanten, 
welche K und -ö* genannt werden sollen. 

Homogene Systeme heißen wegen der angegebenen Eigenschaft amh 
isotrop, während heterogene Systeme, obwohl sie Homoousie zeigen 
können, stets als heterotrop zu bezeichnen sind^). 

In homogenen Systemen fallen die Hanpt-Dmek-Aehsen 
mit den Achsen der Hanpt-Dilatationen zusammen. 

Die Diiiek-Beschleanignngen dl , d^, d» lassen sich hier in 
ganzen Ausdrücken linear durch die Hanpt-Dilatationen 

^i> ^2» ^3 darstellen* 

Bezeichnet man die räumliche Dilatation (Xi + Xg + Xg) 
durch 9, so darf man annehmen, dafs die Gröfsen di, da, dj, be- 
ziehungsweise proportional sind zu 

— 2K(Xi + *.cp), — 2K(X2 + *.cp), — 2K(X, + *.cp). 
Die Berechtigung dieser Annahme (Cauchy, Lame, Kirch- 
hoff) liegt in der Fruchtbarkeit ihrer Verwendung, d, h. man 
gelangt zu brauchbaren Resultaten, wenn man die Gültigkeit der 
obigen Beziehungen voraussetzt. 

Bei Flüssigkeiten und bei Oasen haben die Dmck-Be- 

schlennignngen für alle Flächen-Elemente, welche durch einen 
Punkt gelegt werden können, denselben Wert, vorausgesetzt, dafs 
man von der Reibung absieht. 

Berücksichtigt man die Beibung, so hat man für die Messung der- 
selben eine Konstante einzuführen, 

1) Vergl. Voigt, Untersuchungen der Elasticitätsverhältnisse des Stein- 
salzes 1874. 

2) Die hier gegebene Terminologie weicht zum Teil von andern Terminolo- 
gien ab. 
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Mit diesen Yoraussetzimgen über die Natur der physiBchen 
Körper, welche sich in der Erüahrong bewährt haben, sind nnr 
gewisse Bewegungen im Innern in Einklang. 

Es giebt Gleichungen, welche fnr die verschiedenen Systeme 
die zulässigen Bewegungs-Formen von den unzulässigen schaden: 
diese Relationen werden die elastisehen Gmiidgleichimgeii ge- 
nannt. 

In einem festen Körper aus homogenem Material sind nach 
den elastischen Grrundgleichungen für homogene Systeme longitn- 
dinale und transrersale Wellen-Bewegangen zulässig. 

In Flfi8Sigkeiten und Gasen können im allgemeinen nur. 
longitüdinale Wellen auftreten. 

Transversalen WeUen entsprechen stets Druck-Beschleunigungen^ 
welche sich mit der Ric/dung der gedrückten Fläche ändern: in 
Flüssigkeiten und Crosen können deshalb nur dann Irans- 
versaie Wellen entstehen, wenn die Bewegung so schnell vor sich 
geht, da/s die bewegten Teilchen nicht rasch genug die Lagen 
toiederfinden, welche dem Ausgleich des Druckes entsprechen '). 

LongÜudinalen Wellen entsprechen stets Verdünnungen und 
Verdichtungen. 



C. Das dissolute System. 

$. 1. Die Bewegung auf vorgeschriebener Bahn. 

Die Untersuchung der Bewegung eines Punkt-Systems 

darf als beendet angesehen werden, wenn dasselbe als dissolates 
System dargestellt ist: man vermag dann die Bewegung jedes 
seiner Punkte ohne Rücksicht auf die andern Punkte zu verfolgen, 
d. h. man gelangt zur Phoronomie des Punktes zurück. 

Analoges tritt ein, wenn das System von vornherein als ein 
dissolutes System gegeben ist. 

Man sucht also den Grenzfall , der durch den Mangel jeder 
Verbindung charakterisiert ist, selbst dann zu erreichen, wenn 
ursprünglich ein wohl bestimmtes Gesetz für die Verbindung der 
Punkte gegeben war. 

Schon in der Phoronomie des Punktes wurde ein Verfahren 
angewendet, welches der Dissolution eines Systems analog ist: es 
handelte sich darum, die Untersuchung der Bewegung auf ge- 
gebener Bahn zu erweitem für Bewegungen von gege- 
bener Beschleunigung. r^^-i 

Dabei spielte die Centripetal-Bescfdeunigung — eine große Roüe, 

weil sie dem Übergänge von Tangente zu Tangente entsprach. 



1) Dieser EaU scheint bei den Licht-Bewegnngen realisiert zu sein : man 
sagt, dafs der Licht-Äther sich wie ein fester Körper verhält. 



J 
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Für die Dissolntion eines Systems lassen sich an dieser 
Stelle keine allgemeine Regeln geben, weil dazu gewisse dynamische 
Vorstellungen nötig sind. 

Hier soll nur der Fall behandelt werden, dafs innerhalb des 
Systems imTeränderliche Knryen oder nnyeränderliehe Flächen 
vorhanden sind, auf denen einzelne Funkte zu bleiben genötigt sipd. 

Die Bewegung, welche in der Phoronomie des Punktes durch die 
Theorie des idealen Pendels beschrieben wurde f läßt sich auch 
als „Bewegung eines schweren Punktes auf einem gegebenen Kreis- 
bogen^ darstellen und wäre dann in diesem Abschnitte su be- 
handeln. 

Wenn innerhalb des Systems eine nnyeränderliehe Kurve 
vorhanden ist , auf welcher ein Punkt Pi zu bleiben genötigt ist, 
so kann sich der Einflufs dieses Zwanges, abgesehen von der Än- 
derung der Centripetal- Beschleunigung, welche sich schlief slich 

als — darstellen mufs , nur darin äufsem, dafs Pi beim Gleiten 

auf der Bahn eine Änderung seiner Tangential-Geschwindigkeit er- 
leidet: man kann daher den hier vorhandenen Zwang durch eine 
Besehlennignng [b] dargestellt denken, welche für jeden Punkt 
der Kurve einen bestimmten Wert hat. 

Denkt man von dieser Beschleunigung [b] für jeden Bahn- 
punkt W in Richtung der entsprechenden Tangente eine Kompo- 
nente [bxl abgesondert, so bleibt eine zweite Komponente [bjq] 
übrig, welche senkrecht zur Tangente verläuft und demnach inner- 
halb der W entsprechenden Normal-Ebene der Bahn gelegen ist. 

Zerlegt man die gegebene Beschleunigung [a] des Punktes Pi, 
welche an der Stelle W zur Geltung kommt, gleichfalls in Rich- 
tung der Tangente, so wird [a] durch [ax] und [aN*] ersetzt. 

Die Tangential -Beschleunigung [äx] von Pi läXst sich durch 
arithmetische Addition von [ax] und [bx] finden, während die 

Normal-Beschleunigung [rn] von Pi , welche sich als — darstellen 

mufs, durch geometrische Addition (NundN') von [as*] und [b^] 
erhalten wird. 

Demnach ist: r^a-i 

är = ax + bx und M = [—1 = [anO + [bNJ. 

Für Anwendungen aus dem Gebiete der Physik da/rf man 
bx •= setsen, so oft man die Reibung vernachlässigen darf. 

Nimmt man die Kurve nicht als absolut glatt an, so hat br 
einen bestimmten Wert , welcher sich im Hinblick auf ar erfah- 
rungsmäfsig stets als Verzögerung darstellt 

In vielen Fällen darf man annehmen, dafs br = f-b^ ist, 
d, h. man setzt die Verzögerung der Normal-Komponente von 
[6] proportional: f heißt der JßeibungS'Koefficient. 

Wenn Pi einem Körper aus bestimmtem Material (z. B, Eisen) 

Wer nicke. 21 
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angehört und wenn die Bahn eine Grenzlinie eines andern Kör- 
pers aus gleichfalls bestimmtem Material {z. B. Messing) ist, so 
hat f einen Zahlen- Wert y der erfahrungsmä/sig festgestellt werden 
kann. 

Wenn innerhalb des Systems eine oiiTeränderllche Fläche 
vorhanden ist, auf der Pi zu bleiben genötigt ist, so kann dieser 
Zwang durch eine Beschlennlgnng [b] dargestellt werden, welche 
für jeden Punkt der Fläche einen bestimmten Wert hat. 

Wenn man einen Punkt Wk einer Fläche auf dieser durch eine 
geschlossene Kurve umgiebt und durch Wk nach oHlen Begrenzungs- 
Punkten derselben Strahlen gezogen denkt, so bilden diese einen Kegel, 
der eine Ebene wird, sobald man die Kurve mehr und mehr ver- 
engert denkt: diese Ebene hei/st die Tangential-Ebene der Fläche 
im Punkte Wk, während ihre Normale in Wk die Normale der 
Fläche im Punkte Wk genannt wird. Vgl. S. 311. 

Führt man ein Koordinaten-Kreuz ein, dessen Z- Achse die 
Normale der Fläche in Wk ist, so umrd [a] und [6] in Bezug 
auf dieser in normaler und tangentialer Richtung zerlegt. 

Die Tangential-Komponente von [b] darf man bei Aufgaben 
aus dem Gebiete der Physik vernachlässigen, sobald keine Reibung 
{absolut glatte Oberfläche) vorausgesetzt wird. 

Wenn ein Punkt auf einer unveränderlichen Kurve in Bnhe 
bleiben soll, so darf die Vereinigung von [a] und [b] keine Ge- 
schwindigkeit in Richtung der Tangente liefern. 

Wenn ein Punkt auf einer unveränderlichen Fläche in Buhe 
bleiben soll, so darf die Vereinigung von fa] und [b] keine Ge- 
schwindigkeit in der Tangential-Ebene liefern. 

In letzterem Falle darf also keine Komponente in die Ebene 
XOT fallen, d. h, für zwei Orthogonal- Achsen der Ebene 
XO Y dürfen nur Komponenten von der Gröfse „ Null^ auf- 
treten. 

Bei der Berechnung von Bewegungen auf unveränder- 
lichen Kurven und Flächen ist der Einflufs des Zwanges, 
der durch [b] dargestellt wurde, zu suchen und zwar gewöhnlich 
imter der Bedingung, dafs bi = f . bN zu setzen ist. 
Für Kurven ist v und bN aus [-^2-1 

äT = ax + f • ^N und §» = [—= [aN'J + [bNJ 
zu bestimmen. P 

Bei Problemen für Flächen ist die Kurve, auf welcher sich 
der Punkt bewegt, durch die Rechnung herleitbar. 
Die ebene Bewegung eines idealen Pendels kann, wie schon er- 
wähnt, als Kreis -Bewegung eines schweren Punktes aufgefafst 
werden. 

Die Erweiterung der Aufgabe führt zur Behandlung des sphä- 
rischen oder conischen Pendels: hier ist ein schwerer Punkt 
gezwungen auf einer Kugeloberfläche zu bleiben. 
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Dieses Proiblefn läßt in einem FaUe^) eine elementare Lösung 
zu, nämlich, wenn sich der Punkt mit konstanter Geschwindigkeit 
(c) auf einem horizontalen Kreise (r)^ bewegt, wobei der Faden (J) 
einen Kreis-KegelrMantel von der Öffnung a beschreibt 

Zerlegt man g in zwei Komponenten, von denen die eine die 
Bichtung des Fadens hat, während die andere senkrecht zur Buhe- 

läge des Fadens wirkt, so wird -^— durch die Festigkeit des 
Fadens aufgeheben, ^^^ 

Die üentripetal' Beschleunigung — mufs die andere Komponente 

sin*^ oc 

g . tanga gerade aufheben, so dafs c^-=rg , tang a=z lg . zu 

setzen ist cosa 

Die Schwingungs-Dauer {Umlaufs- Zeit) eines selchen Pendels ist 



=-i/f 



T = ^ = J^Tz\/-.cosa. 



Wenn man l, cosol, d. h. die Projektion des Fadens auf seine 
Buhelage die Achsen-Strecke des konischen Pendels nennt^ so 
gelangt man zu dem Satze : Konische Pendel von gleicher Achsen- 
Strecke hohen dieselbe Schudngungs-Dauer. 

§. 2. Die Behandlnng dissolnter Systeme. 

Wenn ein System von vornherein als dissolut gegeben ist oder 
wenn die Bedingungen für die Bewegungen der einzelnen System- 
Punkte in eine Form gebracht worden sind, welche dasselbe als 
dissolut erscheinen lassen, so treten statt des Problems aus der 
Phoronomie derPunkt-Systeme eine Reihe von Problemen 
aus der Phoronomie des Punktes auf. 

Dreht sich z» B. ein unveränderliches System um eine feste Achse, 
so läßt sich die Bewegung jedes Punktes durch die Bewe- 
gung eines bestimmtenPunktes darstellen: zu jedem Punkte 
Pi gehört ein bestimmter Achsen-Abstand 6„ welcher für die Kon- 
struktion der Bahn (Kreis) desselben maßgebend ist. 

A. Die Theorie des Springbrunnens. Wenn man von 
einem Punkte aus für alle möglichen Winkel [a] die Wurf- 
Bahnen konstruiert denkt, welche derselben Geschwindigkeit ent- 
sprechen, so gelangt man zu einem Bewegungsbilde, welches die 
Verhältnisse eines Springbrunnens mit einem gewissen, wenn auch 
geringen, Grade der Annäherung darsteUt. 

Die Bahnen der einzelnen Wasserteilchen entsprechen den Bahnen 

der einzelnen geworfenen Punkte. 

Zunächst sollen die Verhältnisse in einer Ebene (HO V) unter- 
sucht werden: 



1) Für die Behandlnng des allgemeinen Falles , vergl. z. B. Schell, 
Theorie I, S. 421. 

21* 
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Die Bieht-Linien (D ir ekt rix) der Bahnen eines gewoifenenen 
Punktes fallen (Figur 63) für aUe Wnrf-Richtangen (o) ans in 
eine Grade DD' zusammen, so lange die Anfangs-Gescnwindigkeit 
(c) dieselbe bleibt. 

Die Bichi-Linie ist eine ParäOde zur Harigantalen, weiche ober- 
halb des Scheüds liegt und von diesem den Abstand 



Z — 
2 



^ = -TT- • cos'a 
^9 



hatj die Erhebung der Richt-Idnie über den Horieont ist demnach 



P _ 



.2 



Ä 4- ^ = 



d. h. sie ist unabhängig van a. 



.sin^a + j^.cos*a = -. 




63. 



Die Brennpunkte 

(Fod) der Bahnen eines 
geworfenen Punktes liegen 
für alle Wnrf- Richtungen 
(o) aus auf einem be- 
stunmten Kreise, so lange 
die Anfangs - Geschwindig- 
keit (c) dieselbe bleibt 

Man hat ~ÖF^ = 

(ir + (' - f )' 

(|^.ca.^a)'=(|iy, 
d. h. OF ist constant 
\= -^J, so lange c den- 
selben Wert behau. 



Die Gröfse 



2g' 



welche die Lage der gemeinsamen Direktrix 



und die Gröfse des Fokal-Kreises bestimmt, stellt zugleich die Höhe 
(S. 195) dar, aus welcher der Punkt frei herabfallen müfste um 
die Geschwindigkeit c zu erhalten. 

Man hat hier die Formel v^t — v^ =^ J2as jsu beachten. 

Die Scheitel der Bahnen eines geworfenen Punktes bilden 
für alle Wurf-Richtungen (o) aus eine bestimmte Ellipse , so 
lange die Anfangs-Geschwindigkeit (c) dieselbe bleibt. 

Es soll wiederum das zuerst eingeführte Kreuz HOV benutzt 

werden. 

w 
Die Gröfsen -^ und h bestimmen hier als Koordinaten xf 
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md ■— y' die Lage jedes Scheitels y so daß einerseits 

— «' = - — . sin^ a und anderseits x* = ~ — . sin 2 d ist. 
. ^ 2 g 2 g 

Demnach gilt für x' und yf eine bestimmte diophantische Glei- 
chung, 
Man hat 

— y'= 4— {^ — cos2a\ d. h. cos 2a =14- w'.^. 
Demnach ist / / jl -^ f^^ \ 

oder auch \ 2 \2gJ 

\2g) \2' 2g) 

1 c* 

ZieM man oberhalb OH im Abstände — . -^r — eine Horizontale 

2 2g 

TT, so liefert dieselbe im Verein mit VV ein neues Koordinaten-- 

System VT, in welchem in Bezug auf das alte System die 

Horizontal'Koordinaten ungeändert bleiben^ während die Vertikal- 

1 c' 
Koordinaten um -^ . -p— geändert erscheinen. 

Für dieses Kreuz {x, y) hat man also x ^^ x' und 



a;'2 



y = ^' + i{-k) 



einzuführen, so da/s als diophantische Gleichung für den Ort 
des Scheitels 2 1^2 

— 1 = 1 

resultiert. ^^^ ^ ^^ ' ^^^ 

c 
Für y ^= erhält man die Horizontal-Koordinaten + -^r— 

und — -7^— , für a: = Ö erhMt man die Vertikal-Koordinalen 
2g 

1 c'^ 1 c^ 

+ -^ . -5— und — -^ . -^— j d. h. der gefundene Ort, welcher 

DD* und OH berührt, schneidet auf jeder Achse rechts und links 
vom Nullpunkte gleiche Stücke ab. 

Der Anfangs- Punkt des Achsen-Kreuzes VT ist überhaupt Diame- 
tral'Punkt {Gentrum) der gefundenen Kurve, weil je zwei radii 
vectoreSy welche die X-Achse beziehungsweise tmter den Winkeln a 
und 180 + a schneiden, und demnach in einer Graden liegen, 
dieselbe Lage haben. 

Man hol für die Winkel a und 180 +• « die Größen 
x*a = p« cos^ a, y\ = p« sin'^ a und x^iso 4. « = p'^ cos'^ {180 + a), 
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y'^180 + a = p' sin^ {180 + ä) iw die diophantische Gleichung 
einzuführen und erhält demnach p*« = p'^iso + o« 

Die gefundene Kurve ist {vergl. 8. 210) eine EUipse. 

Der größte ( — ) Durchmesser {hier horizontal gelegen) ist 
die große, der Ideinste (-p-) Durchmesser {hier vertikal gdegefi) 
ist die Meine Achse der EUipse. Vergl. S. 210. 

Die Bahnen eines geworfenen Punktes werden für alle Wurf- 
Richtungen (a) aus von einer Parabel umhällt^ welche Grenz- 
Parabel heifsen soll. 

Teilt man den Winkel zwischen der Vertikalen und der Horizon- 
talen aus in n gleiche Teile, so entsteht eine Reihe von Win- 

T ^ M 2 JR 3 It n M 

kein — , , , . 

n n ' n n 

Wenn man für jeden dieser Winkel die entsprecJiende Parabel 
konstruiert, so schneiden sich je zwei benachbarte Parabeln: die 
Reihe der so erhaiienen Schnittpunkte bildet ein Polygon, welches 
für eine elementare Teilung des Winkels R in die Grenz-Parabel 
übergeht. 

Für das Kreuz HO V war ^ 

Xf-^ct cos a und — yt=^ct sin a k fff^ 

gegeben^ so daß für Xt und yt als diophantische Gleichtmg besteht: 

Nachdem t eliminiert ist, mag yt und Xt beziehungsweise durch 
X und y bezeichnet werden. 

Eine leichte Transformation führt zu 

— y . cos^ a = X . sina .cosa — x"^ . -^ = — ^{1-^ cos 2a) 



und zu 



— y -\- x'^ .\ =^ X . sin2QL -^ y . cos2oL. 

c 



Dieser diophantischen Gleichung, welche einer Parabel vom 
Winkel a entspricht, ist diejenige diophantische Gleichung zur 
Seite zu stellen, welche der nächsten Parabel unserer Schar, d. h. 

der Parabel vom Winkel a A entspricht. 

n 

Der Schnittpunkt beider Parabeln mufs gleichzeitig den Glei- 
chungen 



1) — y + ^^ . ^ = X .sin 2a + y .cos 2a und 

^)— y + ^'-^ = x.sin(2a+^\+y.cos(2a + ^^ 



genügen 

Um ( 

subtrahiert mm 1) und 2), so äa/s resultiert: 



Um die Schnittpunkte {x^, y,) der beiden Örter zu beäimmen, 
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= a? sin (^ a -) J — sin 2 ol 

-\- y\cos ( ^ a -| ) — cos 2 a\ 



B 
s%n —. 
n 



= \x . cos (^ a -| 1 — y . sinl2a'\ ) • -^^ 

Für dm Schnittpunkt mufs also gelten —^=ctgl2 a-] 1, 

d. h. derselbe mufs auf einer Graden aus liegen, welche die 
X-Achse unter bestimmtem Winlcel schneidet: um den Schnitt- 
punkt zu konstruieren, benwtet man die gegebene Parabel 

— y -^ x^ . ^ = X . sin2a -}- y . cos2 a 
und die gefundene Grade 

— y sinl2a -| j + a?. Cös (^a-j j = 0. 

Das Polygon der Schnittpunkte geht in eine Kurve über, wenn 
man n mehr und mehr wachsen läßt: man findet die entspre- 
chenden Kurven-Punkte durch Kombination der Parabel 

— y+ÄJ^.-f- = X . sin 2 OL + y . cos2a 



c« 



und der Graden — y-\-x.ctg2(x^=:0. 
Für einen solchen Schnittpunkt gut: 

Xi = — . ctg a, und yi = — 7^ [- 7^ — . ctg'^ a. 

9 2 g ^ 2 g ^ 

Man findet also für die Beihe dieser Schnittpunkte durch 

Elimination von a als diophantische Gleichung: 

2c'^ / c^ , \ ^ 

Die Achse VOV^ teilt die Kurve in zwei kongruente Teile. 
Verschiebt man die Horizontal-Achse um ~ — paraUel mit sich 

dv y 

nach oben, so bestehen für da,s neue Kreuz (x, y) in Bezug 

(•2 

auf das alte die Bdationen x = Xi und -^ \- yi = y. 

^9 ^2 

Demnach ist die Grenz -Kurve eine Parabel x'^ = 2y . — 

c^ 9 

mit dem Parameter — . 

9 
Der Scheuet der Parabel liegt in der gemeinsamen Direktrix 

der Parabel- Schar, wahrend ihr Focus in den Anfangs-Punkie 

der Bewegung fäUt. 

Keine Parabel aus der Schar überschreitet das Feld, welches 
durch die Grenz-Parabel abgeteilt wird. 

Für eine bestimmte Entfernung (x^) von ist die Vertikal- 
Ordinate y' der Grenz- Parabel gegeben als 
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1^ = ^,.^'- '' 



-3 c» 2 g 

Für dieselbe Stelle (a/) ist die VertUcdlrOrdinate der Parahel 
vom Winkel a gegd>en aJs: _ 

Die Differenz 2 e» cos^ « ^ 

ist stets positiv, d. h. y^ ist seinem absoluten Betrage nach iy*^ 
und y' sind negative Gröfsen) stets größer als y", wdehen Wert 
auch Winkel a haben mag. 

Sollen nim alle möglichen Bahnen aus betrachtet werden, 

bei denen die Anfangs-Geschwindigkeit c dieselbe bleibt, so hat 

man von einer Ebene zn mehreren Ebenen überzugehen. 

Man betrachtet nach einander die einzelnen Vertikal' Ebenen, 

welche durch YOV gehen, d. h. man denkt die Ebene HOV um 

rOV gedreht 

Die Schar der Graden, welche als gemeinsame Direktrix für 
je eine Ebene gelten, bildet eine Horizontal-Ebene, welche von 

(»2 

um -^ — entfernt ist. 
2g 
Drehung von DD' um VOV\ 

Die Schar der Fokal-Kreise, deren jeder für eine Ebene gilt, 
bildet eine Kugel, deren Centrum in hegt. 
Dieselbe berührt die Ebene der Direktrices. 

Drehung des Kreises vom Badius -^— um VOV\ 

Die Schar der Ellipsen, deren jede für eine Ebene gilt, bildet 
ein verkürztes Rotations-Ellipsoid , dessen Gentrum in der Höhe 

—. — senkrecht über hegt. 

Die kleine Achse ("ö — 1 des EUipsoides steht vertikal, die Schar 

der gröfseren Achsen ( — | füllt eine Horizontal-Ebene aus. 

Das Ellipsoid geht durch den Punkt und berührt die Ebene 
der Direktrices. 
Drehung der Ellipse um VOV. 

Ein Ellipsoid hat im allgemeinen drei rektanguläre Achsen von 
ungleicher Länge, 

Werden zwei Achsen einander gleich, so entsteht ein Botations- 
Ellipsoid, welches durch Drehung einer Ellipse um eine ihrer 
Achsen hergestellt werden kann: man unterscheidet verkürzte und 
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verlängerte Botations-Ellipsoide, je nachdem die Drehung um 
die Meinen oder um die grofsen Achsen erfolgt. 

Werden alle drei Achsen einander gleich^ so entsteht eine 
Kugel, 
Die Schar der Grenz-Parabeln, deren jede für eine Ebene gilt, 
bilden ein Botations-Paraboloid, welches die Ebene der Direktrices 
berührt. 
Drehung der Parabd um YOV*. 

JEine Fläche, welche in bestimmter Lage durch alle Vertikal' 
Schnitte in Parabeln und durch alle Uorijsiontdl' Schnitte in 
Ellipsen geschnitten wird, hei/st elliptisches Paraboloid. 

Wenn die Achsen der Ellipsen einander gleich werden, so ent- 
steht ein Kreis- Paraboloid, welches den Namen BotaHons-Parabohid 
führt. 

AUe diese Verhältnisse lassen sich in einem gewissen Grade 
der Annäherung durch emen Springbrunnen») zur Anschauung 
bringen. 

Die höchsten Punkte der einzelnen Tropfen- Bahnen bilden ein 
Rotations-Ellipsoid , dessen höchster Punkt die Horizontal -Ebene 
der Direktrices berührt. 

Die ganze in Bewegung befindliche Wassermasse wird von 
einem Botations-Paraboloid umschlossen. 
Es ist selbstverständlich, dafs die genauere Theorie des Spring- 
brunnens ein dynamisches Problem ist, bei welchem es sich um die 
gegenseitigen Beeinflussungen der eimsdnen Teile des bewegten 
Körpers von veränderlicher Gestalt (Wasser- Säule) handelt. 

B. Die Theorie des Schiefsens. Die Grenz-Parabel, 
welche bei der Behandlung des idealen Springbrunnens von einer 
gewissen Bedeutung war, leistet auch für die Untersuchung von 
Geschofs-Bahnen, welche verschiedenen Elevations- 
Winkeln entsprechen, gute Dienste. 

Obwohl die Punkte von Körpern, welche in der Nähe der 
Erdoberfläche geworfen werden, niemals Parabeln beschreiben, so 
besteht doch die grundlegende Aufgabe der Ballistik in der Kon- 
struktion einer Parabel aus 0, welche 'durch einen gegebenen 
Punkt P geht. 

Bei einer strengen Behandlung des Problems hätte man statt der 
Parabel die sogenannte Ballistische Kurve einzuführen, 
auf wdcher der Scheüdpunht nicht mehr gleiche Äste trennt. 

Die Länge des aufsteigenden Astes verhalt sich hier zur Länge 
des absteigenden Astes etwa wie 3 : 2, d. h. der absteigende Ast 
ist steiler als der aufsteigende. 

Die Bewegung eines Punktes in Widerstand leistender Umge- 
bung (z. B. Luft) geschieht auf Ballistischen Kurven. 



1) Yergl. Schell, Theorie I, S. 365. Ideale Fontänen. 



^ 
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Innerhalb der Ebene VOP 
mag P in seiner Lage gegen das 
Kreuz XOV durch seine Koor- 
dinaten 5 und T) gegeben sein. 

Soll P am einer Parabel 
aus liegen, welche zu einem 
Winkel a gehört, so müssen die 
Mafszahlen von ^ und tj der dio- 
phantischen Gleichung der Bahn 
genügen (Figur 64). 
Man hat also: 



— 7j=?.tga — 5^ 



g 



'2c«. cos« a 



V 

64. 



g 



und 



tg« a — 2 tg a 



g.5 



= 5.tga- 52.^(l+tg«a), 
Daraus folgt: 

_ — ^ Jü 

• 52 



— 1 



g 



^-i{i-r-f[h+'']-^') 



2 g 

2 c« 



o 



o 



AUen Punkten (5, tj), für welche — (^ + »,\ _ 5« ; 
ist, können zwei reelle Winkel a' und a" zugeordnet werden. 
Allen Punkten (5, rj), für welche (-^ \- yn — g« • 

ist, können keine reelle Winkel a' und a" zugeordnet werden. 

2 c« / c« \ 

Allen Punkten (5, >]), für welche 1 ^ 1- tj | — g« = 

ist, d. h. für welche eine bestimmte diophantische Gleichung 
(Grenz-Parabel) gilt, läfst sich ein Winkel a zuordnen. 

Die Orenz-Parabel umschliefst alle überhaupt erreichbaren 
(c) Punkte. 

Für Punkte P = (5, tj), welche auf der Orenz-Parabel 



liegen, giebt es einen, durch tga = 



g-i 



bestimmten Winkel, 



unter welchem eine Parabel in konstruiert werden muls, wenn 
sie durch P gehn soll. 

Legt man durch und P eine Ebene E^, welche mit der 
Horizontalen den Winkel 5 bildet, so existiert bei jeder Bahn für 
diese Ebene in gleicher Weise wie für die Horizontal-Ebene eine 
bestimmte Wurfweite w^. 

Die Maxima von w^f werden offenbar durch den Schnitt der 
Ebene (5) und des Grenz-Paraboloids gegeben, d. h. durch die radii 
vectores einer bestimmten Ellipse gehefert. 

In der Vertikal -Ebene V'OH besteht für einen Punkt der 
Grenz-Parabel die diophantische Gleichung 



— 331 — 

während anfserdem — rj = 5 • ^ ^ iß*« 
Demnach hat man für ^ die Gleichung 

deren Lösungen 

§, = + 5tg(45-|)und ?, = -!'. ctg(45-|) 
sind. g V 2/ g V 2; 

Auf der geneigten Ebene (5) giebt es innerhalb der Vertikal- 
Ebene HOV zwei Punkte (^j rji) und (5-2, >)«), welche das Maxi- 
mum der Wurfweite (w<f) für die ganze Ebene darstellen. 

Der eine Punkt (5i, tji) entspricht dem ansteigenden Teile, 
der andre Punkt (^2, ^2) entspricht dem absteigenden Teile der 
Ebene. 

Dem ersten Punkt entspricht 
dem andern Punkte entspricht 

= <j/[pö+ (45+^)]., 

JDieLösung ai = 45 + — /ÄÄr^ ;8rw PO — ai = — (Pö — 8) 

d. h. die Bichtung A^ von ai halbiert den Neigungs- Winkel der 
Vertikalen gegen die Ebene E^. 

Die Lösung a^ = 90 -{- i4:5-{- — j zeigt, daß die Rich- 
tungen von ai und 0^ auf einander normal stehen, d, h. die 
Sichtung A^ von Og halbiert das Supplement des Neigungs- Winkels 
der Vertikalen gegen die Ebene E^, 

Für einen Punkt Q von E^, welcher nicht innerhalb der 
Vertikal-Ebene HOV liegt, büdet OQ mit der Horizontal-Ebene 
nicht den Winkel 5. 

Die Maxima der Wurfweiten für solche Punkte Q lassen sich 
leicht berechnen, wenn man den Winkel V'OQ = in kennt. 
Man hat innerhalb der Ebene V OQ eine horizontale Achse OH' 
anzunehmen und die für VOH durchgeführten Bärachtungen für 
F' OW zu unederholen. 

Die Schnittpunkte aller Bahnen aus 0, welche för E^ Maxima 
der Wurfweite liefern, bilden eine Ellipse, welche bereits 
als Schnitt der Ebene und des Grenz - Paraboloids hingestellt 
Wurde. 
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Diese Ellipse geht für die Horizovdal - Ebene {E^) iw einen 
Kreis über. 
Hier ist für jede VertikalrEbene ai = 45 und o^ = 135^ 

Handelt es sich nicht daram, die Maximal-Wurfweite für E<f 
zu gewinnen, sondern einen bestimmten Punkt (?, tj) auf E^ zu 
erreichen, so liefert 

für a zwei Werte. 

Bestimmt man allgemein die Wurfweite w«f j welche in Bezug 
auf Erf bei einem Winkel oci erreicht wird, so gelangt man zur 

Formel: _ 2 c^ cos g . sin (a — 8) 

^^ ~f^ ^^^ • 

Hier ist w^ = — ^, während gleichzeitig 

cos ^ "L 
-n = l^.tga-V ^ 



^ c« cos^ a 
und — 71 = 1^ , tgb in Geltung ist 

Handelt es sich umgekehrt darum, die zu Punkt (^, >]) ge- 
hörigen Wurfweite w^ zu erreichen, so hat man Winkel a aus der 
Formel für w<f zu bestimmen. 
Bei der Auflösung von cosa . sin {a — 5) gelangt man offenbar 
zu einer quadratischen Gleichung für sin 2 a oder für cos 2 a^ 

wahrend andrerseits w^ = 1/g* + 73* und cos 5 ^ ist 

' ' Wrf 

Diese Gleichung ersetz man für die Berechnung besser durch 

^«=T[f-rT(Ä+')-^']- 

Die Formel für w^ zeigt, dafs die Lösungen a' und a" zu 
zwei Richtungen führen, deren Winkel durch die früher bestimmte 
Richtung (Aj oder Ag) des einen Maximums (ai oder ot^) halbiert wird. 

Man hatte z, B, ai = 45 -| — ^. 

SoU die Bichtung des nicht horizontalen Schenkels von ai die 
Sichtungen der nickt horizontalen Schenkel von a' und a" hal- 
bieren, so hat man a' = 45 + -^ — h ^ ^*wi a" = 45-^- ^ — e 
zu setzen. 

Es ist leicht zu zeigen, dafs für diese Werte (a' und ol'^) die 
Größe cos a . sin (a — 8) denseWen Wert erhält. 

Wenn man die Wurf-Bahn als Ort des Mittelpunktes einer physi- 
schen Kugel ansieht, so gelangt man durch die vorangegangenen 
Betrachtungen näherungsweise zu einer Theorie des Schiefsens. 

Um einen bestimmten Punkt zu treffen, kann man bei der- 
selben Anfangs-Geschwindigkeit zwei verschiedene Winkel a' und 
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a" benutzen, welche man hier Elevations- Winkel nennt: die da- 
zugehörigen Richtungen bilden mit der Richtung , welche der 
Maximal-Schufsweite entspricht, gleiche Winkel. 

Man unterscheidet infolgedessen (in älterer Bezeichnung) in Bezug 
auf ein bestimnUes Ziel Bogen-Schufs (Bomben) und Flach-Schuß 
(scharfes Geschoß) '). 

Soll z. B. ein Gebäude (P) von einem Punkte (0), der 100 m 
tiefer gelegen ist und in Bezug auf die Horizontale eine Entfer- 
nung (§) von 1525 m hat, mit einer Änfangs-Geschwindigkeit 

von 150 o T j beschossen werden, so findet man für Bomben 

a' = 68\ 28' 50" und für scharfe Geschoße a" = 25^ 16\ 

Um die Geschwindigkeit für jeden Punkt der Bahn herzuleiten, 
hat man die Einzel-Geschwindigkeiten c . cosa und g t — • c sina 
geometrisch zu addieren, d. h. man hat 

V •= l/(c . cosa)^ + (gt — c sina)* = 



|/c2 + 2g (||- t« - et sin a) 



zu bilden. 

Bezeichnet man die Flughöhe nach Ablauf der Zeitdauer t wieder- 
um durch yt, so ist ^t^ — et .sina = yt und v = 1/c* + 2 g . yt. 

Die Flugzeit t^, d. h. die Zeit-Dauer vom Aufsteigen bis zum 
Niederfallen, ist für eine Ebene E^ leicht herzuleiten, wenn man 
bedenkt, dafs die Projektion des bewegten Punktes aufE^ während 
der Flug - Zeit t^ die Wurfweite w^ in gleichförmiger Bewegung 

durcheilt. 2 c sinTa 8) 

Man findet t^ = ^ — s — --, d. h. also im besonderen 

2c . g «085 

to = — . sm a. 
g 
Für die Hör izonkU -Ebene (OH) ist die Geschwindigkeit des 

PrqjektionS'Punktes c . cos a, für die geneigte Ebene (E^) ist die 
Geschwindigkeit des Projektions -Punktes — - — ^ — . 

Die Ballistik darf von dem Einflüsse des widerstehenden 
Mittels nicht absehen^). 

In den Actis erudüorum (Lips. 1719) behandelte Johannes 
Bernoulli gleichzeitig mit seinem Neffen Nikolaus Ber- 
noulli das dynamische Problem der Wurf-Bewegung im wider- 
stehenden Mittel. 

Legendre (Memoires de VAcademie de Berlin^ 1782) und 



1) Man spricht jetzt von direktem nnd indirektem Fener und bezeichnet 
letzteres als Vertikal-Feuer. 

2) Yergl. Kell in Grunerts Archiv, Teü 46 und 47. 
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Jacobi {Grelle, Journal, Bd. XXIV) vervollständigten die 
Löstmgen, 

Die Probleme der Ballistik sind äufserst verwickelt, weil die 
modernen Geschosse einerseits keine Kugeln sind und weil die- 
selben aufserdem bei der Bewegung Drehungen vollfuhren. 

So wird z. B. das Geschoß unseres Infanterie-Gewehres {M. 71) 
aus starlcem Bleidraht gepre/st, so da/s es eine cylindrisch ogivale 
{pgive = gotischer Spitehogen) Form annimmt 

Die Züge des Gewehres gehen dem Geschosse eine Dreh^ 
Bewegung um eine Achse, welche der Achse des Rohres {Seden- 
Achse) parallel ist 

Durch die ogivale EndgestaUung wird der Widerstand der Luft 
möglichst unschädlich gemacht, so da/s die Flugbahn reUxtiv wenig 
verkürzt erscheint 

Durch die Dreh-Bewegung wird dem Geschosse seitlichen Ein- 
flüssen gegenüber (Wind etc.) eine gewisse Stabilität gegeben, es 
wird in seiner Bahn erhalten. 



ni. Die Dynamik der Physik. 

1. Die Begründung der physlkaliscben Dynamik* 

Die allgemeinste Annahme , welche man in Bezug auf die 
Bewegungen verschiedener Systeme (beziehungsweise der Teüe 
eines Systems) machen kann, ist die, dafs für die einzelnen Bewe- 
gungen gegenseitige Hemmungen nnd Fordemngen in Rech- 
nung zu bringen sind. 

Jede Festsetzung über diese Beeinflussungen führt zu einer 
bestimmten Form der Dynamik, unter deren Schar als einfachste 
diejenige bezeichnet werden müfste, bei welcher die Mafs-Zahlen 
der gegenseitigen Hemmungen und Förderungen unter allen Um- 
ständen ;,NulF sind, bei welchen man also die Grenzlinien der 
Phoronomie nicht überschreitet. 

Erfahrungsmäfsig steht fest, dafs diese einfachste Form bei 
den Bewegungen der Naturkörper, d. h. bei den physischen Bewe- 
gungen nicht in Geltung ist, dafs hier vielmehr neben den beiden 
Gröfsen- Arten der Phoronomie {Länge und Zeit) noch eine Gröfsen- 
Art (Masse) eingeführt werden mufs, wenn man zu einer Darstel- 
lung der Bewegungs- Verhältnisse gelangen will. 

Die Dynamik der Physik geniefst andern Formen der Dynamik 
gegenüber den Vorzug mit einer einzigen dynamischen Grofsen- 
Art auszukommen, so dafs hier einschliefslich der beiden phoro- 
nomischen Gröfsen- Arten im Mafs-Systeme drei verschiedene 
Grofsen-Arten auftreten. 
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Die dynamischen Onindbegriffe , mit deren Definition die 
Untersuchung beginnen wird, müssen sich durch jene drei Gröfsen- 
Arten darstellen lassen. 

Für die Verwendung der Grundbegriflfe bedient man sich ge- 
wisser Prinzipien: wenn man eine Beziehung, deren Gültigkeit 
hier und da bewiesen werden konnte, auch in Fällen voraussetzt, 
wo ein solcher Beweis noch nicht erbracht worden ist, so 
macht man die Voraussetzung dieser allgemeinen Gültigkeit zum 
Prinzip der Forschung. 

Da alle physikalischen Messungen auf gewisse Fundamental- 
Gröfsen der Dynamik zurückweisen, so wird die Bestim- 
mung der dynamischen Einheiten im besondern zu behan- 
deln seiü. 



A. Die Grundbegriffe. 

%. 1. Bewegungs-Energie und Bewegungs-Gröfse. 

Der Satz Yon der Eonstanz der Masse sagt aus, dafs es 
für jeden physischen Körper einen bestimmten Zahlen-Eoefflcient 
seiner Wirksamkeit giebt, welcher keinen Änderungen unter- 
worfen ist. 

Die Teilbarkeit der physischen Körper, welche erfahrungs- 
mäfsig unbegrenzt ist, fuhrt dazu, einen solchen Eoefflcienten 
stets als Summe anderer Eoefflcienten derselben Art aufzu- 
fassen. 

Des näheren bestimmt werden diese Verhältnisse durch den 
Satz Yon der Eonstanz der Massen-Summen^ insofern als einer 
beliebigen Zerlegung eines Körpers stets eine bestimmte Gruppe 
von Teil-Körpern entspricht, deren Massen zusammengenommen 
wiederum die Masse des ganzen Körpers liefern. 

Da diese Beziehung fiir jede Zerlegung gelten mufs, so wird 
man darauf geführt, jedem Punkte Pi eines physischen Körpers 
einen bestimmten Koemcienten seiner Wirksamkeit mi zuzuordnen 
und dabei für einen Körper von der Masse m die Gleichung 
m = Smi vorauszusetzen. 
Dabei ist jeder Koefficient nt, unter allen Umständen unendlich 
klein vorauszusetzen , da die Anzahl der im Körper zusammen- 
tretenden Punkte jedenfalls unendlich groß ist, während m = Sw,- 
stets einen endlichen Wert erhält. 

Der letzte ScJüufs würde hinfällig werden j wenn in jedem 
physischen Körper nur eine endliche Anzahl von Punkten vor- 
handen wäre, deren Koefßcienten von Null verschieden sind: 
diese Annahme under spricht der Erfahrung über die Konstanz 
der Massen- Summe bei beliebiger Zerlegung. 

Wenn man jedem Punkt Pi eines physischen Körpers einen 



— 336 — 

bestimmten Koefficienten seiner Wirksamkeit zuordnet, so sagt 
man damit aus, dafs Punkte, deren Koefficienten im Verhältnisse 
p : q stehen, sich in ihren Wirkungen verhalten wie p zu q. 
Wenn das Verhältnis p : q für je ^wei Punkte den Wert 1 hat, 
so gelangt man zu der Vorstellung von homogenen Systemen. 

Da hei Körpern, welche in jeder Hinsicht als gleichartig {e. B. 
bei Teilen eines und desselben BleistücJces) erscheinen, die Masse 
dem Volumen im allgemeinen proportional gefunden wird, so ist 
man auch im Einklänge mit dem früher (S. 122) verwandten 
Satze, dafs für gleiche Raumteile homogener Kontintm die bezüg- 
lichen Größen Um, als gleichwertig anzunehmen sind. 

» 

Die Mars-Zahl der Masse bestimmt im Verein mit Mafs- 
Zahlen der phoronomischen GrSrsen die Energie der Bewe- 
gang, deren Dimension als l^mt-^ angegeben wurde. 

Es mag daran (S. 33) erinnert werden, dafs man den Ausdruck 
^Energie der Bewegung^, dessen Beziehung zur „Stärke der 
Empfindung^ scharf betont worden ist, zwar auf verschiedene, 
aber nicht auf beliebige Weise in eine mathematische Form über- 
tragen dar£ 

Der Unterschied In der Wirksamkeit einer geworfenen 
und einer abgeschossenen Büchsenkugel weist darauf hin, dafs 
die Energie der Bewegung mit der Geschwindigkeit der Bewe- 
gung wächst, während der Unterschied In der Wirksamkeit 
einer Bttchsenkngel und einer Kanonenkugel, welche gleiche 
(Geschwindigkeit haben, anzeigt, dafs die Energie der Bewegung 
auch mit der Masse wächst. 

Man könnte demnach unter andern eine Summe von Aus- 
drücken m'^ . V, in welcher X und v positive Zahlen sind, benutzen, 
um eine mathematische Darstellung des Wortes ^Energie^ zu 
liefern. 

Dafs man nun grade eine Gröfse von der Dimension 1^ m t~* 
auswählt, hat seine hohe Bedeutung. 

In der Theorie der gleichmäfsig geänderten Bewegungen des 
Punktes (S. 187) existiert eine Formel, welche einer grofsen Ver- 
allgemeinerung fähig ist: es handelt sich um die Beziehung zwi- 
schen Anfangs-Geschwindigkeit und End-Geschwindigkeit. 

Dort war gefunden worden: 

v^t — v^ = 2 as. 

Wenn man diese Formel mit der Mafs-Zahl der Masse multi- 
pliciert, welche dem bewegten Punkte zukommt, so gelangt man 
zu der Formel i i 

-^ m v^t ö" i^ v\ = mas. 

Auf der linken Seite steht eine Gröfse von der Dimension 
r^mt-2^ welche eine zulässige Form für die Übertragung des 
Wortes ;,Energle^ darstellt, während auf der rechten Seite 
eine Gröfse von der Dimension P m t-^ steht, welche man Arbeit 
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zu nennen pflegt, weil sie ein Mafs für Leistungen, d. h. für aus- 
geübte Wirkungen liefert. 

Der Begriff der Arbeit wird zunächst am besten dttrch die 
VerhcUtnisse illustriert , welche an der Erdoberfläche beim freien 
Folie obwalten. 

Die einfachsten Beziehungen sind hier gegeben^ wenn sich alle 
Punkte eines Körpers auf einem Parallel- Systeme von Vertikalen 
{Translation) bewegen, d, h. wenn keine Drehungen auftreten. 

Hier gelangt man durch Summation (Sm, = m) von der 
Formel für P, 

w, v\ ^ mi V'o = m, g s 



2 • ' 2 
gu der allgemeineren Formel 

— m v^i — — m v\ == m . g . s. 

Bei freiem Falle hat Vq den Wert 0, so da/s 

1 2 

^ • 

resultiert , wobei die Arbeit des sinkenden Körpers hier der 
Fallhöhe {s\ der Masse (m) uthd der Beschleunigung (g) propor- 
tional ist. 

Die Wahl des Wortes „Arbeit^ isur Bezeichnung von m . g , s 
rechtfertigt sich dadurch, da/s ein fallender Körper benutzt werden 
kann, um Arbeit zu leisten in dem Sinne, wie etwa ein 
Mensch vermittelst seiner Arme und Hände Arbeit leistet. 

Man denke hier z. B. an den Rammbock, welcher durch die 
vereinten Kräfte von mehreren Arbeitern emporgezogen mrd, um 
dann in freiem Falle den Kopf des einzurammenden Pfahles zu 
treffen: neben der Masse des Rammbockes und neben der Länge 
der Erhebungsstrecke hängt die Größe der geleisteten Arbeit 
offenbar auch von g ab, wie man leicht übersieht, wenn man sicfi 
das erfahrungsmäfsig gegebene g mehr und mehr abnehmend 
denkt. 

Das Beispiel von dem Rammbocke zeigt noch mehr. So oft 
der Klotz durch die Kräfte der Arbeiter in die bestimmte Höhe 
gebracht worden ist, von welcher er herabfallen soll, ist er im- 
stande , Arbeit von gleicher Gröfse m .s .g zu leisten , so da/s 
die Leistung der Arbeiter gewissermafsen jedesmal darin besteht, 
Arbeit von bestimmter Gröfse in der Maschine aufzu- 
speichern, d. h. das Emporhel)en des Rammbockes entspricht offenbar 
auch einer Arbeit von bestimmter Größe. 

Während jeder Punkt des Klotzes beim Herabfallen innerhalb 
jedes Zeitteümomcntes t die Geschwindigkeit g . t erhäU, handelt 
es sich beim Emporheben darum, diesen Zusatz g , x in jedem 
Augenblicke zu vernichten, d. h. g .x in entgegengesetzter Richtung 
hinzuzufügen. 

Wernloke. 22 
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Dieses Vernichten ist erfahrungsgemäfs um so schwerer , je 
gröfser die fallende Masse ist. 

Diese BetracMungen j^eigen, da/s man die Arbeit doppelt 
definieren kann: für jeden Punkt des gehobenen Körpers sind die- 
selben regdmäfsig auftretenden Zusätee {g , t) der G-eschwindigheit 
in Rechnung zu bringen^ welche beim fallenden Körper in Frage 
kommen, so da/s hier nur ein Unterschied in der Richtung übrig 
bleibt, den man durch Vorzeichen (+ und — ) darstellen könnte. 

Die Gh'ö/se m . s . g stellt den Wert der Arbeit dar, zu 
welchem man gelangt, wenn man den Körper seiner Bewegung 
entgegen unter sonst gleichen Verhältnissen auf seiner Bahn von 
Punkt zu Punkt zurückbewegt denkt. 

Die Größe m . s . g stellt aber noch einen Arbeits-Wert 
dar und zwar den, welcher der wirklichen Bewegung des Körpers 
entspricht. 

unter allen Darstellungen des Wortes ^Energie^ bietet die 
hier gewählte infolge der Gleichung 

y m v«t — y m v^o 

den Vorteil, Arbeit und Energie in einem sehr einfachen Zusammen- 
hange erscheinen zu lassen. 

Diese Darstellung hat sich nun in der That sehr zweckmäfsig 
erwiesen, da die oben benutzte Gleichung eine sehr weitgehende 
Bedeutung hat. 

Obwohl y^Arbeit^ und „Energie^ begrifflich ganz verschieden 
sind, so müssen sie doch vermöge der obigen Gleichung als 
Grö/sen von gleicher Dimension gelten. 

Zunächst kann man sich unter Beibehaltung eines Körpers 
von der Beschränkung der gleichmäfsig geänderten Bewegung los- 
machen. Die Bahn mag in mehrere an einander schliefsende 

Stücke [s,], [s.2] |s„] zerfallen, welche beziehungsweise in 

gleichmäfsig geänderter Bewegung mit den Beschleunigungen 
a|, a2 an durchlaufen werden. Bezeichnet man die An- 
fangs- und die End-Geschwindigkeiten auf den einzelnen Stücken 
beziehungsweise mit 

(Pm qO» (P2, q^) (Pn, qn), 

so hat man folgendes Schema: 

Stück 1 . . . . y^ m q*i — y^ m p^i = m . a, . Si 
Stück 2 . . . . y2 m q^a — % m^\ = m . b^ . ^2 



Stück n . . . . y^ m q*n — V2 m p^^ = m . an . Sn. 
Durch Addition folgt, da man 

qi = P«? q« = P37 q„ - 1 = Pn 

zu setzen hat, 

y2 m q^n — y« iii P'i = m . aj . s, -|- m . aj . S2 + . . . m . an . s 



— 339 ~ 

Bezeichnet man wiederum die Anfangs- und die End-Ge- 
3chwindigkeit der ganzen Bewegung mit Vt und Vo, so hat man : 

'/a m v^t — % Da v^o = S m . a,- . S|. 

Auf der rechten Seite steht die Summe der Arbeiten für die 
einzebien Bahn-Stücke, welche kleiner und kleiner werden können, 
ohne dafs die linke Seite ihre Form ändert. 

Für Elementar-Inkremente der Bahn gelangt man zu jeder 
beUebigen Bewegung, da hier die unendliche Reihe a,, a.^, a^ . . . . 
jedes Gesetz der Beschleunigung darzustellen gestattet. 

Von einer beliebigen Bewegung kann man zu einer Gmppe 
(m', m" ) von einander unabhängiger Bewegungen ') über- 
gehen, indem man für jede die eben entwickelte Formel anwendet 

und dann addiert. Bezeichnet man die Summe S-^mv'^t durch Ei, 
so gelangt man zu einer Formel: ^ 

Et — E„ = 2 m' . a'i . s'i + S m" . a"i . s"i + . . . . 
Diese Formel drückt den Satz der AqniTalenz von Energie 
nnd Arbeit aus. 

Die Differenz der Energieen eines dissoluten Systems, be- 
rechnet für zwei verschiedene Zeit-Momente, ist gleich der Arbeit, 
welche nötig wäre, um das System aus der zweiten Lage in die 
erste Lage zurückzufuhren, wenn man die einzelnen Punkte in um- 
gekehrtem Sinne auf ihren Bahnen unter sonst gleichen Verhält- 
nissen zurückbewegte. 

Dieselbe Energie ist aber auch gleich der Arbeit, welche bei 
jenem Übergange in der That geleistet wird. 

Dahei ist die Beschieunigung , welche in den Äasdnick für die 
Arbeit eingeht, stets auf der Bahn (Tangentidl-Beschleunigung) 
zu messen. 

Der Satz von der Äquivalenz ist eine Identität, welche sich 
aus der mathematischen Darstellung der Ausdrücke „Energie^ 
und „Arbeit'' mit Notwendigkeit ergiebt, also keiner Bestätigung 
durch die Erfahrung bedarf. Andere Definitionen würden zu 
anderen Sätzen führen. 

Man pflegt das Produkt m . a abkürzend Kraft oder auch 
bewegende Kraft*) zu nennen, so dafs man jede Arbeit als Pro- 
dukt einer Kraft und einer Länge auffassen darf. 

Die Dimension der Kraft ist 1 . m . t-^. 

Bezeichnet man die Kraft mit k und die Arbeit mit A , so lautet 
die Formel, von welcher ausgegangen umrde, 

^U m v^t — V2 mv^o ^= k.s = A. 
Aus dieser fdgt dann: 

% mv\ — % mv^o = tki.Si = 2^.- = ^ 
undEt — E =5;*',.s',+ Sifc",.5",+ ..=^' + ^" + .. =A 



1} Entsprechend der VorsteUnng eines dissoluten Systems. 
2) Im Gegensatz znr Beschlennignng, die anch „beschlennigende Kraft" 
genannt wird. 

22* 
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Die Einführung der Kraft gestattet auch für die sogenannte 
Bewegungs-Gröfse eine Beziehung herzuleiten , welche sich leicht 
in Worte kleiden läfst, falls man noch das Produkt aus der Kraft 
und der Zeit-Dauer, während welcher die Kraft (beziehungsweise 
die Beschleunigung) in Geltung ist, den Antrieb der Kraft 
nennt. 

• • 

Das Produkt m • T, welches als die einfachste Übersetzung 
des Ausdrucks Energie verwandt werden könnte, wenn diese nicht 
bereits als »/g ^ • v^ eingeführt wäre, führt den Namen „Bewegungs- 
Gröfse^. 

Die Dimension der Bewegnngs-Gröfse ist 1 . m . t~^ 

In der Theorie der gleichmäfsig geänderten Bewegung des 
Punktes gilt die Formel : 

Vt — Vo = a . t 

Durch Multiplikation mit m geht dieselbe über in 
m.Vt — m.Vo=m.a.t=k.t. 

Die Erweiterung für jede beliebige Bewegung eines Punktes 
liefert auf dem oben gegebenen Wege 

m . Vt — m . Vo = S mi . ai . ti = S k| . tj. 

Bezeichnet man die Bewegungs-Gröfse eines dissoluten Systems 
durch B, so gelangt man wiederum durch Addition zu: 

Bt— Bo = Sk'i.t'j + Sk"i.t"i-[;; 

Diese Formel drückt den Satz von der Äquivalenz von Be- 
wegungs-Gröfse und Kraft- Antrieb aus : 

Die Differenz der Bewegungs-Gröfse eines dissoluten Systems, 

berechnet für zwei verschiedene Zeit-Momente, ist gleich dem 

Kraftantrieb , welcher für die Zeit zwischen den beiden Lagen des 

Systems in Rechnung zu bringen ist. 

Auch dieser Sat0 ist eine Identitüt der oben bezeichneten Art, 

Würde man m .v als Energie einführen , so würde der Satz 

/</ /</ 

einen andern Ausdruck {Produkt aus Bewegungs-Gröfse und 
Geschwindigkeit) fordern. 

Die beiden Sätze, welche hier für dissolute Punkt-Systeme 
abgeleitet wurden, haben eine weitergehende Geltung, da man 
dieselben auf beliebige Punkt-Systeme anwenden kann, nachdem 
dieselben als dissolute Systeme dargestellt worden sind. 

Diese Darstellung wird später durch das d* Alembert sehe 

Princip gewonnen iverden. 
Die Geschichte der Physik kennt einen langen Streit über die 
Verwendung der beiden Mafse, welche hier als Energie und als 
Bewegungs-Gröfse eingeführt wurden. 

Descartes hatte (Itj 44) zum ersten Male^) mv als Mafs für 

die bewegende Kraft eines Körpers verwendet ^ während Leib nie 

1) Principia philosophiae. 
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bald darauf {1686) diese Größe durch mv^ ersetzt wissen 
wollte *). 

Erst durch d'Alemberts Traite de dynamique (1743) wurde 
die Sachlage vollständig geklärt^): es handelt sich eben um zwei 
verschiedene Mafse für die Wirksamkeit der Bewegungen, welchen 
noch eine Reihe anderer Mafse an die Seite gesteUt werden 
könnten. 

JEs genügt in der That, irgend einen Ättsdruck £iu konstruieren, 
welcher einmal der Masse proportional ist und aufserdem eine 
Abschätzung der Bewegung gestattet, wobei natürlich eine Fest- 
setzung über die mathematische Darstellung des Wortes „bewe- 
gende Kraft eines Körpers^ nötig wird. 



§. 2. Die Kräfte der Bewegung. 

Wenn man für einen Punkt Pj, welcher einem in Bewegung 
befindlichen Systeme angehört, die Reihe der Beschleunigungen 



a j, a i , a j, a i 



festgestellt hat, so kann man zu einer Reihe von Gröfsen 

mi a"i, mi a^,, m, a"i, mi a™i, 

gelangen, deren einzelne Glieder beziehungsweise Kräfte TOn der 
Ordnnng Null, Eins, Zwei, Drei .... heifsen. 

Neben der Bewegnngs-Orörse (mi a"i) nimmt hier die Kraft 
erster Ordnung (mia^), welche im allgemeinen schlechthin als 
Kraft oder auch bewegende Kraft genannt wird, eine hervor- 
ragende Stellung ein. 

Da die Bewegungen der NaturJcörper fast durchweg auf Bewe^ 
gungen zurückweisen, für welche die Beschleunigungen zweiter 
und höherer Ordnung durch relativ verwickelte Ausdrücke dar- 
stellbar sind, so bieten die Kräfte, welche Beschleunigungen hö- 
herer Ordnung entsprechen, ein relativ geringes Interesse dar. 

Da die Beschleunigungen jeder Ordnung durch Strecken dar- 
stellbar sind, so können auch die Kräfte jeder Ordnung durch 
Strecken abgebildet werden. 

Einem Strecken-Paare entspricht ein Kräfte-Paar. 

Da ein Koefficient m, {was er auch sonst bedeuten mag) in der 
Formd nur als eine bestimmte Zahl erscheint, so ist jede Kraft einem 
bestimmten Vielfachen einer bestimmten Strecke {d, h. einer be- 
stimmten Strecke) proportionale 



1) Brevis demonstratio erroris memorabilis Cartesii et aliomm. Acta 
Eruditorum. März 1686. 

2) Auch Kant hat sich (1747) bemüht für einen Ausgleich zu wirken und 
zwar in seiner Schrift: Gedanken von der wahren Schätzung der lebendigen 
Kräfte. 
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Für die Zusammensetzung und Zerlegung Ton Kräften 

gelten demnach im allgemeinen die Gesetze fßr die Zusammen- 
setzung und Zerlegung Ton Strecken. 

Im besondem ist durch eine Untersuchung des Punkt-Systems, 
dem die Kräfte angehören, festzustellen, welche Annahmen über 
die Gleichheit von Strecken beziehungsweise welche Form der 
Strecken-Addition in diesem oder jenem Falle zur Geltung kom- 
men mufs. 

Da für die Behandlung der Beschleunigungen ei/nes Punktes 
die Sätee Über die geometrische Addition von Strecken mafs- 
gebend waren, so darf Analoges auch hier vermutet werden. 

Die mechanische Addition von Strecken unrd vor allem 
beim unveränderlichen System sur Geltung kommen. 

Den Drehungs-Momenten von Strecken (S. 123) entsprechen 
nun Drehungs-Momente von Kräften, d. h. Kräfte-Paare, welche 
unter einem bestimmten Zwange der Lage stehen. 

Auch das Moment einer Kraft in Beeug auf eine 

Ebene gelangt hier zu bestimmter Bedeutung, 

Die Kräfte bewegter Natui-körper machen sich als Druck 
oder Zug bemerkbar. 
Es mag nochmals daran erinnert werden, da/s sich die Empfin- 
dungen aller Kreise scTüiefslich als Geleit-Erscheinungen von Be- 
wegungen darstellen j obwohl sie in der That das Ursprüngliche 
sind und da/s der dynamische Wert einer Bewegung in der 
Empfindungs-Intensität abgeschätzt wird^), während die Form 
der Bewegung der Qualität der Empfindung entspricht. 

Daran liegt es, da/s wir in edlen Empfindungs-Kreisen Kräfte 
wahrnehmen^ welche sich in letzter Instanz als gleichartig {spezi- 
fische Energie) betrachten lassen. 

Da übrigens Arbeits-Grö/sen , welche für gleiche Weg-Stücke 
in Bechnung zu bringen sind, den entsprechenden Kräften pro- 
portional sind, so erklärt es sich leicht, da/s die Wirksamkeit 
der Bewegungen durch Kräfte dargestellt werden kann, während 
sie ursprünglich als Arbeitsleistung {entsprechend der Intensität 
der Empfindungen) gegeben wird. 

Bewegungs-Grö/se {ma^ = mv), Bewegwngs- Kraft {ma^ und 

Bewegungs-Energie l— mvA sind schiie/slich nur verschieden- 
artig konstruierte Maße für dasselbe, deren jedes in dieser oder 
jener Beziehung gewisse Vorteile darbietet. 

Die Kräfte werden hier durchweg aus der vorhandenen Be- 
wegung abgeleitet, indem man das Produkt aus Beschleunigung 
und Masse darstellt^). 



1) Vergl. Lasswitz, Atomistik und Kriticismus, S. 10 flg. 

2) Sie sind , um F. A. Langes scharfen Ausdruck zu gebrauchen, 
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Früher wurde die Annahme gemacht, da/s jede Bewegung auf 
eine jfiewegende Kraft^ surückjsuführen sei, 

Biese Ursdchen der Bewegung, welche unter dem Banne des 
scholastischen Realismus fast me beseelte Wesen behandelt wurdefn, 
sollten an ihren Wirkungen, d. h. an den Bewegungen selbst ge- 
messen werden. 

Um die Bestimmung dieser Dichtungs-Gebilde durchzuführen, 
stellt man das Axiom auf: Zwischen Ursache und Wirkung 
herrscht Proportionalität. 

Man behandelte nur die beiden Kräfte, welche beziehungsweise 
als Ursachen der Bewegungs-Grö/se (ma"") und der bewegenden 
Kraft (m ai) einzuführen sind und unterschied dieselben bezie- 
hungsweise als momenttx/ne JKräfte (Stofs) und als kon- 
ti/nuierliche Kräfte (Schwere), 

Jenes Axiom führt nu/n zu folgender Überlegung: 

1, Wenn der Masse Eins beziehungsweise die Geschwindigkeiten 
oder Beschleunigungen 9 und cp' erteilt werden, so müssen die 
Ursachen der Bewegungen k und kf im Verhaltnisse 9 : cp' stehen, 

2, Wenn den Massen m und m* die Geschwindigkeit oder Be- 
schleunigung Eins erteilt wird, so müssen die Ursachen der Be- 
wegungen k und k' im Verhältnisse mim' stehen. 

Daraus folgte das Mafs für die Ursache, d, h, für die momen- 
tane oder für die kontinuierliche Kraft aus der Proportion 

k m^ 

k' w'(p'* 
Wenn man eine bestimmte Kraft k* zur Einheit wählte, so 
ließ sich jede andere als 

k = — : — ; . m cp = £ . m cp 
im' 9' ^ ^ 

darstellen^ wobei die Bestimmung so eingerichtet werden konnte, 

da/s e den Wert Eins erhielt. 

Diese Anschauungsweise führte femer zu einem Postulat, das 
unter dem Namen „Princip der Trägheit^ bekannt ist und fol- 
gendermafsen lautet: Jeder Körper verharrt in seinem Bewegungs- 
Zusiande {eventuell der Buhe), solange er nicht durch au/serhalb 
gelegene Kräfte zur Änderung dieses Zustandes gezwungen wird '). 

Newton stellte an der Spitze seiner Principia'^) drei Grund- 
sätze auf unter denen sich das erwähnte Axiom und das dadurch 
erforderliche Postulat befinden. 

Der dritte Satz, welcher sich dort findet, ist als Princip der 
Aktion und Reaktion bekannt und besagt , dxx/s jedem Zuge oder 
jedem Drucke ein entgegengesetzt gerichteter Zug oder Druck voft 



Funktionen der Bewegung, während man dieselben früher als Ursachen 
der Bewegung einführte. Vergl. F. A. Lange, Geschichte des Materialismus II, 
S. 206. 

1^ Vergl. S. 42. 

2) Frincipia philosophiae naturalis mathematica. London 1687. 
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gleicher Größe entspricht, dafs mit andern Worten alle Kräfte 
in der Natur paarweise vorhanden sind. 

Der letde Satss ist auch heute noch von grofser Wichtigkeit^ 
wenn man ihn als ein Princip der physikalischen Dynamik 
{AnnuUierufig der Arbeit der Spannkräfte) auffafst, anstatt ihn 
2u einem Lehrsätze der Mechanik zu machen '). 

Dafs Newton selbst in diesem Punkte grade so Mar gedacht 
hat, wie in Bezug auf die oft gepriesene und oft verschrieene 
actio in distans^) beweist eine Stelle, welche auch Schell^) er- 
wähnt: Voces aitractionis, impulsus vel propensionis cujuscunque 
in centrum indifferenter et pro se mutuo promiscue usurpo, Jms 
vires non physice sed mathematice tantum considerando. Unde 
caveat lector, ne per hujusmodi voces cogitet, me speciem vel mo- 
dum actionis causamve aui rationem physicam alicubi definire, 
vel centris (quae sunt puncta maihematica) vires vere et physice 
tribuere, si forte aut centra trahere aut vires centrorum esse dixero» 

Die Sprache ist in einer Zeit entstanden , wo jener Hang zur 
Personifikation, der im scholastischen Realismus zum letzten Male 
zu unumschränkter Herrschaft gelangte, noch durchaus in Gd- 
tung war: darum wird der Ausdruck des öfteren an jene alten 
Anschauungen erinnern müssen^), welche überall Kräfte als Ur- 
sachen erdichteten. 

Für Newtons Anschauung (hypotheses non fingo) ist der 
Schlufs seines Werkes sehr bezeichnend : Quidquid ex phaenomenis 
non deducitur, hypothesis vocanda est; et hypotheses sen metaphysi- 
cae, seu physicae, seu qualitatum ocadtarum, seu mechanicae in 
philosophia experimentali locum non habent .... Adjicere jam 
liceret nonnulla de spiritu quodam subtillissimo corpora crassa 
pervadente et in iisdem latente, cujus vi et actionibus particulas 
corporum ad minimas distantias se mtUuo aitrahunt et contiguae 
factae cohaerent. 

Der herrschende Atomismus, welcher die Welt des scholastischen 
Realismus, nachdem er sie entgöttert hatte, festzuhalten suchte, 
verhinderte lange Zeit hindurch jede Klärung in der Frage nach 
der Existenz der Kräfte, 

Theoria mechanices analytica causam agnoscere nullam polest 

diese These {182 5) Jacob is wird stets für die weitere 

Entwicklung der Mechanik mafsgebend sein müssen, wie sie für die 
epochemachenden Werke von G. Kirchhoff und W, Schell 
mafsgebend getvesen ist. 



1) Vergl. Schell, Theorie II, S. 8. Vergl. ferner in diesem Buche „Die 
dynamischen Principien". 

2) Vergl. über die Frage das Material in Lange, Geschichte des Materia- 
lismus I, S. 280 und 281. Die Lehre yon der actio in distans entstand im Kreise 
der Jünger Newtons und wurde von Cotes im Vorworte zur zweiten Auflage 
(1713) der Newtonschen Principia behandelt. 

3) Vergl. Princ. I, ad def. VIII. 

A) Man sagt auch: der Baum erschlägt den Holzhauer. 
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Schliefslich mufs noch darauf aufmerksam gemacht werden, 
dafs man oft nicht imstande ist, die Kräfte anzugeben, welche 
für jeden einzelnen Punkt eines Systemes in Rechnung zu bringen 
sind, und dafs man demnach die Gesamtheit der Kräfte, welche 
für ein zweifach ausgedehntes Kontinuum von Punkten, d. h. für 
eine Fläche zur Geltung kommen, unter dem Kollektiv-Namen 
;, Flächen-Druck^ oder ^Flächen-Zug^ einführt. 

Wenn ss, B. ein vertikaler Stab von Querschnitt q dwrch einen Zug 
oder einen Druch mg helaatet wird^ so spricht man von der Be- 
lastung der QuerschnittS'JEinheit {QuadratmiUimeter) und seid 

dieselbe proportional zu — - . 

Aehnliche Verhältnisse treten bei der Bestimmung des Luft- 
druckes {Barometer) zu Tage, dessen Gröfse man für die Flächen- 
Einheit bestimmt, indem man den Schwerdrmk der beladenden 
Luftsäule {mg) für irgend eine Fläche q berechnet und die Größe 

— — als Mafs für den Bru^ck auf die Flächen-Einheit anwendet. 

$. 3. Die Arbeit. 

In der Phoronomie des Punktes wurde nachgewiesen, dafs bei 
jeder angleichförmigeii Bewegung auf kmmmlmiger Bahn 
Norinal- und Tangential -Beschleunigungen vorauszusetzen sind, 
welche sich zu Gesamt-Beschleunigungen vereinigen. 

Nur bei der gleichförmigen Bewegung auf der geraden Linie 
mangelt jede Beschleunigung, 

Während die Normal-Komponente der Gesamt-Beschleunigung 
den Punkt auf der Bahn von Tangente zu Tangante überführt, 
ändert die Tangential-Beschleunigung den Bewegungs-Zustand des- 
selben in Bezug auf die Bahn. 

Betrachtet man blofs die tangentialen Komponenten, so gelangt 
man wiederum zurück zur Bewegung auf gegebener Bahn. 

Ueberall wo eine Beschleunigung ai auftritt, läfst sich ein 
Produkt Ai = mi ai . Sj = kf . Si 

bilden, welches aus der Mafszahl der Masse, der Beschleunigung 
und dem Wege der Beschleunigung zusammengesetzt ist. 

Es ist üblich Ai die Arbeit der Kraft ki für den Weg Si 
zu nennen. 

Für tangentiale Beschleunigungen wurde ein solches ProduJd 
Ai bereits als Arbeit eingeführt. 

Ebenso könnte man in Bezug auf normale Beschleuniguugen 
von Arbeits-Leistungen sprechen, indem man auf die Krümmung 
der Bahn, d. h. auf deren Abweichung von der geraden Linie 
Bücksicht nimmt. 



— 346 — 

Wenn man die Kräfte, welche Tangential-Beschlennignng und 
Normal-Beschlennigüng entsprechen, beziehungsweise als Tangen- 
tial-Kraft und als NormaJ-Kraft einfuhrt, so könnte man zu- 
nächst sowohl Yon der Arbeit der Normal-Kraft als auch von 
der Arbeit der Tangential-Kraft sprechen. Da die Leistung 
der Normal-Kraft stets durch Angabe der Bahn-Gestaltung fixiert 
werden kann, so ist man übereingekommen, das Wort ^^Arbeit^ 
nnr in Bezug auf Tangential-Kj^fte zu verwenden. 

Unter der Arbeit einer Kraft hat man stets die Arbeit 
ihrer tangentialen Komponente zu verstehen. 

Man schätzt die Arbeit nur in Bezug auf die Änderung des 
BewegungS'Zustandes längs der Bahn, 

Die Definition der Arbeit einer Kraft läfst sich auf mannig- 
fache Weise umformen. 

Da die Tangential-Komponente [aj] der Gresamt-Beschleuni- 
S^S [2^1» deren Projection auf die entsprechende Tangante ist, so 
gehmgt man im Hinblick auf die Beziehung 

ar = ä . cos a 
zu der Gleichung s.mar = s.mä.cosa. 

Dabei stellt [s] das Bahn-Element dar, auf welchem die Ver- 
schiebung unter Einfluß der Beschleunigung [ä] beziehungsweise 
unter Einflufs der Tangential '^ Beschleunigung [ot] zustande 
kommt, während a den Winkel zwischen diesem Elemente und 
zwischen der Gesamt-Beschleunigung bezeichnd. 

Man muß die Arbeit für irgend ein Bahn- Stück zusammen- 
gesetzt denken aus den Arbeits -Werten für die konstituierenden 
BaJin-Elemente. 

Wenn man die Arbeit für ein Bahn-Element als Elementar- 
Arbeit einfuhrt, so gestattet die oben gegebene Gleichung folgen- 
den Ausdruck: 

Die Elementar- Arbeit einer Kraft ist gleich dem Produkt 
aus der gegebenen Kraft und aus der Projektion des zugehörigen 
Bahn-Elementes auf die Richtung der Kraft. 

Dabei ist zu beachten, daß s.cosa die Projektion von [s] auf 
die Gesamt-Beschleunigung darstellt, während jene Gleichung ur- 
sprünglich zu dem folgenden Ausdruck führte: 

Die Elementar-Arbeit einer Kraft ist gleich dem ProduMe aus 
dem zugehörigen Bahn-Elrmente und aus der Projektion der ge- 
gebenen Kraß auf die Richtung des Elementes. 

Nennt man den Anfangspunkt des Bahn-Elementes, in welchem 
die Kraft zur Geltung kommt, den AngrifFspnnkt der Kraft, so 
kann man statt des Wortes ^^Bahn-Element^^ den Ausdruck 
^^Yerschiebung des Angrijffspnnktes^^ einfähren. 
Die beiden Ausdrucks-Formen der Gleichung 

s.mar = s.macosa 
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lassen sich leicht für diese Bemeichnungsweise entsprechend ww- 
gestalten. 

Es verdient bemerkt zu werden, dafs auch die Arbeit eines 

Kräfte paar es vom Moment Pp durch die obigen Definitionen 

bereits definiert worden ist: dieselbe hat für eine Drehung von 

der Amplitude cp den Wert ± cp . Pp. 

Breht man das Kräftepaar um die Mitte des Armes um den 

P 

Winkel cp, so ist die Verrückung jeder Kraft ak<p'^ anzusetzen, 

während die Vorzeichen der beiden Ärbeitsgrö/sen^ welche hier der 
Verrückung entsprechen, jederzeit übereinstimmen. 

Da sich die Tangential-Beschlennigaiig einer Bewegung im 
allgemeinen von Punkt zu Punkt ändert^ so mufs man die Arbeit 
für ein endliches Bahnstück im allgemeinen aus den Elementar- 
Arbeiten für die Bahn-Elemente zusammensetzen. 

Eine Vereinfachung tritt ein, wenn ax = a.cosa für aUe Ele- 
mente denselben Wert hat, weil dann 

JiSi.mai.cosoCi = mat.cosoct^Si 
zu setzen ist. 

In diesem FallCy wo eine gleichmäßig geänderte Bewegung auf 
beliebiger Bahn vorliegt, hat man einfach Tangential-Kraft und 
Weg-Länge zu multiplicieren, ohne auf elementare Teilungen Rück' 
sieht zu nehmen. Vergl. §. 1 in diesem Abschnitte. 

Wenn die Gesami-Beschleunigung [a] für alle Elemente die- 
selbe ist (d. h. denselben Wert und dieselbe Bichtung hat), so ist 

22^1 . m o,- . cos(x,i = mai .^St. cosdi 
zu setzen. 

In diesem Falle sind alle Bahn-Elemente auf dieselbe Grade 
{Richtung der Beschleunigung) zu projicieren, so da/s ^Si.coscii 
die Projektion des ganzen Bahn-Stückes bedeutet. 

Dieser höchst wichtige^ Fall tritt bei der Bewegung von 
Körpern an der Erdoberfläche ein. Wenn sich z. B. eine homo- 
gene Kugel unter dem Einflüsse der Schwere bewegt, so beschreibt 

ihr Mittelpunkt eine Kurve, für welche ^Si.mai.cosxi zu be- 
rechnen ist Hier ist mai = mg zu setzen, während Si. cos(x,i 
die Projektion des Kurvenstücks auf eine Vertikale, d. h. die 
vertikale Erhebung oder die vertikale Senkung bedeutet, d. h. die 
Arbeit ist hier gleich dem Produkte aus dem Schwer-Brucke (mg) 
der Kugel und der (positiven oder negativen) Senkung ihres Mittel^ 
Punktes. 

In jedem FaUe ist der Wert einer Arbeit positiv in Rechnung 
zu bringen, wenn die Verschiebung des Angriffspunktes im 
Sinne d^r Kraft vor sich gegangen ist, während dem Gegenteile 
das negative Vorzeichen entspricht. 

Wer einen schweren Klotz vergeblich mit der Hand zu stützen 
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sucht, leidet unter der positiven Arbeit der Schwerkraß, wäh- 
rend dabei die Arbeit der Muskeln seines sinkenden Armes mit 
negativen Vorzeichen anzusetzen ist. 

Für die Berechnung der Arbeit wendet man mit Vorteil den 
Satz an, da/s die Arbeit einer Kraft gleich der algebraischen 
Summe ihrer Komponenten ist 

Bezeichnete [r,] eine Kraft und [a,] die zugehörige Verschie- 
bung, so ist die entsprecJiende Arbeit 

Ai = rf.GiCos(ri, a,). 

Zerlegt man r, und a, beziehungsweise in je drei Kofnponenten 
r(r).^ fiy).^ r(^). und a<^^,-, &y>i, o<^>/, so hat man (S, 108) die Gleichung 

— — ' = cos {Ti , a.) 

und demnach auch 

Ai = r^-^\ . (j^'\ + r^n\ . cSy>i + r^*),- . a^^^,- . 
Die Möglichkeit einer algebraischen Addition von 
Arbeitsgrö/sen läßt den Begriff der Arbeit, welcher die Aus- 
wahl für die Darstellung der Energie l-mvA bestimmte, im 

Gegensatz zum Begriffe der Kraft {geometrische Addition) äufserst 
fruchtbar erscheinen. 



B. Die Principien. 

§. 1. Bas Princip der mechanichen Addition der Kräfte. 

1. 

Wenn ein Punkt Pi gleichzeitig mehreren Beschleunigungen 
unterworfen ist, so giebt es immer eine Beschleunigung, welche 
die Gruppe der gegebenen Beschleunigungen ersetzt. 

Die Resultante kann aus den Komponenten hergeleitet werden, 
indem man die Strecken, welche die Komponenten darstellen, durch 
geometrische Addition zu einer resultierenden Strecke vereinigt. 

Derselbe Satz läfst sich unmittelbar auf Kräfte übertragen, 
wenn man bedenkt, dafs jede Beschleunigung hier mit demselben 
Faktor m\ multipliciert wird: 

Die Kräfte, welche an einem Punkte angreifen, lassen sich 
durch geometrische Addition vereinigen. 
Das Polygon der Kräfte ist dem Polygon der Beschleunigungen 
ähnlich. 

Die Lage beider Polygone ist dadurch bestimmt, dafs ent- 
sprechende Seiten einander parallel sind und dafs ein Paar eni- 
sprechende Punkte (P^) - zusammenfällt. 

Analoges gilt für die Zerlegung von Kräften, welche an 
einem Punkte angreifen. 
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Hier bestätigt sich , daß in unserem Sinne eine Dynamik des 
Punkten nicM existiert. 

Sätze, welche scheinbar einer solchen Dynamik angehören, sind 
nur Übertragungen phoronomischer Sätze. 

Dieselben Überlegungen gelten auch für je einen Punkt, welcher 
einem Systeme angehört, wobei noch zu unterscheiden ist, ob man 
die Punkte innerhalb des Systems unter den gegebenen Be- 
schleunigungen betrachtet oder ob man das System als dissolut 
auffafst und also zu den gegebenen Beschleunigungen noch ge- 
wisse, gegebene Bedingungen zur Anschauung bringende, Be- 
schleunigungen hinzugefügt denkt. 

Diese Bemerkung über die geometrische Addition yon 
Kräften reicht im Verein mit einem Erfahrungs-Satze aus um 
ein^ physikalische Dynamik zu begründen. 
Dieser Erfahrungs-Satz lautet: 

Die Kräfte eines nnyeränderlichen Systems lassen sich 
nach den Regeln der mechanischen Addition Tereinigen oder 
zerlegen. 

An dieser Stelle rechtfertigt sich die früher gewählte Bezeichnung 
{mechanisch) für die in Rede stehende Form der Gleichheit von 
Strecken. Wie die Bedürfnisse der Arithmetik die arithmetische 
und une die Bedürfnisse der Geometrie die geometrische, so 
schaffen die Bedürfnisse der Mechanik die mechanische Addition 
von Strecken. 

Bei der Bedeutung, welche das unveränderliche Sy- 
stem von allen Systemen auszeichnet, braucht .die Bedeutung 
des Satzes Ober die mechanische Addition nicht ausdrücklich 
betont zu werden. 

In einzelnen Fällen kann man die Richtigkeit jenes Er- 
fahrungs-Satzes unmittelbar durch den Versuch nach- 
weisen: indem man das Gesetz, welches durch solche Beobach- 
tungen hie und da nachgewiesen ist, überall voraussetzt, gelangt 
man zu dem Principe der geometrischen Addition. 

Alle Frincipieny nach denen wir unsere Auffassung der Natur- 
Erscheinungen ordnen, sind gewissermaßen Specicdisierungen des 
allgemeinen Principes der Gesetzmäjsigkeit , welches dadurch ge- 
wonnen wird^ da/s man eine hier und da beobachtete Gesetzmäßig- 
keit überall voraussetzt. 

Die Rechtfertigung dieses Principes liegt in der Frucht- 
barkeit seiner Verwendung '), d. h. man gelangt zu einer brauch- 
baren Darstellung der physischen Erscheinungen, wenn man die 
Regeln der mechanischen Addition auf die Kräfte eines unverän- 
derlichen Systems anwendet. 



1) Verg]. meine Arbeit in der Yierteljahrsschrift für wissenschaftliche Philo- 
sophie 1882, S. 390. 
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Zur Veranschaulichung dieses 
Satzes dient der Varignonsche 
Tischj welcher im wesenüichen aus 
einer hori^onUü-gestellten Kreis- 
Scheibe, mit einer Grad-Teilung, 
und aus drei RoUen besteht , welche 
durch Klemmschrauben am Rande 
der Scheibe befestigt werden können. 
Führt man über die drei Rollen je 
einen, durch eine bestimmte Masse 
(m,) belasteten Faden, so kommen die 
Kräfte k^ = m, ^, ^2 = m^g, 
^3 = m^g 8ur Geltung: Verknüpft 
man die drei Fäden in einem 
Punkte über der Kreisscheibe, so 
bleibt das System in Ruhe, wenn 
für die Kräfte, Größe und Rich- 
tung nach den Regeln der geome- 
trischen Addition bestimmt wird. 
Statt des Varignonsdien 
Tisches kann man auch den in 
Figur 65 a skiszierten Apparat 
benuLsen, bei welchem die (ver- 
schiebbare) Kreisscheibe vertikal 
steht : die Kräfte wirken hier in den 
Richtungen OA^, OA^, OA^, 
welche man durch die Teilung der Kreis - Scheibe bestimmen 
kann. 

Das System bleibt in Ruhe — und 0war für jeden Angriffs- 
punkt auf den Strecken OAi, OA^, OAs — wenn sich ki, 
&2, ks ^u einem Polygon von einheitlichem Sinne (Figur 65 b) 
gestalten lassen. 

Da sich die Kräfte eines unveränderlichen Systems nach den 
Regeln der mechanischen Addition vereinigen lassen, so bleiben 
die Sätze aus der Geometrie der Strecken-Systeme, welche früher 
entwickelt wurden, hier in voller Geltung, d. h. 

Es giebt fär ein unTeränderliches System in jedem Mo- 
mente eine Central- Achse^ auf welcher die resnltierende Kraft 
nnd die Achse des resultierenden Kräfte-Paares gelegen ist. 
JUie einzelnen Fälle, welche bei der Diskussion (S. 111) der Werte 
L und TZ unterschieden wurden, treten auch hier auf. 

2. 

Die Schwere. Da innerhalb einer physikalischen Dy- 
namik Ideal-Gestaltungen untersucht werden, welche physische 
Körper in möglichst grofser Annäherung darstellen, so wird 
man hier stets mit der Beschleunigung der Schwere zu rechnen 
haben. 




65 b. 
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Andere Formen der Dynamik Jcönnten auch Körper untersuchen, 
auf welche der Begriff der Schwere Iceine Anwendung findet. 

An der Erdoberfläche sind die Beschleunigungen der Schwere, 
welche in den einzelnen Punkten eines Körpers angreifen, nahezu 
parallel, weil die Dimensionen der irdischen Körper der Ent- 
fernung des Erdcentrums gegenüber relativ klein sind. 

Man wird daher auf dem Gebiete der physikalischen Dynamik 

fast immer mit einem Systeme konstanter (g) Kräfte (Schwer-Druck) 

zu rechnen haben, dessen einzelne Glieder innerhalb gewisser 

Grenzen der Annäherung als parallel betrachtet werden dürfen. 

Bei Bewegungen, welche in weiten Uimmelsfernen beginnen, um 

auf der Erde ^u enden, ist die Voraussetzung der Konstanz von 

g jedenfalls aufzugehen. 

Wenn die Kräfte eines unveränderlichen Systems einer be- 
stimmten Graden parallel sind, so enthält die Central-Achse einen 
merkwürdigen Punkt, der früher (S. 113) als Centrum eines Pa- 
rallel-Strecken-Systems eingeführt wurde. 

Wenn im besonderen Kräfte auftreten, welche den Koeffi- 

cienten (nii) ihrer Angriffs-Punkte proportional sind, so ist das 

Centmm der Kräfte zugleich der Polarpnnkt des nnTer- 

änderlichen Systmes. 

Der Polarpunkt zweier Punkte Pi und Pg von den Koefficienten 

mi und fW2 teüt deren Verhindungs- Linie P^ P^ im Verhältnis 

W2 : mi , während die Eesultmtte zwei-er Parallel-Strecken L^ und 

Lz deren ParaUel- Streifen derselben im Verhältnis L2 : A teilt. 

Wenn nun für zwei Parailel-Strecken , deren Situations- Punkte 

beziehungsweise Pt und P2 sind, die Proportion Li : L2 = Wi : m^ 

gut, so geht die Besuitante von L^ und ig durch den Polar- 

punkt von m, und mg. 

Der Schlufs von zwei auf je zwei führt zu obigem Satze. 

Wenn man die Reihe der Teränderungen irgend eines 
Systems auf eine Reihe von unveränderlichen Systemen zurück- 
fuhrt, welche einander nach und nach ersetzen, so kann man den 
Polarpunkt des veränderlichen Systems von Moment zu Moment 
bestimmt denken. 

Steht das System unter dem Einflüsse eines Systems von Pa- 
rallel-Kräften, welche beziehungsweise den Gröfsen mj proportional 
sind, so ötimmt das Momenten-Centrum der Kräfte mit dem mo- 
mentanen Polarpunkt überein. 

Man kann hier von einer Bahn des Polarpunktes sprechen, indem 
man die Lagen, welche der momentane Polarpunkt nach einander 
einnimmt, als eine bestimmte Kurve betrachtet. 

Die hier bezeichneten Verhältnisse sind bei physischen Kör- 
pern an der Erdoberfläche angenähert gegeben: der Polarpnnkt 
ersten Grades ist hier zugleich der iiigriffspnnkt der Resul- 
tante der Schwerkräfte (mig), d. h. man mufs einen schweren 
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Körper in der Vertikalen des Polarpunktes unterstützen, wenn er 

nicht fallen soll. 
Dadurch rechtfertigt sich der Name „Schwerpunkt^^,, welcher dem 
Polarpunkte jedes Mai {S. 125) gegeben werden kann, tvenn die 
Koefßcienten eines Punkt-Systemes durchweg gleichen Zeichens 
sind. 

Man kann sich die Masse des Körpers hier im Schwerpunkte 
konzentriert denken, so da/s gewisse Probleme von Punkt- Systemen 
durch die Behandlung eines Punktes gelöst werden können. 

Der Schwerpunkt eines physischen Körpers läft sich nur in 

relativ wenigen Fällen durch Rechnung bestimmen, weil einerseits 

die Begrenzung desselben nur selten in hinreichender Annäherung 

durch einfache Flächen (Ebene, Kugel etc.) dargestellt werden 

kann und weil andererseits die Kenntnis der einzelnen Gröfsen mi 

gleichfalls nur selten zu erreichen ist. 

Die früher gegebenen Pechnungen gelten durchweg für homogene 

Gebilde, während physische Körper nie in aller Strenge als 

Materied von gleicher Dichtigkeit angesehen werden können. 

Die oben gemachten Bemerkungen führen zu einer prakti- 
schen Bestimmnng des Schwerpunktes: 

Wenn man an zwei verschiedenen Stellen der Oberfläche eines 
Körpers je einen Faden befestigt und den Körper das eine Mal 
an dem einen, das andere Mal an dem anderen Faden aufhängt, 
so giebt jede der beiden Faden-Richtungen eine Central-Achse für 
Parallel-Kräfte, welche an den einzelnen Punkten des Körpers an- 
greifen: diese Central- Achsen sind zugleich Schwerlinien und 
schneiden sich deshalb im Schwerpunkte des Systemes. 

Wenn ein physischer Körper, welcher nur unter dem Einflüsse 
der Erdschwere steht, eine Ruhelage eingenommen hat, so liefert 
die Art der Aufstellung oder die Art der Aufhängung jedes- 
mal eine Reaktionskraft, welche die Resultante der Schwerkräfte 
aufhebt. 

Ruht der Körper auf einer horizontalen Ebene, so kann man die 
Unterstützungspunkte desselben zu einem Vieleck von möglichst 
grofser Fläche gestalten: dieses Vieleck (Unterstützungsfläche) 
muß von der Vertikalen durch den Schwerpunkt des Körpers ge- 
schnitten werden^ wenn dieser in Ruhe verharren soU. 

Wenn der Körper um eine Seite (beziehungsweise um ein 
Element der Begrenzung) der Unterstützungsfläche ein wenig gedreht 
wird, so tritt im allgemeinen ein Kräftepaar auf, dessen eine Kraft, 
der Schwer-Druck mg, im Schwerpunkt angreift, während dessen 
andere Kraft durch die Reaction der Unterlage geliefert wird: 
wird der Schwerpunkt dabei gehoben, so dreht das Paar den Körper 
in die alte Lage zurück, wird der Schwerpunkt gesenkt, so erär 
fernt das Paar den Körper aus der alten Lage^ bleibt der Schwer- 
punkt in dersdben Horizontal-Ebene, so tritt überivaupt kein Paofr 
auf. 
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Man spricht hier bejsfiehungsweise van einer stahiten, tahiten 
und indifferenten Buhelage: im ersten FaUe pendelt der Körper 
hei einem geringen Stofse um die Drehungs-Achse (Kipp-Ächse), 
im 0weüen Falle schlägt er um, im dritten Falle bleibt er auch in 
der neuen Lage in Ruhe. 

Analoge Betrachtungen gelten auch für aufgehängte Körper, 
wobei nur Beactionen gegen Zug in Bechnung zu bringen shid. 

In jedem Falle wird die stabile Stellung durch eine möglichst 
tiefe (hl) und die labile Stellung durch eine möglichst hohe (hi) 
Stellung des Schwerpunkts bedingt. Berechnet man die Arbeit, 
welche durch das Sinken des Schwerpunktes geleistet werden könnte, 
so ist dieselbe im ersten Falk {rngh^) Nachbarlagen gegenüber 
ein Minimum, wahrend dieselbe im zweiten Falle {mgh.^) Nacfi- 
barlagen gegenüber ein Maximum ist. 



{. 2. D^Alemberts Prlncip. 

Unter den Effektiv - Kräften eines Punkt -Systems versteht 
man die Kräfte, welche innerhalb des Systems zur Geltung 
kommen, wenn man dasselbe als dissolat betrachtet. 

Schwingt z. B. irgend ein Punkt *Pi eines Systems auf einer 
Graden mit einer Beschleunigung, welche stets dem Abstände (x) 
vm einem festen Punkte proportional (k) ist, so hat man die Ff- 
fektiv-Kraft mi.k.x in Bechnung zu bringen, ohne zu fragen, 
was alles zusammen gewirkt hat, um jenes Ergebnis zu bedingen. 
In analoger Weise hätte man auch von Effektiv ' Ge- 
schwind igkeiten und Effektiv ' Beschleunigungen 
sprechen können. 

Unter Spann -Kräften hat man alle Kräfte zu verstehen, 
welche fiir eine Dissolution des Systems aufser den gegebenen 
Kräften in Rechnung zu bringen sind: dieselben entsprechen den 
Beschleunigungen, welche teils durch das Verbindungs-Gesetz der 
System -Punkte, teils durch äuXsere Hindernisse der Bewegung 
bedingt werden. 

So entsprechen z. B. feste Fäden innerhalb eines Systems Spann- 
Kräften der ersten, vorgeschriebene Bahnen für einzelne System- 
Punkte Spann-Kräften der zweiten Art. , 

Da/s die zweifache Teilung der bedingenden Kräfte keim 
durchgreifende ist, braucht wohl kaum bemerkt zu werden. 

Werden zu den gegebenen Kräften eines Systems, welche als 
wirkende Kräfte bezeichnet werden mögen, die Spann -Kräfte 
desselben hinzugefügt, so verwandelt sich das System in ein dis- 
solutes. 

Es handelt sich darum, alle Bedingungen, denen die einzelnen 
Punkte unterworfen sind, als Beschleunigungen, beziehungsweise 
als Kräfte darzustellen. 

So wird z. B. die Bedingung, daß ein Punkt auf einer festen 

Weraickc. 23 
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Kurve bleiben soll, durch eine, normal ^ur Kurve gerichtete, Be- 
schleunigung {S. 214) ersetzt: Cent/ripetoUrBescMeunigung. 

Die EflfektiT-Kräfte eines Systems sind stets als Kesnltanten 
gegebener Kräfte und bestimmter Spann-Kräfte aufzufassen. 

Diese Auffassung der Effektiv - Kräfte heifst das Princip 
d'Alemberts '). 

Wenn man die Richtungen sämtlicher EffeJctiv-Kräfie geradezu 
umgekehrt denkt, so gelangt man zu einem System von Kräften, 
das man Gegen-Kräfte nennen kann» JDas Princip tautet dann: 
In jedem Augenblick heben die Systeme der gegebenen Kräfte, der 
Spann-Kräfte und der Gegen-Kräfte einander auf 

Bezeichnk man die Komponenten der gegebenen Kräfte, welche 
den SpannrKräften entgegengesetzt gleich sind^ mit d'Alembert 
als verlorene Kräfte, so gelangt man zu einem andern Ausdrucke 
des obigen Principes: Die verlorenen Kräfte und die Spann- 
Kräfte heben sich in jedem Augenblicke auf 

Das d^Alembertsche Princip ist ein analytisches'^) Urteil 
{selbstverständlicher Satz)^ wenn man alle Bedingungen, welche 
aufser den gegebenen Kräften wirken, als Spann-Kräfte eingeführt 
denkt. Sollten sieh Bedingungen finden, welche nicht als Kräfte 
darstellbar sind, so umrde auch das Princip d'Alemberts nicht 
mehr ohne weiteres gelten. 

Wenn zwei Gruppen der Kräfte, welche im Principe d'Alem- 
berts erwähnt werden, gegeben sind, so kann man auch die dritte 
Gruppe als gegeben ansehen. 

Demnach resultieren drei verschiedene Arten von Aufgaben, 
je nachdem die wirkenden Kräfte oder die Spann-Kräfte oder 
die Effektir-Kräfte gesucht sind. 

Zur Erläuterung des d'Alembert sehen Primipes mag eine 
solche Aufgabe hier gelöst werden: die Bewegungs- Verhältnisse 
der Atw 00 d sehen Fall-Maschine sollen entwickelt werden. 

Die Mittelpunkte der beiden homogenen Kugeln umrden frei 
fallen, wenn sie nicht durch den über die RoUe gelegten Faden 
daran verhindert würden. 

Wenn die beiden Kugeln beziehungsweise die Massen m^ und 
m<y haben, so sind die wirkenden Kräfte beziehungsweise m, g und 
m2g, während die Spann-Kräfte aus der gegSenen Bedingung 
{fester Faden) entwickelt werden können. Die Effektiv - Kräfte, 
welche die resultierende Bewegung der beiden Massen regeln^ sind 
gesucht. 

Die Bedingung, welche durch den festen Faden eingeführt udrd, 
läfst sich durch zwei gleiche Kräfte — X ersetzen ^ welche auf 

1) Vergl. d'Alembert, Trait^ de m^canique, II, p. I. 1743. Der Grundge- 
danke wurde schon 1742 von d'Alembert in einer Denkschrift vor der Pariser 
Akademie entwickelt. 

2) Vergl. Kant, Kritik der reinen Vernunft, Einl. IV in der zweiten (1787) 
Ausgabe. 1781. 
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die MittelpunMe der Kugeln wirken und vertikal nach oben ge- 
richtet sind. 

Beseichnet man die gesuchten Effektiv-Kräfte durch w, <p, und 
^292» so ist also nach dem Principe d^Älemberts: 
nijCfj z= mig -\- X und m2<p2 = ^29 + ^» 

Um X zu bestimmen, beacMet man, dafs wegen der festen Ver- 
bindung die Bahn- Inkreme^iten- Reihen für mi und mj beziehungs- 
weise übereinstimmen und dafs demnach auch die daraus resul- 
tierenden Beschleunigungen <p, und cp2 ^^^ Werte nach gleich 
sind, während ihre Richtungen entgegengesetzt sind. 

Verbindet man die nun gewonnene Gleichung cp, -|- cp2 = ö 
mit dem eben aufgestellten Systeme, so resultiert 

^ m^m^ j mi — mi 

-^ = ^9 ^»;+^ ««'^ ?i = - 92 = ^^— . g. 

Die gesuchten Effektiv-Kräfte sind also: 

mt — m« , mo — mt 

Wi g r und m« g . , -. 

^ m, + mo ^ m.^ + ♦»! 

Damit sind die Beschleunigungen des fallenden und des steigen- 
den Körpers für bestimmte Belastungen (m^ und m.z) ge- 
geben , so dafs also der Wert der Konstante (8. 156) jederzeit 
angegeben werden kann, welche die Bewegungen an der At wo od- 
sehen Faü-Ma.schine zu dem freien Falle in Beziehung setzt. 

Von besonderer Bedeutung ist stets die Bestimmung der 
Effektiv-Kräfte, welche sich als 

m,fi, mgfj . . . . . 
darstellen lassen, wenn man die für einen Punkt Pj resultierende 
Beschleunigung als fi bezeichnet. 

Zerlegt man für jeden Punkt P, die Resultante ki der gegebenen 
Kräfte und die Resultante r, der Spann-Kräfte in Bezug auf 
ein dreiachsiges Koordinaten- System in die Komponenten ¥-^\, 
¥y^i , ¥^>i und r^'^>i , r^y\ , r^^^,- , so hat man für die Komponenten 
Wif'^^i, mify\, mif'^^ der EffeUiv-Kraft die Gleichungen 
mif'>i = k^-^^ + r<'>i, mify>i = kfy^ + r<y>i^ 
mif'>i = ¥'^i + r<'>i. 
Diese Gleichungen heifsen die Lagrangeschen Grund- 
gleichungen. 

Ihre Bedeutung liegt ebenso wie die Bedeutung des d^Älem- 
b er t sehen Principes in der Auffassung, welche dieselben den Be- 
dingungen der Bewegung geben, indem sie dieselbe durch 
Kräfte darstellen. 



%. B. Bas Princip für die Arbeit der Spannkräfte. 

Wenn ein Punkt Pi mehreren Beschleunigungen unterworfen 
ist, so kann der Fall eintreten, dafs eine dieser Beschleunigungen 
die Resnltante der übrigen aufhebt. 

Analoges gilt für die Kräfte, welche den gegebenen Beschleu- 

23* 
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nigungen entsprechen, da die korrespondierenden Summations- 
Polygone einander ähnlich sind. 

Um den hier bezeichneten Fall kurz zu charakterisieren, führt 
man folgende Definition ein: 

Wenn auf einen Punkt mehrere Kräfte wirken, von denen 
eine die Resultante der Übrigen aufhebt, so stehen diese 
Kräfte im Oleichgewicht. 

Der Fall des Gleichgewichts ist zu unterscheiden von dem Falle, 
in welchem überhaupt keine Kräfte zur Geltung kommen. 

Wenn man einen Punkt Pi , an welchem alle für ihn in Frage 
kommenden Kräfte im Gleichgewicht stehen, in ganz beliebiger 
Weise verschoben denkt, so hat die Arbeit jener Kraft den Wert 
^NulF. 

We7m die Kräfte Ä|, Ä'g kn mit der Eichtung der Ver- 
schiebung o beziehungsweise die Winkel ^1,(^2 •*« bilden, 

so hat die fragliche Arbeit den Wert 

a^ki.cosa;. 
Da sich das Volygon de^^ Kräfte Ä, schliefst, so ist dessen Pro- 
jektion (likiCosai) auf die Richtung der Verschiebung gleich 
„Nidl^ zu setzen. 

Die Arbeit der Kräfte hat nicht blofs für die eine Ver- 
schiebung der thatsächlich stattfindenden Bewegung, sondern für 
jede überhaupt denkbare Verschiebung des Punktes Pi den Wert 
^NuU^ 

Man pflegt einer älteren Terminologie zufolge die denkbaren 
Verschiebungen als virtuelle (virtus = MögHchkeit) Verrückungen • 
der thatsächlich vorhandenen Verschiebung, welche auch actuelle 
Verrückung genannt wird, entgegenzusetzen. 

Ebenso pflegt man unter der virtuellen Geschwindigkeit 

( — I von Pi eine Geschwindigkeit zu verstehen, welche nicht der 

thatsächlich gegebenen Verschiebung s, sondern irgend einer ge- 
dachten Verschiebung (a) entspricht. 

Analoges gilt von der virtuellen Arbeit. 

Wenn umgekehrt die Arbeit der Kräfte^ welche an 
einemPunkte angreifen, für alle virtuellen Verrückungen 
den W^ert Null hat, so stehen die Kräfte im Gleichge- 
wicht. 

Wenn sich die Arbeit der Besultanten für jede überhaupt denk- 
bare Verschiebung annullieren soll, so mufs die Resultante selbst 
den Wert „Null^ haben. 

Da nach dem Principe d'Alemberts für jeden Punkt Pi in- 
nerhalb eines Systems die Effektiv-Kräfte als Kesultanten der ge- 
gegebenen Kräfte und bestimmter Spannkräfte aufzufassen sind, 
so hat bei beliebigen virtuellen Verrückungen die Gesamt-Arbeit 
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der gegebenen Kräfte, der Spannkräfte und der Gegenkräfte zu 
jeder Zeit den Wert ^NulP. 

Da die drei Gruppen von Kräften für jeden Punkt im Gleich- 
gewicht sind, so wird hier für das ganze System der Kräfte ein 
Zustand bestimmt, welcher wiederum als Oleichgewicht bezeichnet 
werden soll. 

Um diese Anschauung zu klären, mag folgende Definition 
eingeführt werden : 

Wenn ein beliebiges System, dessen Punkte während eines 
Zeitelementes in Ruhe sind, dem Einflüsse von Kräften ausgesetzt 
wird, welche den Zustand der Ruhe ungeändei:t lassen, so stehen 
die Kräfte im Gleichgewicht *). 
Man bemerkt leicht, da/s diese Definition die oben gegebenen Ver- 
hältnisse als Specialfall umschliefst. 

Bezeichnet man die Resultanten der drei Gruppen von Kräften 
wie oben für den Punkt Pj beziehungsweise mit ki, rt und m-, fi, so 
gelangt man bei einer Zerlegung der Verschiebung ai nach drei 
rektangulären Achsen zu dem Gleichungs-Systeme 

mi P^>i , o(*>i = k<^>i . a^^^i + r^^^i . o(*>i 

mi f<y)i . o<y)i = k^y^i . a(y>i + r(y>, . a(y)i 

mi P»)i . o(^>i = k(«)i . a(*)i + r(*)i . a^% 
Aus diesem Systeme folgt 
2 [(m-, f^'h — \i^^\) a(^), + (mj f(y>i — k^y^i) ^y\ + (mi i^^\ — k(^)|) a^'),] 

= S [r(^)i . a(*)i 4- r^y^i . aW, + x<^\ . a^^y. 
Die rechte Seite der Gleichung stellt diß Gesamt-Arbeit aller 
Spannkräfte dar, welche sich auch (S. 348) durch 

, . , VT ^ S ri . Gi cos (ri, a) == A« 

bezeichnen lafst. ^ 

Wenn im besonderen alle PunJcte des Systems für einen Moment 

in Buhe sind, so wird dieser Zustand bestehen bleiben, wenn a. B, 

von diesem Momente an für jeden Punkt Pi die Gleichung fi = o 

besteht. 

In diesem Falle hat man 

Im Hinblick auf diese Erörterungen lautet das Princip für 
die Arbeit der Spannkräfte: 

' Es giebt im allgemeinen für jedes System eine Gruppe von 
virtuellen Verschiebungen , für welche die Arbeit der Spann- 
kräfte positiv ist, falls sie nicht den Wert „Nu 11^ hat. 

Diese virtuellen Verschiebungen sollen ,,erlaubte^^ oder „ver- 
trägliche Verschiebungen^^ genannt werden, weil sie den be- 
schränkenden Bedingungen, welche die Spannkräfte liefern, ge- 
mäfs sind ^). 

1) Zu dieser Definition veranlafsten mich die Einwendungen, welche Kirsch' 
in seiner trefflichen Programm- Abhandlung 1880 (Technische Lehranstalten zu 
Chemnitz) macht. 

2) Unsere Definition ist im Einklang mit der be^ Schell (Theorie II, 172) 
gegebenen, während G, KIrQhhoff (Vorlesungen S. 24) die nicht erlaubten 
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Wenn sieh eine Kugel auf einer festen Ebene tewegt, welche gegen 
den Horizont geneigt ist, so sind virtuelle Verschiebungen 
unter Anderem parallel und normal jsur Ebene möglich, während 
unter den Normal- Verschiebungen diejenigen nicht erlaubt 
sind, welche die Kugd in die Ebene hineinpressen umrden. 

Wenn in einem Systeme starre Linien vorhanden sind, so hat 
man diejenigen Verschiebungen aus der Gruppe der erlaubten 

Verschiebungen auszuscheiden, welche nicht ohne eine Deformation 
jener Linien denJcbar sind. 

Ob die Arbeit der Spannkräfte für erlaubte Verschie- 
bungen positiv ist oder ob sie den Wert Null hat, das hängt 
davon ab, ob im Systeme einseitige Widerstände vorhanden sind 
oder nicht. Unter einseitigen Widerständen sind Bedingungen 
zu verstehen, welche eine Verschiebung in bestimmter Richtung ge- 
statten, während sie dieselbe in grade entgegengesetzter Richtung 
verhindern. 

Rollt ein schwerer Körper auf einer festen Mmie , welche gegen 
den Horizont geneigt ist, so ist ein einseitiger Widerstand in 
Rechnung zu bringen , weü ein auf der Ebene ruhender Körper 
senkrecht zu dieser wohl fort- aber nicht hinbewegt werden darf, 
falls man hier die Bedingungen {Unveränderlichheiten der ebenen 
Oberfläche) einhalten wiU. 

Dagegen ist kein einseitiger Widerstand in Rechnung zu 
bringen, falls sich eine Kugel zwischen zwei parallelen Ebenen 
bewegt, welche überall um den Diameter der Kugel von einander 
abstehen, 

Lm ersteren Falle findet sich unter den virtuellen Verschie- 
bungen eine erlaubte Verschiebung, welche einen positiven 
Arbeitswert liefert, weil sie im Sinne der Spannkraft erfolgt: die- 
selbe ist senkrecht zur Ebene gerichtet und vermeidet es, das 
Material derselben in Anspruch zu nehmen. 

Im zweiten Falle würden alle Verschiebungen^ welche senkrecht 
zu den ParaUel-Ebenen geschehen, das Material derselben in ge- 
wisser HinsixM zerstören, d. h, sie würden unerlaubte Verschie- 
bungen sein. 

Analoges tritt nun überhaupt für einseitige und für doppel- 
seitige Widerstände ein. 

So ist z, B, ein fester Punkt, eine feste Grade etc. innerhalb 
eines Systems stets als doppelseitiger Widerstand aufzufassen, 
während jeder konvex gekrümmte Körper, der nicht zum Systeme 
gehört, für dieses einen einseitigen Widerstand darstellt. 

Wenn ein einseitiger Widerstand durch die Kraft k 
dargestellt werden kann, so spielen die beiden Verschiebungen, 
welche den Angriffspunkt von k in der Richtung von k oder in 



Verschiebungen überhaupt nicht berücksichtigt nnd demnach die erlaubten 
schlechthin als virtuelle einführen darf. 
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entgegengesetzter Richtung verschieben, eine hervorragende Rolle : 
die erste dieser beiden Verschiebungen liefert eine positive 
Arbeit, weil Kraft- Richtung und Verschiebungs-Richtung überein- 
stimmen, die zweite dieser beiden Verschiebungen würde einer 
Deformation entsprechen und ist demnach aus der Reihe der 
erlaubten Verschiebungen auszuschliefsen *). 

Da sich alle Verschiebungen des Angriffspunktes einer Kraft 
aus Verschiebungen auf einem dreiachsigen Orthogonal -Kreuze 
zusammensetzen lassen, während bei Verschiebungen, welche senk- 
recht zur Richtung einer Kraft auftreten, überhaupt keine Arbeit 
geleistet wird, so fuhren alle erlaubten Verschiebungen vonk zu 
positiven Arbeitsgröfsen beziehungsweise zu der Arbeit 

Um hier eine Anschauung zu gewinnen^ kann man stets an den 
Widerstand einer unveränderlichen Fläche denkefi. 

Für erlaubte Verschiebungen der Punkte eines Systems, 
innerhalb dessen keine einseitigen Widerstände zur Geltung 
kommen, gilt stets die Gleichung: 

S [(nii f(^)i — k<»)i) a(^)| 4- (m. f(y)i — k^'),) a(y)i -f 
(miP»)i-k(«)i)a(^)il = 0. 
Kommen einseitige Widerstände vor, so ist die Gestaltung 
dieser Gleichung in entsprechender Weise zu modificieren. 

Wenn sich das System im Gleichgewicht befindet, so ist ge- 

mäfs der eingeführten Definition f^ = 0, fa = 0, fa = , 

d h. man hat im allgemeinen 

— 2;(k(^),a(^> -f k(y),a(y)i + k(-\a^-\) = A«. 
Für Systeme mit einseitigen Widerständen (A8>0) 
folgt demnach: Im Falle des Gleichgewichts ist die Arbeit 
der gegebenen Kräfte für erlaubte Verschiebungen stets negativ. 
Für Systeme, in welchen keine einseitigen Widerstände 
wirken (As = 0) folgt demnach: Im Falle des Gleichgewichtes 
hat die Arbeit der gegebenen Kräfte für erlaubte Verschiebungen 
stets den Wert ;,Null«. 

Der letzte Satz wird im Verein mit seiner Umkehrung, welche 
im nächsten Paragraphen behandelt werden soll, das Princip der 
virtuellen Verrüchungen genannt, wobei zu bemerken ist, da/s 
in den Lehrbüchern zum Teil nur der Satz, zum Teil nur dessen 
Umkehrung unter diesen Namen eingeführt wird. 

Guido Ubaldo untersuchte mit Hülfe der virtuellen Ver- 
rüchungen das Gleichgewicht des Hebels, während Galilei das- 
selbe für andere einfache Maschinen leistete. Nachdem die allge- 
meine Verwendbarkeit des Principes von Joh, B er noulli er- 
kannt worden war, machte La grange dasselbe zum Fundamente 
seiner Tdassischen Mecanique analytique. 



1) Vergl. GaufB, Grelles Journal Bd. IV. 
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f. 4. Das Princip des Gleichgewichtes. 

1. 

Wenn die gegebenen Kräfte, welche an einem unTeränder- 

lichen Systeme ') zur Wirkung kommen , für jede virtuelle Ver- 
rückung die Arbeit ;,NulP leisten, so ist das System jener Kräfte 
im Oleichgewicht. 

Die oben entmclcelte Gleichung 

S[(w,/H — T(<'U)^'>i + (wk/H- — Uy\)c^y>i 

führt unter der gemachten Voraussetzung zu der Gleichung. 

Wenn diese Gleichung für jede Verrüdcung also auch e. B. 
für d^'U = 0, a'V>i = 0, (5<*>i = etc. besteht, so ist in der 
That f(^\ = Ö, f<y>i = 0, f<'h = 0. 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Änul- 
lierung der Arbeit des Kräftesystems Jcann man folgendermaßen 
darstellen: 

Sfc^-r;,. = 0, Sfc^y^,. = 0, li¥'\ = 0. 

Den Beweis dieser Behauptung liefert die Bemerkung , daß 
jede beliebige Verrückung eines Systems auf drei Verschiebungen 
längs der Achsen und durch drei Drehungen um die Achsen eines 
orthogonalen Koordinaten-Kreuzes wiedergeg^en werden Jcann, 

Analoge Betrachtungen gelten offenbar für beliebige Systeme 
falls man auch die Arbeit der Spannkraft. berücksichtigt. 

Die notwendigen und hinreichenden Betrachtungen für diesen 
allgemeinen Fall sind 

S [k(^)i a(^>i + k<y)i a(y), + k(''\ a(^)|] + A, = 0. 
Da Ag im allgemeinen bei erlaubten Verschiebungen ent- 
weder positiv oder ^Null^ ist, so mufs hier die Arbeit der 
gegebenen Kräfte entweder negativ sein oder sie mnfs den 
Wert „lünlV haben. 

Ein vollständiger „Beweis" des hier betrachteten Prindpes ist un- 
möglich , weil es unmöglich ist , die Relation As> für alle 
denkbaren FäUe zu beweisen, 

AUen Versuchen, welche aus dem Principe einen Lehrsatz 
machen wollen, mag Poinsots Bemerkung entgegengehalten wer- 
den 2) ; üne demonstration universelle du principe des vitesses vir- 
tuelles devait au fond revenir ä etablir la mecanique entiere sur 



1^ D. h. ED einem freien Systeme ohne Yeninderlichkeit. Wenn für das 
System Bedingungen bestehen , so ist dasselbe im Hinblick auf unsere Termino- 
logie, nach welcher die bedingenden Hindemisse mit zum System gerechnet wer- 
den, nicht als unveränderlich zu bezeichnen. 

2) Theorie generale de T^uilibre et du mouvement des systemes. 
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une atäre läse . . . les nuages fCavaient paru leve sur le cours 
de la mScanique qtie parce qu^üs etaient, par aussi dire, ras- 
rembles ä Vorigine meme de cette science *). 

In Bezug auf diese Frage mag auf Mach s äufserst beachtens- 
werten Vortrag „Die Geschichte und die Wurzel des Satzes von 
der Erhaltung der Arbeit'^ verwiesen werden. 

2. 

Die drei Elemente der MascMnen. Das oben betrachtete 
Princip (virtuelle VerriickuDgen) ist für alle Gleichgewiclitsbe- 
stimmungen von hervorragender Bedeutung und kann im speciellen 
in der Theorie der Maschinen eine reiche Verwendung 
finden. 

Wenn man einen gegebenen Vorrat von Arbeit in bestimmter 
Weise nutzbar machen will, so mufs man sich im allgemeinen ge- 
eigneter Vorrichtungen zur Aufnahme^ zur Übertragung und 
zur Abgabe der Arbeit bedienen: demgemäfs zerfällt jede Vor- 
richtung, welche dem genannten Zwecke dient, d. h. jede Maschine 
beziehungsweise Maschinen- Anlage in Receptor (Betriebs Maschine), 
Transmission (Zwischen-Maschine) und Operator (Werkzeugs-Ma- 
schine). 

Ein gegebener Arbeits- Vorrat wird durch die MushelJcraft von 
Menschen und Tieren, durch sinkende Massen (Gewichte, Wasser 
etc.)f durch elastische Spannungen (Feder, komprimierte Luft^ 
Dampf etc,), durch elektrische und magnetische Kräfte etc. dar- 
gestellt. 

Außerdem können auch in Bewegung befindliche Körper (z. B. 
Lufl, Wasser etc.) als Träger eines Arbeits-Vorrates , d. h, als 
Motoren betrachtet werden. 

BetriebS'Maschinen sind z. B. Wasserräder, Turbinen, Wind- 
mühlen-Flügel, Dampfmaschinen etc. 
Arbeits- Maschinen sind z. B. Mühlsteine, Spinnmaschinen etc. 
Zwischen-Maschinen sind z. B. die telodynamischen Kabel 
(Drahtseil' Transmission) oder die Vereinigung von Wasserrad- 
Welle, Zahnrad, Drilling und Mahleisen de. 

Nach dem Satze von der Erhaltung der Energieen-Summen 
ist es unmöglich, Arbeits- Vorräte zu schaffen: man kann nur ge- 
gebene Arbeits- Vorräte umformen. 
Die populäre Fassung dieses Satzes, der uns bald unter den 
Principien der Mechanik begegnen wird, lautet: Man kann kein 
Perpetuum mobile hmstruieren'^). 

Es ist unmöglich, eine Vorrichtung zu ersinnen, welche einen 
gegebenen Arbeits- Vorrat in irgend einer Weise vergrößert, d. h. 

1) Man beruhigt sich eben, sobald eine Unverständlichkeit „gewöhnlich'* 
geworden ist. Vergl. W. 5. Vorwort 

2) Vergl. Mach, Die Geschichte und die Wurzel des SaUes von der Er- 
haltung der Arbeit. 
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man ist nicht im Stande, s, B. ein Wasserrad zu konstruierefiy 
welches Arbeit leistet und aufserdem eine Pumpe treibt, die das 
herabgeflossene Wasser wieder auf sein ursprüngliches Niveau 
hebtj so da/s dieses für das Wasserrad von neuem als Motor 
verwandt werden Jcann. 

Es schiene nun zunächst sehr wohl möglich, eine Maschine zu 

konstruieren, deren ganze Arheitsleistung darin besteht, sich selbst 

im Gange zu erhalten. 

Ein solches Perpetuum mobile würde der Praxis Jceinen Nuitzen 

gewähren, obwohl seine Konstruktion von einem gewissen theore^ 

tischen Interesse wäre. 

Hat der gegebene Arbeits- Vorrat des Receptors den Wert A^ ^ 
während der Arbeits- Vorrat des Operators den Wert Aj hat, so 
hat man im Hinblick auf etwa verloren gehende Gröfsen, deren 
Summe V sein mag, die Gleichung 

A, = A, + V. 
Die Frage nach der Möglichkeit einer Maschine, welche sich 
selbst im Gange erhält, ist beantwortet, sobald man weifs, wann 
unter den erfahrungsmäfsig gegebenen Verhältnissen eineGröfse V 
auftritt: die Beobachtung lehrt, dafs eine solche Gröfse V stets 
vorhanden ist. 
Damit ist die MöglichJceit eines-^ Perpetuum mobile der -zweiten 
Art (Planeten- System) im verneinenden Sinne entschieden. 

Man bezeichnet Aj als die Roh -Arbeit und A2 als die 
Nutz -Arbeit der Maschine und führt 



A. A. — V . V 









Ai A, Aj 

als den Nutz-Effekt der Maschine ein. 
Bei der Konstruktion der Maschinen handelt es sich da/rum, für 
den echten Bruch v einen möglichst großen Wert zu erreichen^ 
da der ideale Wert v = i nicht erreicht werden kann. 

Der Arbeits- Verlust (V) läfst sich auf zwei verschiedene 
Momente zurückführen: einmal tritt bei der Berührung bewegter 
Körper stets ein Arbeits- Verlust ein, welcher eine vorübergehende 
oder eine bleibende Deformation der tangierenden Körper bewirkt, 
während andrerseits auch zur Anregung von Bewegungen jeder 
Art, d. h. zum ^Inbewegungsetzen" stets eine gewisse Arbeits- 
Gröfse (kinetischer Verlust) verbraucht wird. 

In Bezug auf den Verlust durch Deformation der berührenden 
Maschinenteile sind hauptsächlich die tangentialen Erscheinun- 
gen ins Auge zu fassen, welche man unter dem gemeinsamen 
Namen Reibung zusammenfafst. 

Aufserdem sind Verluste durch Stofse und durch Pressungen 
zwischen den einzelnen Teilen in Rechnung zu bringen, bei welchen 
die Kräfte, normal zur Berührungs-Fläche, Arbeit leisten. 
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Hauptsächlich ist die Keibung zwischen festen Körpern und 
festen Körpern und zwischen festen Körpern und Flüssigkeiten 
(beziehungsweise Gasen) in Untersuchung zu ziehen. 

Für die Reibung zwischen festen Körpern und 
festen Körpern gelten folgende Sätze der Erfahrung t 

1. Der Reibungs-Widerstand, d. h. die Kraft, welche der 
vorhandenen Bewegung entgegenwirkt, ist dem Normal-Drucke 
proportional, mit welchem die tangierenden Körper auf einander 
geprefst werden: der Wert dieses Verhältnisses heifst Reibungs- 
Koefficient. 

2. Der Reibungs-Widerstand ist im allgemeinen bei relativ 
grofsem Drucke und bei konstanter Temperatur von der Gröfse 
der reibenden Fläche unabhängig. 

3. Der Reibungs- Widerstand ist abhängig von den Materialien, 
welche zur Verwendung kommen, und wächst mit der Rauhigkeit 
der berührenden Flächen. 

4. Der Reibungs-Widerstand ist während der Bewegung ge- 
ringer als für den Übergang von der Ruhe in die Bewegung. 

Die beiden ersten Sätze wurden von Amontons {1699) ge- 
funden, dessen Versuche für alle Materialien denselben Reibungs- 

Koefßcienten l-A zu ergeben schienen, Leibniz stellte (1710) 

den dritten. Segn er (1758) den vierten Satz auf, während spätere 
Arbeiten (Coulomb) die neuerdings cHs Irrtum erkannte An- 
nahme zu bestätigen schienen, da/s die Beibung unabhängig sei 
von der Geschwindigkeit der Bewegungen. 

Die besten Versuche über die Beibung sind fast gleichzeitig 
von Bennie (Philosophical Transactions 1829) und Morin 
{1831 bis 1883) angestellt worden; dieselben zeigten, dafs der 
Beibungs-Koefficient bei Anwendung von reichlichem Schmier- 
Material (Schweinefett, Olivenöl etc.) für alle Körper fast der- 
selbe ist^). Bei geringem Drucke dürfen die Adhäsions-Erscheinungen 
nicht vernachlässigt werden, welche Satz 2 wesentlich modificieren. 
Für die Reibung von festen Körpern in Flüssigkei- 
ten beziehungsweise in Gasen gilt der Satz, dafs die Ver- 
zögerung der Bewegung von ihrerGeschwindigkeit(S. 314) ab- 
hängt und aufserdem der Gröfse der berührenden Fläche pro- 
portional ist: die Proportionalität wird für die verschiedenen Mate- 
rialien durch den Koefficienten der äufseren Reibung (e) bestimmt. 
Benetzt eine Flüssigkeit, so ist e z= cx> zu setzen, weil hier die 
letzte Schicht der Flüssigkeit in Bezug auf die Wand gar nicht 
fortbewegt ivird. In solchen Fällen tritt die Beibung einer Schicht 
der Flüssigkeit an einer anderen in Frage, für welche der 
Koeffident der inneren Beibung (rj) in Bechnung zu ziehen isf^), 

1) Meiner Ansicht nach wird hier in aUen Fällen die Reibung zweier 
gleichartiger Ölflächen (Kapillar-Erscheinungen) hergestellt. 

2) O. E. Meyer. Foggendorffs Annalen 113. 
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Im Hinblick auf Translation und Rotation unter- 
scheidet man gleitende und rollende Seibung. 

Eine Gruppe von Erscheinungen der gleitenden Beibung pflegt 
man ais Zapfen-Reibung zu bezeichnen, wobei man in der Praxis die 
Werte für neue und für eingelaufene Zapfen zu unterscheiden hat. 

Für die homplicierte Erscheinung der rollenden oder wälzenden 
Reibung, deren Widerstände Meiner sind als die Widerstände bei 
Gleitungen, gut in einer gewissen Annäherung Coulombs Regel ') : 
Der ReibungS' Widerstand für cylinderformige Walzen auf hori- 
zontalen Unterlagen ist dem Drucke direkt und dem Radius des 
Cylinders umgekehrt proportional. 

Neben diesen beiden Arten von Reibung ist noch die Steifig- 
keit von Seilen etc. besonders in Betracht zu ziehen. 
Da Seite nicht vollkommen biegsam sind, so tritt die Steifigkeit 
derselben bei Biegungen als ein Widerstand auf, welcher {Schaken 
einer Kette) auf Reibungs-Widerstände zurückgeführt werden kann. 

Der Arbeits- Verlust durch Kräfte, welche normal zur Berüh- 
rungs-Fläche wirken, d. h. der Verlust durch Stofse, Pres- 
sungen etc. kann im allgemeinen durch zweckmäfsige Konstruk- 
tionen auf ein Minimum gebracht werden. 

Stö/se innerhalb einer Maschine sind z, B, bei den Gaskraft- 
Maschinen in Rechnung zu bringen. Als Beispiel für wechselnde 
Pressungen mag der Druck und Zug an der Kolbenstange einer 
Dampfmaschine dienen. 

Was nun den kinetischen Arbeits-Verlust anlangt, so ist der- 
selbe beim Anlauf einer Maschine, d. h. wenn dieselbe in 
Gang gesetzt wird, relativ grofs. Wenn der Gang einer Maschine 
seinen Beharrungszustand erreicht hat, in welchem dieselbe 
ihre regelmäfsige Arbeit zu verrichten hat, so wird im allgemeinen 
kein kinetischer Verlust in Rechnung zu bringen sein. 

Die Perioden in der Bewegung einer Maschine sind Anlaufe 
Beharrungszustand und Auslauf. 

Dabei ist zu bemerken, da/s es für gewisse Maschinen {z. B. 
für Eisen-Walzwerke) keinen eigentlichen Beharrungszustand giebty 
weü hier die im Anlaufe von der leer gehenden Maschine 
gewonnene lebendige Kraft, direkt zur Arbeits-Leistung verwendet 
wird. 

Der Beharrungsznstand einer Maschine ist entweder gleich- 
förmig oder periodisch. 

Im ersteren Falle bewegen sich alle Maschinenteile mit kon- 
stanter Geschwindigkeit, im letzteren Falle folgen innerhalb je 
einer ganzen Periode Teil-Perioden eines gesteigerten und Teü- 
Perioden eines verringerten Arbeits-Verbrauches. 
So arbeitet z. B. die Säge einer Sägemühle nur beim Nieder- 



1) Theorie des machines simples pag. 126, 



- 365 — 

gange des Säge-Gaäera, während dieselbe beim Hochgange des- 
selben leer geU. 

Während einer Periode hmnen auch Maxchinenteile gehoben und 
gesenkt werden, so da/s erst ein Verbrauch an Arbeit und dann 
ein Gewinn an Arbeit in Rechnung zu bringen ist. 

Während des Beharruugszustandes (beziehungsweise 
während ganzer Perioden) einer Maschine wird bei konstanter 
Roh-Arbeit eine konstante Nutz-Arbeit abgegeben, so 
dafs also stets derselbe Arbeita-Verlust anzusetzen ist: 
die Komponenten der gegebenen Kräfte, welche dem Arbeits- Ver- 
luste entsprechen , bilden mit den durch sie geweckten Kräften, 
welche im allgemeinen als Widerstände zu bezeichnen sind, ein Kräfte- 
System, welches sich im Zustande des Gleichgewichts befindet. 

Demnach ist bei der Konstruktion von Maschinen in erster 
Linie die Kenntnis der Bedingoagen für das Gleichgewicht der 
einzelnen Maschinenteile erforderlich. 

Da sich alle Bewegungen auf Translationen oder Rota- 
tionen zurückfuhren lassen, so müssen auch die Teile der Ma- 
schine auf elementare Teile zurückgeführt werden können, welche 
entweder der Translation oder der Rotation dienen oder eine 
Vereinigung beider Bewegungs- Arten bezwecken. 

Es giebt drei Tersclüedene IHaschinen-Elemente : „Schiefe 
Ebene, Hebel, Schraube". 

Für die Untersuchung des Gleichgewichtes der Maschinen- 
Elemente, auf welche man die Untersuchung des Gleichgewichts 
von Maschinen stets zurückführen kann, reicht das Princip der 
virtuellen Geschwindigkeiten vollkommen aus. 

Rühlmann ') führt die Seil- Maschinen als einfache Maschinen 
ein, während er die Sohratibe als eine gewundene schiefe Ebene 
betrachtet. 

Letzteres ist entschieden zulässig , obwohl man die Schraube 
diensowohl als ^n Hdiel mit gradliniq fortschreitendem Dreh- 
punkte ansehen Mnnie, während die Seil-Verbitidungen unserer 
Ansicht nach nicht als Maschinen- Elemente gelten können. 

A. Die schiefe Ebene. 

Wenn der schwere Körper 
G durch eine Kraft auf der 
Ebene OH (Figur 66) fort 
bewegt wird, so tritt eine 
erlaubte Verschiebung 
ein, bei welcher die Hülfs- 
linie GH um das Stück 
A A' = a fortschreiten mag. 
Die Kräfte, welche hier 

1) Grandzii);« der Mecbanik, gg. 
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zur Geltung kommen, sind die bewegende Kraft K, der Schwer- 
druck L des Körpers und die Reibung an der Berührungs- 
Fläche. 

Die Reibung R, welche die entstehende Bewegung stets zu 
hindern sucht, wirkt parallel zur schiefen Ebene und ist dem 
Drucke gegen die reibende Fläche (S. 363) proportional (|i). 

Bei der Verschiebung (a) von GH wird K um AB = a. cosß, j 

L um A'G = a.sina, R um a in Richtung der Kraft verrückt, , 

wobei die Arbeit A im ersten Falle positiv, im zweiten und dritten 
Falle negativ anzusetzen ist. 

Bei einer Verschiebung BA würde die Arbeit von R dasselbe 
Vorzeichen haben wie die Arbeit der Kraft k. 

Das Princip der virtuellen Verrückung hefert hier für das 
Gleichgewicht die Bedingung 

K . a . cos ß — L . a . sin a — R . a = 0. 
Da der Druok des Körpers gegen die Ebene durch 

L cos a — K sin ß 
dargestellt wird, so ist R = (i (L cos a — K cos ß) d. h. man hat 

^ ^ sin a -}- (i cos a 

cos ß -|- (i sin ß 
Für ß = ö, c?. h, für eine Kraft- Bichtung , welche der schiefen 
Ebene paraUel läuft, ist K = L {sin a -f- {t cosa); wird 

aufserdem B =^ 0, so hat man -j = sina, d. h. die Kraft 

verhalt sich zur Last wie die Hohe der schiefen Ebene zu ihrer 
Länge. 

Für ß = — a, d. h, für eine Kraft- Richtung , welche der 

-m-m. tO OL 1 M, 

Horizontal' Ebene parallel läuft, ist K = L , J' — _L_*_ -^ wird 

1 — [itg oc 

außerdem R =z ö, so hat man -r = tga, d, h. die Kraft 

verhält sich zur Last wie die Hohe der schiefen Ebene zu ihrer 
Basis, 

Wenn Reibung auftritt, so ist (für K = 0) längs der schiefen 
Ebene (S. 214) statt der Beschleunigung g.sina eine Beschleuni- 
gung g . sin adb ji. g . cosa einzuführen, da die Reibung beim Ab- 
wärtsgleiten der Schwerkraft entgegenwirkt, während sie dieselbe 
beim Aufwärtsgleiten unterstützt. 

Für eine Verschiebung BA gewinnt man die Formel: 

j^^ j sina — [icosa 

IL — Ij Q : — Q. 

cosp — [LSinp 
Man hat also hier zu unterscheiden zwischen dem Werte von K, 
welcher bei der geringsten Vermehrung den Körper nach oben 
zieht und zwischen dem Werte von K, welcher das Hinabgleiten 
gerade verhindert. 

Bestimmt man durch Versuche den Winkel s, für welchen ein 
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sich selbst überlassener Körper grade zu gleiten anfängt, so hat 
man für den Beginn der Bewegung 

g . sin £ — ft . g . cos e = 0, d. h. tg e = |i. 
Durch diese Methode (Coulomb) ist (x für die beiden in 
Anwendung gekommenen Materialien bestimmt und zwar für den 
Übergang aus der Ruhe in die Bewegung. 

Während der Bewegung tritt ein anderer Koefficient v auf und 
zwar ist (i > v, tcie man aus folgender Tabelle ersieht. 




hinreichend ge- 
2^ setzen und 



Bronce auf Bronce 0,22 0,20 

Bronce auf Eichenholz , ....... 0,62 0,25 

Bronce auf Schmiedeeisen 0,20 0,18 

Bronce auf Gußeisen 0,24 0,22 

Eichenholz auf Bronce 0,62 0,35 

Schmiedeeisen auf Bronce 0,20 0,18 

Grufseisen auf Bronce 0,17 0,15 

Schmiedeeisen auf Schmiedeeisen .... 0,17 0,16 

Gufseisen auf Gußeisen 0,16 0,15 

Leder auf Gußeisen mit Talg geschmiert . 1 0,15 0,12 

Bei sorgfältigst geglätteter Oberfläche und 
schmierten Reibeflächen darf man angenähert ji : 
im Durchschnitt mit den Zahlen |i = 0,15 und v = 0,08 rechnen. 

Von den vielen Formen, in denen die schiefe Ebene auftreten 
kann, soll hier noch der Keil erwähnt werden: 

Derselbe ist ein dreieckiges Orthogonal-Prisma aus festem 
Material, welches einen sehr spitzen Kanten -Winkel (e) enthält 
und demnach zum Spalten eines Körpers oder zum Auseinander- 
treiben benutzt werden kann. 

Ein Keil, dessen Querschnitt entweder ein rechtwinkliges oder 
ein gleichseitiges Dreieck ist, mufs beziehungsweise als eine schiefe 
Ebene oder als die Verbindung zweier schiefen Ebenen bezeichnet 
werden, deren Belastung durch den Druck des umgebenden Materials 
dargestellt wird. 

Für einen Keil, dessen Querschnitt 
ein gleichschenkliges Dreieck vom Basis- 
Winkel ß — e ist, gelten (Figur 67) 
den beiden Formeln der schiefen Ebene 
entsprechend die folgenden Gleichungen 

K = 2 L (sin e + (x cos e), 67. 

K' = 2 L (sin e — (x cos s), 

falls man die wirkende Kraft durch K und K', die gleichen Bela- 
stungen L, und L, durch L und den Reibungs-Koefficienten zwischen 
Keil und Material durch [x bezeichnet. 

8t(xtt das Princip der virtuellen Verrückungen direkt anzuwenden 
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kann man auf den Faü der schiefen Ebenen jmruAgehem^ wo Üe 
Kraft parallel zur Basis unrM. 

Die erste Formel gut für den Wert van B, für wdeken bei 
der geringsten Vermehrung ein weiteres Eindringen t» das Mak- 
rial stattfindet, während im zweiten Falle das HinaussprimgoL 
des Keiles gerade verhindert wird: die Differenz 

K — K' = 4\L.Lcose 
entspricht auch hier dem Unterschiede zwischen der BeUmng der 
Buhe und ziciscken der Beibung der Bewegung. 

Wenn tge ^= \l, ist K^ = 0, d. h, der Keü wird hier aäew 
durch die Beibung gehalten. 

B. Der Hebel. Ein stabförmiger ■) Körper, weldier mn 
eine feste Achse drehbar ist, kann benutzt werden, um Lasten 
zu heben (Hebebaum) und heiüst deshalb ein UebeL Kompfi- 
ciertere Formen dieser Maschinen lassen sich stets auf die an- 
fache Form des stabformigen Körpers zurückfahren. 

Wenn innerhalb eines unveränderlichen Systems eine feste 
Achse vorhanden ist, so zerlegt man die vorhandenen Kräfte 
zweckmäXsiger Weise parallel und normal zu derselben: 

Die Parallel-Komponenten kommen nicht zur Geltung, so 
dafs hier nur Komponenten, welche in Normal-Ebenen der festen 
Achse gelegen sind, in Rechnung zu bringen sind. 

Bezeichnet man eine solche Normal-Ebene, in welcher die 
beiden Kräfte k| imd k^i gelegen sein mögen, mit Yi X,- , so wird 
die Arbeit dieser beiden Kräfte für eine Drehung um den Winkel 2, 
bei welcher der Angriffspunkt Pi von ki nach Q; und der Angri£^ 
punkt P'i von k'i nach Q'i gelangt, bei Vernachlässigung der 

Zapfenreibung in durch 

— ki ri a -}- k'i ri a 

gegeben, falls man die Abstände 

(Arme) der Kräfte kj und k'i vom 

Drehpunkte beziehungsweise 

nüt ri und r'i bezeichnet. 

Die Gesamt-Arbeit für eine 
Drehung um a wird demnach 
durch 

aDkj ri 
dargestellt (Figur 68). 

Da die Drehungen um die 
feste Achse erlaubte Ver- 
schiebungen sind, so muls 
nach dem Principe der vir- 
tuellen Verrückungen für 
das Gleichgewicht des Systems die Gleichung 

1) Korper, bei deaen eine oder zwei Dimensionea äberwiegen, pflegt man 
als stabförmige beziehnngsweise plattenförmige Körper von den block- 
förmigen Körpern zu unterscheiden. 




68. 
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a S ki Ti = oder S kj Tj = 
erfüllt sein. 

Die Verschiebung in Richtung der Kraft ist für Jci durch Qi T, 
gegeben. 

Für kleine Winkel a ist Bogen QiPi als Element eines Kreises 
aufzufassen^ so da/s von der Ähnlichkeit (<J QiPtO = R) der 
Dreiecke QiTiPi und OSiPi gesprochen werden darf: die Pro- 
portion Qi Ti : Qi Pi = Si : Pi bestimmt {Qi Pi = ol . P,) 
die Gröfse von Q Ti als a r,. 

In analoger Weise findet man a r', als Gröfse der Verschiebung 
für P', 

Im ersten Falle ist die Arbeit — a Ä/r,, im zweiten Falle ist 
die Arbeit + ockfirU, weil die Verschiebung dort nicht im 
Sinne der Kraft^ hier aber im Sinne der Kraft erfolgt ist 

Die Gleichung 2 ki x-, sagt aus, dafs die 8nmme der Drehnngs- 
Momente der Kräfte für die ZrAchse (S. 342) verschwinden 
mufs. 

Sind überhaupt nur zwei in einer Ebene gelegene Kräfte k und fe' 
gegeben^ so gilt kr =^W r', d, h, das Drehungs- Moment der einen 
Kraft mufs gleich dem Drehungs-Momente der andern Kraft sein. 

Die Gröfsen r und r' werden hier Hebel-Arme genannt. 

Wenn die Dreh-Achse sehr nahe an einem Ende des stab- 
förmigen Körpers angebracht ist, so nennt man den Hebel ein- 
armig und unterscheidet demnach einarmige und zwei- 
armige Hebel. 

Wenn ein Hebel der einen öder der andern Art prisma- 
tisch gestaltet ist, so nennt man ihn einen graden Hebel und 
unterscheidet im Gegensatz dazu Winkel-Hebel. 

Winkel-Hebel wendet man z. B. bei Klingelzügen an, deren 
Leitung unter einem rechten Winkel ( Wand und Decke) fortgesetzt 
werden soll; handelt es sich^ darum, eine Glocke für zwei 
Züge verwendbar zu machen, so wendet man wohl auch unter 
anderm Kombinationen von einarmigen Hebeln und Winkel- 
Hebeln an. 

Grade Hebel mit zwei Armen kommen zur Geltung bei Brech- 
stangen, Zangen, Scheren, Hebd- Wagen etc. Grade Hebel mit 
einem Arme kommen zur Geltung bei Hebebäumen ^ Siede- 
schneiden, Gelenk -Verbindungen im tierischen Skelett etc. 

Wenn die Drehungs-Achse durch den Schwerpunkt des Hebels 
geht, so hat dessen Massen- Verteilung auf die Drehung keinen 
Einflufs, während sonst in jedem Punkte Pi des Hebels die Kraft 
Uli g mit in Rechnung zu ziehen ist. 

Die Kräfte mig, welche in ihrer Gesamtheit , den Druck des 
Körpers auf seine Unterlage darstellen, haben (S. 351) eine Re- 
sultante, welche im Schwerpunkte angreift, so dafs statt ihrer 
Drehungs -Momente das Moment der Kraft Smig = g.Smi in 
Rechnung zu bringen ist. 

W ernicke. • 24 



— 370 




69 a. 



Redicciert man die Untersuchung über den Hebel auf die Unter- 
suchung einer Linie, welche man ohne Schwere denkt, so liefert 
man die Theorie eines idealen oder eines mathematischen 
Hebels, im Gegensatz zu welchem man dann von physischen 
Hebeln zu sprechen gewohnt ist. 

Von den vielen Formen, in denen der Hebel auftreten kann, 
sollen hier zunächst die f e s t e und die bewegliche KoUe und dann 
bestimmte Rollen- Verbindungen (Wellrad, Flaschenzug etc.) be- 
trachtet werden: Die Rollen sind kreisförmige Scheiben mit festem 
oder mit beweglichem Drehpunkte, welche einen peripherischen 

Einschnitt für die Aufnahme eines Seiles 
(Schnurlauf) tragen. 

Bei der festen BoUe {Figur 69a) 
wirken die Kräfte G^ und G2 stets an glei- 
chen Hebel-Armen, so dafs bei Vernachlässi- 
gung der Zapfenreibung in und der 
Steifigkeit in A^ und A^ für das Gleichge- 
wicht Gl = G-2 anzusetzen ist. 

Bei der losen Bolle (Figur 69 b) ist 
ein Seil (z, B. entsprechend 6r,) direkt oder 
indirekt befestigt, während an dem andern 
(also entsprechend ö',) eine Kraft wirkt. 

Die Belastung G^ , welche in wirkt, 
stellt die sogenannte Umspannungs-Sehne A^A\ 
senkrecht zur Richtung der durch sie gegebe- 
nen Kraß. 

Soll die Besultante der Kräfte Gi und 
G\ die Kraft G^ aufheben, so mufs dieselbe 
G2 entgegengesetzt gleich (G^ = G\) sein, 
d. h. man hat für das Gleichgewicht 

Gl : (?2 = r : A^ A\ . 

Wenn die Richtungen von Cr, und G^ einander parallel sind, 
so ist Ax A\ = J2r, d. h. man hat G, ; G^ = 1:2. 

Werden zwei feste Rollen von ver- 
schiedenem Radius (r^ und r^) konzentrisch 
verbunden, so entsteht (Figur 70) das 
Wellrad. 

Bei einer Drehung um einen kleinen 
Winkel 9 gelangt beziehungsweise A\ nach 
Ai und A\ nach A2, d. h. man hat für das 
Gleichgewicht 

9 . r, . G, — (p . r2 . ©2 = ^ 
oder Gl : G2 = ri : r^ . 

Das Wellrad kommt als Göpel 
(Spillenrad etc,) und als Winde (Haspd 
de) vor. 
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Lose und feste Rollen kann man su Rolleneügen, 
Flascheneügen oder Klobeneügen verbinde». 

Bei dem Jtollensuge (Figur 71) mit parallelen Seilen hat 
man bei Vemacldässigutig von Reibung und Steifigkeit 

falls man mit n die ÄmaM der losen Rollen heeeichnet. 

Diese Beziehung folgt z. B. atts der Überlegung , daß jedes 
befestigte Seil die_ Hälfte der Belastung trägt, welche an der he- 



teeglicketi Rolle angä/radit ist, 
für die zweite RoUe — (—.LI 



y da/s für die erste Rolle -^ ■ L, 



für die dritte RoUe 



m-^ 



u. s. f. aTieuseteen ist. 

Werden die Oentra mehrerer Rollen mit parallelen Ädisen 
in feste Verbindung gebracht, so entsteht eine Flasche. 

Werden die Centra mehrerer Rollen auf derselben Achse in 
feste Verbindung gerächt, so entsteht ein Kloben. 




71. 78 "a. 78 b. 

Die Vereinigung einer festen (M) und einer losen (N) Flasche 
hei/stein Flaschemug,die Vereinigung eines festen (M)und eines 
lo^n (N) Klobens heißt ein Klobenzug ;bestimmte Formen dieser 
Maschinen sind in den Figuren 72 a und 72 h dargestellt. 

Bei Vemacklässigtmg von Beibimg und Steifigkeit hat man 
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für beide Apparaie, falls man mit n die AnzaM aller BoUen 
bezeichnet, die Formel y 

n 
Diese Beziehung folgt z. B, aus der Vergleichung der Arbeits- 
werte, welche der Verschiebung x der Kraft entsprechen: dieselben 

sind K.x und L, — 

Aufserdem mag noch darauf aufmerksam gemacht werden, 
dafs alle die Wagen, welche der Massen-Bestimmung dienen, auf 
Hebel-Konstruktionen zurückweisen. 

Die Theorie der gleicharmigen Hebel-Wage soll bei der 
Bestimmung der dynamischen Fundamentat-Gröfsen entwickelt 
werden. 

Als 'bestimmte Formen von Wagen mögen die Schnell-Wage 
und die Zeiger-Wage, und im besondern die Brücken- 
Wage angeführt werden, 

C. Die Schraube. Wenn man den Mittelpunkt einer cen- 
trischen Figur der Ebene auf einer Schraubenlinie, welche die 
Ebene jener Figur unter rechtem Winkel schneidet, verschiebt, so 
entsteht ein Körper, welcher Schrauben-Gewinde genannt wird. 
Ein Vollcylinder, um welchen ein Schrauben-Gewinde gelegt 
ist, heifst eine Schrauben-Spindel^ einHohlcylinder, aus dem 
ein Schrauben-Gewinde herausgenommen ist, heifst eine Schrauben- 
Mutter. 

Die Konstruktion einer Schrauben-Linie (Schneide eines Kork- 
ziehers) eines Kreiscylinders läfst sich mit Leichtigkeit geben, wenn 
man den Mantel des Cylinders abgewickelt denkt. 

Zieht man auf einem solchen in einer Ebene ausgebreiteten 
Mantel (Figur 73) das Linien - System (M, K), so entsteht bei 

Aufwickeln des Mantels eine 
Schrauben-Linie , wobei Punkt M 
auf N, Punkt M' auf N' etc fallt. 
Bei der Bewegung einer 
Schrauben-Spindel in der zuge- 
hörigen Schrauben -Mutter bleibt 
jeder Berührungspunkt Pi zwischen 
Spindel und Mutter auf einem be- 
stimmten Kreis - Gylinder C| vom 
Radius r , dessen Mantel in einer Ebene ausgebreitet werden kann : 
auf dieser abgewickelten Fläche (Ci) beschreibt jener Punkt Pi 
grade Linien und zwar unter Verhältnissen, die denen analog sind, 
welche beim Gleiten auf einer schiefen Ebene zur Geltung kommen, 
wenn die Kraft parallel zur Basis wirkt. 

Der Steigungs- Winkel (a) der Schraube ist zugleich der Nei- 
gungs -Winkel der entsprechenden schiefen Ebene, während die 
Höhe und die Basis derselben beziehungsweise durch die Gang- 




73. 
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höhe (h) und die Kreis-Peripherie (ri) der betreffenden Schraube 
dargestellt wird. j^ 

Da tanga = ^ ist, so gelten hier die Formeln 

2 r TT db |Ji . h* 
Dcts obere Vergleichen führt eu einer Kraft, welche das Sinken 
der Last gerade hindert, während das untere Vorzeichen jsu einer 
Kraft führt, welchebei der geringsten Vermehrung sum Heben der Last 
verwendet werden kann, 

# # 

Es ist wohl zu beachten, dafs die Arbeit von Kraft und 
Last für die Maschinen im Zustande des Gleichgewichts stets 
dieselbe ist, dafs aber Kraft und Last selbst höchst ver- 
schieden sein können. 
Daraus geht unederum die übermegende Bedetdung des neueren 
Begriffes „Arbeit" im Gegensatz eu der Bedeutung des älteren, 
Begriffes „Kraft" hervor *). 

Je kleiner nun die Kraft ist, welche zur Disposition steht, um 
so gröfser ist der Weg, auf welchem dieselbe zur Wirkung ge- 
langen mufs, um eine bestimmte Arbeit zu verrichten. Da die 
Zeit, welche fär eine bestimmte Arbeit notwendig ist, im allge- 
meinen diesem Wege proportional sein wird, so kann man sagen: 
die Maschinen verlangsamen die Arbeit im allgemeinen proportional 
zu der Erleichterung, welche sie gewähren. 

|. 5. Das Princip für die Bewegung des Schwerpunktes und 
das Princip für die Veränderung der Flächen. 

Im Gegensatz zu jenen allgemeinen Principien, welche bisher 
zur Behandlung kamen, sollen nun zwei Principien eingeführt 
werden, deren Gültigkeit gewissen Beschränkungen unterliegt: es 
handelt sich um Verschiebungen und Drehungen, bei welchen 
die gegenseitige Lage der einzelnen Punkte des Systems nicht ge- 
ändert wird, bei denen llso das beliebig veränderliche System 
den Charakter eines unveränderlichen Systems behält. 

In Bezug auf diese Verrückungen scheint es zweckmäfsig eine 
Einteilung der gegebenen Kräfte zu erwähnen , deren wir bis- 
her nicht bedurften. 

Erfahrungsmäfsig lassen sich die Beschleunigungen , welche 
bei den Bewegungen physischer Körper auftreten, stets auf Be- 
schleunigungen zurückführen, welche zwischen je zwei Punkten P 
und Q zur Geltung kommen: wenn die beiden Punkte P und Q 
dem Systeme angehören, so sollen die entsprechenden Kräfte 
innere Kräfte genannt werden, während fiir den Fall, dafs P 
oder Q dem Systeme nicht angehört, von äufseren Kräften ge- 
sprochen werden soll. 

1) Vergl. die Programm- Abhandlung von Kirsch, Technische Lehranstalten 
za Chemnitz 1880. 
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Der unterschied zwischen den beiden Arten von Kräften ist völlig 
relativ, da eine äu/sere Kraft in die Gruppe der inneren 
Kräfte tritt, sobcdd man den entsprechenden, aufserhdlb des Sy- 
stems gelegenen, Punkt mit in das System hineinsiehL 

Zur Charakterisierung der physischen Kräfte mag bemerkt 
werden, dafs dieselben in Richtung der Verbindungs-Strecke von 
P und Q zur Geltung kommen und da/s sie im allgemeinen von 
der Länge dieser Strecke und von den Wirkungs-Koefficienten 
(m) der betreffenden Punkte abhängig sind. 

Von der Existenz der inneren Kräfte darf bei den beiden 
Principien, welche jetzt vorgeführt werden solleD, vöDig abgesehen 
werden, da nur Verschiebungen in Frage kommen, bei denen das 
System den Charakter eines unveränderlichen Systems behält. 

Analoges wird für das Princip von der Erhaltung der Energie, 
dem wir uns zuletzt zuwenden, nicht zu behaupten sein. 

1. 

Wenn im Hinblick auf das Verbindungs-Gesetz eines Systems 
in drei auf einander senkrechten Richtungen erlaubte Verschiebun- 
gen möglich sind, bei welchen die relative Lage der ein- 
zelnenSystempunkte nicht geändert wird, so kann man 
jedem Punkte in jeder dieser drei Richtungen dieselbe Ver- 
schiebung erteilen und für den so gewonnenen Zustand As = 
setzen. 

Man gewinnt dann für jede der drei Richtungen (x, y, z) eine 
Gleichung von sehr einfacher Bedeutung: 

a<^)i.Smif^)i = o^^\.llk^^\ 
a(y>i . S mi py)i = a<y)i . S k(>')i 
a<^)i . S mi f(^)j = a(^)| . S k<^)i. 
Bezeichnet man die Koordinaten des Schwerpunktes (S) des 
Systems für einen bestimmten Augenblick (S. 351) mit 5> >)j ^> 
für welche man auch die Koordinaten Xi , yj , z-, der einzelnen 
Punkte Pi berechnet denkt, so hat man für m = S mj anzusetzen 
m.^ = SmiXi, m.yj = 2m; yi, m.^ = SmiZi. 
Betrachtet man nun ferner auf der x- Achse je zwei Elementar- 
Inkremente der Projektions-Bewegung der Punkte Pj , Po , P» . • • 
und ebenso je zwei Elementar-Inkremente der Projektions-Bewe- 
gungen des Punktes S, so gelangt man zu den Gleichungen 

mcp<^)i = 2mif^^>i, m9(y)i = Smif(y)i, m<^<^^\ = SmiP*>i, 
falls man die Beschleunigungen der Punkte 5, tj, ^ beziehungsweise 
mit (p^'^'^i , cp(y)i , cp^^>i bezeichnet. 

Demnach hat man die Beziehungen 
m(p(^\ = Sk('^)i, m(p(y). = 2;k<y)i, m^p^^^i = Sk^^^, 
d. h. die Bewegung des Schwerpunktes erfolgt unter den 
angegebenen Bedingungen so^ als ob in ihm alle Masse ver- 
einigt wäre und als ob alle bewegenden Kräfte in ihm angriffen. 
Für ein dissölutes System stellt der obige Satz eine Identität dar: 
insofern aber für ein veränderliches System der oben genannten 
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Beschaffenheit die Arbeit der Spannkräfte Ag gleich Null gesetzt 
wurde, hat man au>ch hier von einem Principe zu sprechen. 

Man hat den bewegenden Kräften durch Parallel- Verschiebung 
den Schwerpunkt als Angriffspunkt zu geben. 

Wenn dabei nach der Verschiebung (d. h. im Schwerpunkte) 
Gleichgewicht eintritt, so hat man ^\^^\ = S k(y>i = 2 k(^)i = 
zu setzen, d. h. es ist 

m(f<*)i = 0, mcp(y>i = 0, m(f<^)i = 0. 

In diesem Falle bewegen sich die Projektionen des Schwer- 
pimktes (S. 187) mit konstanter Geschwindigkeit, d. h. der Schwer- 
punkt bewegt sich gleichförmig auf einer Graden. 

Euht der Schwerpunkt unter diesen Umständen für ein Zeit- 
Element, so kommt er überhaupt nicht in Bewegung. 

Wenn man van der Einwirkung der Fixsterne absieht, so unter- 
liegt unser Planeten -System nur den Spannkräften, welche durch 
die gegenseitige Lage der einzelnen Himmelskörper bedingt ist, 
d. h, die Bewegung des Schwerpunktes unseres Blanden- Systemes 
kann in grofser Annäherung als gleichförmige Bewegung auf ge- 
rader Linie angesehen werden. 

Man hat diese Grade durch Beobachtungen zu bestimmen gesucht. 

Auf einer absolut glatten Oberfläche würde ein Mensch, dessen 
Standfläche absolut glatt ist, keine Bewegung seines Schwerpunktes 
hervorrufen können, sobald sein Schwerpunkt einmal in Kühe ist. 
In den thatsächlichen Verhältnissen kommt die Beibung als be- 
wegende Kraft zur Geltung: je glatter die reibenden Flächen {Eis- 
bahn, Hölzschuhe), desto schwerer ist die Fortbewegung^ weil die 
Spannkräfte der Körper allein keine Änderung in der Lage des 
Schwerpunktes bewirken können. 

Wäre kein Luftwiderstand vorhanden, so würde ein Vogel, der 
während eines Zeit-Elementes ruht^ trotz aller Bemühung senk- 
recht zur Erde fallen '). 

Beim Abfeuern eines Schusses aus einer ruhenden Kanone, 
welche auf absolut glatter Oberfläche steht, bleibt der Schwer- 
punkt des Systemes in Ruhe, so dafs der Vorwärts-Bewegung des 
Geschosses eine Rückwärts-Bewegung des Rohres entsprechen mufs. 
Dieselbe ist auch unter den thatsächlich gegebenen Verhältnissen 
{Bückschlag) zu beobachten. 

Denkt man dm Schwerpunkt S des ruhenden Systemes in irgend 
einem Momente du/rch zwei Strecken mit dem Schwerpunkte S^ des 
Geschosses^ dessen Masse m^ sein mag, und dem Schwerpunkte S2 der 
Kanone, deren Masse m^ sein mag, verbunden, so entsteht keine gebro- 
chene Linie, sondern eine Grade. Dabei ist stets cid' = — - wwd 

002 m^ 

1) Vergl. das Beispiel von der Taube bei Kant, Kritik der reinen Ver- 
nunft, Einleitung. 
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« 

•^ -T- 7^-2. Tr i.'u • ^2 -RöÄr + Zubehör 
zwar tst für prakhsche Verhaltmsse — = y^ — j—j^ 

etwa 200 zu setzen. ^^ irescnojs 

Der Schwerpunkt des Geschosses beschreibt eine bestimmte Kurve 
{angenähert eine Parabel) und zwar unabhängig davon j ob das 
Geschoß explodiert oder nicht: für das Teil'System der Spreng- 
stücke gilt die obige Überlegung, d. h. der Schwerpunkt tritt bei 
der Explosion nicht unter die Einwirkung neuer Kräfte. 

Analoges findet bei allen Veränderungen der Erdgestaltung 
{vulkanische Eruptionen etc.) statt. 

Das Modell einer Dampfmaschine geräth, wenn es zu leicht 
gearbeitet ist, beim Gange in hüpfende Bewegungen '). 

Theorie der Rakete'^), 

Wenn die bewegenden Kräfte stets einer Kraft äquivalent 
sind (S. 351), welche durch den Schwerpunkt des Systems geht, 
so bestimmt diese die Bewegung des Schwerpunktes, ohne auf die 
Drehung des Systemes einzuwirken. 

Der Schwerpunkt eines physischen Körpers würde im luftleeren 
Baume eine Parabel {vergl. S, 272) beschreiben y während sich' 
der Körper gleichzeitig um Momentan- Achsen dreht, welche durch 
den Schwerpunkt gehen. 

2. 

Wenn im Hinblick auf das Verbindungs-Gesetz eines Systems 
um drei auf einander senkrechte Achsen erlaubte 
Drehungen möglich sind, bei welchen die relative Lage der ein- 
zelnen Systempunkte nicht geändert wird, so kann man jeden 
Punkt für jede dieser Achsen dieselbe Amplitnde erteilen 
und für den so gewonnenen Zustand A^ =: setzen. 

Man gewinnt im Hinblicke auf die Theorie der Flächen-Be- 
schleunigungen für jede der drei Achsen eine Gleichung von sehr 
einfacher Bedeutung. 

Wenn man im Punkte (xj , yi , z) die Resultante kj der ge- 
gebenen Kräfte und die Resultante ri der Spannkräfte wiederum 
nach drei Achsen zerlegt, so hat man für diesen Punkt bei einer 
Drehung a^ um die Z- Achse als Arbeit (vergl. S. 347) zu be- 
rechnen : az . mi (f^*)] . yi — f(y>i . Xj) 

= a, . (k^i . yi — k(>')i . Xi) + a, . (r(^)i yi - r(y)i . Xj. 

Daraus folgt durch Summation für alle Punkte des Systems 
im Hinblick auf Ag = 

S m. {ii-\ . yi - py), . x,) = S (k^i . y, — k^'), . Xj). 

Bezeichnet man die Flächen -Beschleunigung erster Ordnung 
für den Punkt Pj in Bezug auf die Drehung um die Z-Achse mit 
A(=*)j , so läfst sich die linke Seite der Gleichung darstellen (S. 258) als 
S 2 mi A(^)j. 

1) Vergl. Mach, GmndliDien der Lehre von den Bewegungs - Empfindnn- 
gen 1875. 

2) Vergl. z. B. Delaunay, Trait^ de m^canique rationeUe nnd Bour, 
Conrs de m^canique et machines. 
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Die Beziehungen 

S 2 nii A('^)i = S (k(*)i yi — k(y)i . Xi) 

S 2 m, A(y), = S (k(y)i z, — k(*)i . y{) 

S 2 mi A(^), = S (k<^)| xi — k<*)| . Zj) 

stellen in ihrer Gesamtheit das Princlp für die Verändemiig der 

Flächen dar. 

Für ein dissolutes System stelU der obige Saie eine Identität 
dar: insofern aber für ein veränderliches System der oben ge- 
nannten JBeschaffenheit die Arbeit der inneren Spannkräfte As 
gleich Null gesetzt wurde, hat man amh hier von einem Prin- 
cipe zu sprechen. 

Wenn das Drehungs-Moment der Kräfte für die Z-Achse ver- 
schwindet, so resultiert im allgemeinen 

S 2 mi A^i = 0, d. h. S 2 mj S<')i = Ct + constans 
und für homogene Systeme 

2 m S A(^)i = 0, d. h. S S(=^)i = C't + constans. 
Diese Beziehung (S. 257) heifst der Satz Ton der Erhal- 
tung der Flächen in Bezug auf die Z-Achse. 

Wenn die Momente der Kräfte für die drei Orthogonal- Achsen 
eines Kreuzes verschwinden, so verschwinden sie für alle Achsen 
aus dessen (S. 98) Centrum, d. h. der Satz von der Erhaltung der 
Flächen gilt hier für jede Ebene des Raumes: in diesem Falle 
existiert (Laplace) eine Ebene, die unveränderliche (invariable) 
Ebene, für welche S2miS(*>i zu jeder Zeit ein Maximum ist. 
Im allgemeinen ist die Summe der Gröfsen miS-''^ und im be- 
sonderen ist die Summe der Größen S^'^ nur von den äußeren 
Kräften (ki) abhängig. 

Wirken keine äußern Kräfte, wie es z, B. für unser Planeten- 
System bei seiner großen Entfernung von den Fixsternen inner- 
halb getmsser Grenzen der Annäherung angenommen werden darf, 
so existiert eine u/nverända'liche Ebene *) , für welche die Größe 
^miA^'^i ein Maximum ist. 

Denkt man ein lebendes Wesen, das keinen äußeren Kräften 
ausgesetzt ist, isoliert im Baume schweben, so kann sich dasselbe 
aus der Buhe nicht selbst in gleichförmige Drehungen versetzen: 
wenn gewisse Körperteile von links nach rechts gedreht werden, 
so drehen sich andere von links nach rechts, weil die Summe der 
Sektoren stets konstant bleibt '^y 

Wenn sich die Erde beim Erkalten zusammenzieht, so würde 
der Sektor, welchen die Projektion irgend eines Punktes derselben 
auf die Äquatorial' Ebene in dieser innerhalb einer bestimmten 
Zeit beschreibt, immer kleiner und kleiner werden, wenn nicht 
gleichzeitig eine Vergrößerung der Umdrehungs-Geschwindigkeit 
{8. 183) stattfände. 



1) Verg]. Laplace, m^canique Celeste Bd. III, S. 163. 

2) Vergl. Delaunay und Bour a. a. O. 
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Analoge Beispiele lassen sich mit Leichtigkeit in grofser Menge 
geben ^). 

f. 6. Das Prmcip von der Erhaltung der Energie. 

1. 

Wenn eine Kugel von der Masse m in der Nahe der Erd- 
oberfläche frei fallend die Strecke x durchlaufen hat, so wird die 

Energie der Bewegung (^ mv^) durch die Gröfee mg.x darge- 
steUt. \^ / 

Befand sich die Kugel bei Beginn der Bewegung (v = 0) in 
einer Höhe h über der Erdoberfläche, so hat die Energie der Be- 
wegung im Momente des Aufschiagens den Wert m g . h, d. h. sie 
ist dann gröfser als in jedem andern Momente während des 
FaUes. 

Die Differenz zwischen dem Maximal-Werte m g . h und einem 
beliebig gewählten Werte mg.x, welcher der Fallstrecke x ent- 
spricht, stellt hier offenbar die Energie dar, welche die fallende 
Kugel noch erreichen kann. 

Führt man diesen Energie-Wert, der noch erreicht wer- 
den kann, im Gegensatz zu der thatsächlich vorhandenen Energie 
der Bewegung als die potenzielle Energie der Bewegung ein, 
so gelangt man zu dem Satze, dafs für jeden Moment der Bewe- 
gung die Snmme ans der thatsächlich Torhandenen Energie 
(mg.x) und ans der potenziellen Energie (mg.h — mg.x) 
von konstantem Werte ist. 

Fafst man die Erde und den fallenden Körper in ihrem 
Vereine als ein System auf, so kann man sagen, dafs innerhalb 
des Systems für jeden Moment ein bestimmter Wert von Energie 
(Ea) thatsächlich vorhanden (aktuell) ist, während ein andrer be- 
stimmter Wert von Energie (Ep) noch erreichbar (potenziell) ist 
und dafs die Summe beider Energieen, d. h. die totale Energie (E) 
für jeden Moment durch eine und dieselbe Gröfse (mg.h) darge- 
stellt wird. 

Analoge Verhältnisse finden auch . statt , wenn eine Kugel 
innerhalb eines von Pol zu Pol gegrabenen Schachtes (S. 237) im 
Erdinnern pendelnd gedacht wird, wobei das Maximum der Energie 
für den Mittelpunkt der Erde erreicht wird. 

Wenn man den Erdradim mit B he^eichnety so ist hier (S. 288) 
anzusetzen: ,„ . , « 

1/2 mv'^ = — (-y- . B s%n2Tz.-^\ . 

' T 3 

Für t = — und für T = — tritt innerhalb einer Doppel- 

schmngung das Maximum ein, welches den Wert — i — '-^^ — J 

1) Yergl. Mach, Grundlinien. Diese Abhandlang ist für das Stadium dieser 
Paragraphen höchst empfehlenswert. 
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darsietlf, so daß sich die *potmj^ieUe Energie des Systems dar- 
stellt als 

T. (^T^ T> o t\^ m (2 TZ \^ 

JEp = m l-Y . B cos 2 TZ ,-^\ = — XY'^) ' 

Es ist charakteristisch, dafs Ep aufser Konstanten nur vmi 
Ma/S'Zahlen der Lage (x) abhängt. 

Um diese Betrachtungen, welche hiernach als Darstellungen 
von Identitäten erscheinen könnten, zu erweitem, suchen wir das All- 
gemeine derselben festzustellen. 

Wenn man beachtet, dafs Ep bisher als ein e i n d e u t i g e r ß e c h- 
nungs-Ausdruck aufgetreten ist, welcher aufser Konstanten 
nur Mafs-Zahlen der Lage der bewegten Systempunkte ent- 
hält, so gelangt man leicht zur Feststellung von Bedingungen, 
unter denen die gesuchten Analogieen für Systeme vorhanden sind: 
die Wichtigkeit dieser Special -Lösung liegt darin, dafs bei den 
physischen Bewegungen in der That Verhältnisse gegeben 
zu sein scheinen, welche die Voraussetzung der gegebenen 
Bedingung ohne Ausnahme gestatten. 

Wenn die Beschaffenheit eines Systems, welches nicht 
unter dem Einflüsse äufserer Kräfte steht, für jeden Mo- 
ment einen Wert von potenzieller Energie bedingt, dessen Charak- 
teristikum es ist, abgesehen von gewissen Konstanten, allein durch 
die Mafs-Zahlen der augenblicklichen Lage der System-Punkte 
in eindeutiger Weise bestimmt zu werden, so besteht die Gleichung 

E = Ea + Ep = constans. 
Für jedes dissolute System gilt {S. 339) die Gleichung 

Et — Eo = tm'aUsU + Sm^a",«",- + 

Unterscheidet man die Arbeit der inneren Kräfte A^^ von der 
Arbeit der äufseren Kräfte A^"*^, so gewinnt die obige* Gleichung 
die Form 

Et — Eo = A<^ + A<-\ 

Ist man nun imstande^ ein gegebenes System als dissolides 
System darzustellen *), so gilt die obige Gleichung auch für dieses 
in Bezug auf alle vorhandenen Kräfte. 

Wenn sich nun A^''> als eine Differenz A^'\ — A^'K darstellen 
läßt, deren Minuendus sich^ abgesehen von gewissen Konstanten, 
eindeutig durch die Mafs-Zahlen der Lage für den Zeit-Moment 
t und deren Subtrahendus sich, abgesehen von gewissen Konstanten^ 
ei/ndeutig durch die Mafs-Zahlen der Lage für den Zeit-Moment o 
darstellen läfst, so gewinnt die obige Gleichung die Form 

Et - A^^\ = Eo - ^<*->o + A^-\ 

Eine solche Darstellung ist offenbar für je zwei beliebige Zeit-- 
Momente möglich, wenn sich A^'^t für jeden Zeit-Moment t ein- 
deutig durch die Mafs-Zahlen der Lage darstellen läfst. 



1) Da2n ist erforderlich, dafs die Bedingangs-Gleichungen die Zeit nicht 
enthalten. Vergl. Kirchhoff, Vorlesungen S. 34. 
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Bezeichnet man den Jconstanten WeÜ Eo- — A<'^o, welcher für 
einen heäimmten Zeitmoment (o) berechnet ist, durch Co, so gilt 
die Beziehung 

S == Et — A(^\ = a + 4<«). 

In diesem Falle existiert für das System ein Rechnungs-Aus- 
drucJc S =■ Et — Ä^'^i, welcher sich zu jeder Zeit (t) als die 
Summe aus dem Jconstanten Werte Co und aus dem variablen 
Werte Ä^^^ ergiebt: dieser Ausdrtick, welcher die innere Ener- 
gie des Systems hei/st, ändert sich in jedem Zeit- Elemente, um 
die, für dieses Zeit-Element in Rechnung tretende, Arbeit der 
äufseren Kräfte. 

Der erste Teil Et von 3 steUt die Summe der aktuellen Energie 
der einzelnen System-Punkte (Ea) dar, während der ztveite Teü 

— A^^t ols Summe der potenziellen Energie der einzelnen System- 
Punkte (Ef) zu bezeichnen ist, so da/s man hat 

E = Ea + E, = Co+ A^-K 

Wenn sich nun auch A^^^ in analoger Weise stets als A^^^t — A^''^ 
darstellen läfst, so gut 
^ := Et — Li(«), + ^<«)0 = Eo - {A(% + J[(«>,) = Fo. 

In diesem Falle existiert für das System ein Bechnungs-Aus- 
druck % =z Et — {AS^ t + A^""^), welcher zu jeder Zeit {t) durch 
dieselbe Konstante Fo dargestellt wird: dieser Ausdruck, tcelcher 
die Gesamt- Energie des Systems heißt, bleibt stets unge- 
ändert. 

Der erste Teil Et von 81 stellt die Summe der aktuellen Energie 
der einzelnen System -Punkte (Ea) dar, während der zweite Teil 

— {A^^t + A^^^i) mit negativen^ Vorzeichen angesetzt als Kräfte- 
Funktion oder Potenzial' {JJ) bezeichnet wird, so da/s also 

ü = A^'\ + A^-\ 
einzuführen ist: die aktuelle Energie Ea wird bis auf eine Kon- 
stante (Fo) durch die Kräfte-Funktion zum Ausdruck gebracht. 
Wenn im besondern keine äußeren Kräfte wirken, so ist bei 
der ersten Form der Darstellung A^""^ =i o zu setzen, während 
für die zweite Form der Darstellung , wo die Größe U allein 
von den Kräften des Systems abhängt, Fo in Co übergeht. 

In diesem Falle , wo U statt U geschrieben werden mag , hat 
man {U = — E^^) die Beziehungen 

E := Ea -{- Ep = constans oder 
E — Ep = Ea = U + constans,' 

Wenn sich A^'^ in der eben geschilderten Weise ais A^\ — A^'^o 
darstellen läßt, so darf man offenbar statt A^^t o.^*ch A^'^t + K 
anführen, wobei K irgend eine Konstante bedetäet. 

Wählt man diese Konstante K so, daß für den numerisch 
größten Wert von A^^t, welcher A^^t heißen soll, die Gleichung 

^(Oy + K= 

erfüllt ist, so bezeichnet A^'\ -j- K eine Größe C^^'\)f -welche im 
allgemeinen negativ ist und die für 1=- T den Wert „NuU^ hat. 



— 381 — 

I 

Geht man von de»n Zeit-Momente t = T aus^ so hat man hier 

(3) =. E,- (Ä(^\) = (Co) + Ä^<'\ 

und zwar ist dabei — (A^'\) = (Ep) im allgemeinen positiv^ 
während für t ^^ T die Beziehung (Ep) = resuUiert. 

Wenn A^'^^ = zu setzen ist, so gelangt man hier zu einer 
Gleichung 

(E) = Et + (E,) = Et, 

in welcher {E) = Et das Maximum der aktuellen Energie, d. h, 
die überhaupt erreichbare aktuelle Energie darstellt. 

Wenn man die angegebene Bestimmung von Ep ein für alle Mai 
voraussetzt, so darf in Abkürzung für {Ep) stets' Ep und dem- 
nach auch für (E) stets E geschrieben werden '). 

Die Gleichung E = Ea + Ep scheint für jedes physische 
System, das sich selbst überlassen (A(*> ~ 0) ist, in der That zu 
bestehen. 

Wenn der Schwerpunkt einer frei fallenden Kugel in zwei Zeit- 
momenten Pi] und [^] bezüglich die Erhebungen \ und h^ in 
Bezug auf die Erdoberfläche haty so ist 

— mv\ — - mv\ = mg . X = mg .{h^ —h^), 

d. h, man hat für das aus Erde und Kugel bestehende System: 

1 1 

^ mv\ j- fwflf .^2 = "ö" wv**i -{- '^g -K = E. 

Bezeichnet man die Erhebung über die Erdoberfläche ganz all- 
gemein mit h, so gut hier die Beziehung 

U— A<*>t = — mg .h, 
tvährend Ep = mg .h zu setzen ist. 

Die Gleichung E^ + Ep = E stellt den Satz von der Er- 
haltung der Energieen Summe (S. 39) dar. 

Die Gröfse Ep könnte man auch als eine im latenten Zu- 
stande befindliche aktuelle Energie einführen, weil dieselbe in 
aktuelle Energie übergehen kann, ohne dafs man dem Systeme 
von aufsen irgend welche Bewegungen mitteilt und weil die- 
selbe infolgedessen schon, bevor ihre Umsetzung eintritt, in irgend 
einer Weise innerhalb des Systems als aktuelle Energie ge- 
dacht werden kann. 

Wenn man in der That die Bedingungen für das Auftreten 
von Bewegungen ohne Ausnahme aus anderen Bewegungen herzu- 
leiten sucht, so ist man auch gezwungen, dieser Vorstellung beizu- 
treten, d. h. man mufs in der potenziellen Energie des Systems 
gleichfalls aktuelle Energie sehen, indem man dieselbe aus Bewe- 



1) Vergl. die Bedingungen für stabile Gleichgewichts-Lagen bei Dirichlet, 
Grelles Journal Bd. 32. Vergl. ferner Schell, Theorie II, S. 541 und 542. 
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gongen der Systempunkte herieitet, welche innerhalb des Systems 
nur auf relativ kleinen Bahnstacken zustande kommen und welche 
infolgedessen für den Beobachter latent bleiben. 

Wenn z. B. daslisehe Schwingungen eines Körpers gewisse 
Grenzen nicld übtrschreiien , so wird der Körper, mag er siA 
nun in Buhe befinden oder mag er bewegt werden^ scheinbar den 
Charcdder eines unceränderlichen Systems haben. 

Die Schwingungen, in welche ein Glas durch einen, seiner Ge- 
staltung entsprechenden, Ton (5. S18) versetzt wird, bleiben dem 
schauenden Auge im allgemeinen verborgen, obwohl sie für die 
tastende Hand {beim Halten) zur Wahrnehmung gdangen, und 
doch können analoge Schwingungen so heftig werden, daß ihre bis 
dahin latent gdiiebene Energie in den aM^s einander fliegenden Trum-' 
mem des Glases als aktuelle Energie zur Anschauung kommen, 

2. 

Der Satz Ton der Erhaltang der Energie läfst sich in 
aller Strenge nnr für bestimmte Systeme beweisen, 
welche Potenzial-Systeme genannt werden sollen *). 

Wenn innerhalb eines Systems zwischen je zwei Punkten Pj 
and Pk nicht mehr and nicht weniger als zwei Kräfte von den 
Richtungen Pj P^ und Pt Pi zur Geltang konmien, welche ihren ab- 
soluten Beträgen nach einander gleich, in Pj und P^ angreifen 
und welche aufserdem, abgesehen von Eonstanten, als eindeutige 
Rechnungs- Ausdrücke (Ri, k) der Entfernung PjPk resultieren, so 
soll das betreffende System ein Potenzial-System genannt 
werden. 

Ein Specialfall (S. 259 flg.) solcher Potenzial-Systeme ist 
in dem sogenannten Newtonsclien Systeme*) gegeben, fiir wel- 
ches der Rechnungs- Ausdruck Ri, ^ proportional zu ist. 

Newton vereinigte die Kepl ersehen Gesetze in seinem 
Orayitations-Oesetze, demgemäfs die Bewegungen der Himmels- 
körper so vor sich gehen, als ob sie sich im direkten Verhältnisse 
ihrer Massen und im umgekehrten Verhältnisse der Quadrate ihrer 
Central-Entfemungen anziehen. 

Nach Newton hat man sich bemüht, die Gesamtheit aller 
physischen Bewegungen (auch im kleinen) nach Analogie der Be- 
wegungen der Centra der Himmelskörper aufzufassen, d. h. man 
suchte jedes physische System als ein Ne w ton sches System dar- 
zustellen. 

Wenn man bei diesen Bemühungen immer danach gestrebt hätte^ 
eine möglichst genaue Beschreibung des Thatsächlichen 
zu liefern, so wäre man zu der Überzeugung gelangt, da/s der 






1) Vergl. Helmholtz, Erhaltung der Kraft, 1847. 

2)0. Nenmann, Yorlesimgen über die mechanische Theorie der 
Wärme, S. 12. 
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SaU voii Erhaltung der Energie nicht jener Psetido- Veranschau- 
lichung der Atome bedarf, welche die Wurzeln ihrer Kraft un- 
mittelbar im antiken Materialismus hat. 

Statt dessen suchte man das Seiende nach Analogie unseres 
Planeten-Systems anzuschauen^ d, h. man löste es auf in ein 
System von unteilbaren Kugeln von äufserst kleinem Eadius, be- 
gabte dieselben mit anziehenden und dbstofsenden Kräften und 
konstruierte sich so eine Welt, innerhalb welcher für keine Form 
des Idealismus eine Stelle bleiben konnte '). 

Wenn man die Vorstellung, welche man in Bezug auf die Bewe- 
gungen in unserm Planeten-Systeme ausgebildet hatte, der Erfahrung 
gemäfs analysierte, so würde man dazu gelangen, zwischen je 
zwei Punkten P| und P^ von der Masse mi und m;^ je zwei Be- 
schleunigungen anzunehmen, welche in den Richtungen PjPk und 
Pk Pi zur Geltung kommen und welche die Entfernung (r) der 
Punkte stets zu verkleinern streben: eine weitere Analyse zeigt, 
dafs man die Beschleunigung von Pk proportional zu mj und dafs 
man die Beschleunigung vonPj proportional zu m^ anzusetzen hat. 

Aus dieser Hypothese, welche in strenger Fassung den zwei- 
ten Teil des Newtonschen Satzes (S. 27) darstellt, folgt mit 
Hülfe der früher angegebenen Erfahrungen, welche den ersten 
Teil (S. 259 flg.) des Newtonschen Satzes darstellen, dafs die 
Beschleunigungen von Pi undPk beziehungsweise proportional 

zu —^ und — p^ sind und dafs die Kräfte, mit welchen ^sich Pi 
r* r^ 

und Pk bewegen, demselben Ausdrucke ' ^ *" propor- 
tional sind. ^ 

Aus dem Newtonschen Satze leitet man unter Anderem fol- 
gendes Theorem her: Eine Kugel, welche aus konzentrischen 
Schichten von homogener Struktur besteht, erteilt einem aufserhalb 
gelegenen Punkte eine Beschleunigung, welche den Punkt nach dem 
Centrum der Kugel treibt: dieselbe ist proportional zu 

Smi 

falls man die Masse der Kugel durch S mi und den Central- 
Abstand von Q durch r bezeichnet. 

In analoger Weise folgt, dafs einem innerhalb gelegenen 
Punkte, dessen Abstand vom Centrum durch p bezeichnet werden 
mag, durch die Kugel eine Beschleunigung erteilt wird, welche den 
Punkt nach dem Centrum treibt: dieselbe ist proportional zu 

S m'i 4 7c sj 

falls man Masse und Dichtigkeit der zur gegebenen Kugel kon- 
zentrischen Kugel vom Radius p beziehungsweise mit Sm'i und 5 
bezeichnet. 



1) In Bezug auf . den phänomenalen Atomismus vergleiche das 
Vorwort. 
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Da diese Theoreme *) den erfahmngsmäfsig gegebenen Ver- 
hältnissen entsprechen, so rechtfertigen dieselben die Voraus- 
setzungen, welche durch den Newton sehen Satz eingeführt werden. 
Gemäfs dem Newtonschen Satze müßten in der Entfernung 
Ntdl, d. h. hei Berührung zwischen P, und P* unendlich 
grofse, gegen einander gerichtete ^ Beschleunigungen auf- 
treten, falls deren Beschleunigungefi in endlicher Entfernung end- 
lich sind. 

Letztere Voraussetzung ist hier (w, und m*) nicht erfüllt , so 
daß auch nicht ohne weiteres geschlossen werden darf, daß die 
entsprechenden Körper unzertrennlich an einander haften. 

Für die Berührung zweier Körper ist zu untersuchen, ob die 

Größe !^ — für die Grenzfläche endlich bleibt , wie es die 

Erfahrung fordert, oder ob dieselbe hier einen unendlich großen 
Wert annimmt. 

Von dieser Untersuchung hängt es ab, ob die Gültigkeit des 
Newtonschen Satzes eine dllgemeine ist oder ob dieselbe für 
sehr Meine Entfernungen (r < p) nicht vorhanden ist. Im 
letzteren Falle könnte man den Ausdrt/uJc des Newtonschen 
Satzes z. B, durch '^) 

ersetzen, wobei ol und p sehr kleine Größen bezeichnen: wenn 

p2 ^2 

r um Vieles größer ist als p, so wird - — - — eine sehr große 
negative und e ~~ä^'~ eine sehr kleine positive ZaJü (e) , d, h. 
es resultiert —^ (1 — e) oder angenähert —^' 

Die Wichtigkeit des Newtonschen Satzes rechtfertigt eine 
kurze Wiederholung des Gedankenganges, welcher zu demselben 
führen mufste. 

Die numerische Übereinstimmung zwischen der Acceleration 
der Mond-Bewegung (S. 230) und der Beschleunigung des freien 
Falles bestätigt den Zusammenhang zwischen der Bewegung eines 
geworfenen Körpers und der Bewegung des seine Bahn durch- 
eilenden Planeten: eine Kugel, welche mit einer Geschwindigkeit 

Lfeter 
von 7731,1 -Ol — ^— in horizontaler Richtung geworfen würde, 

müfste die Erde, wenn keine Hindemisse vorhanden wären, als 
Mond umkreisen. 

1) Vergl. Newton, Frincipia, lib. I, 75 und 76. Elementare Beweise 
dieses Satzes findet man z. B. bei Schell b ach, Nene Elemente, S. 160 flg. 
Auf C. Neumanns diesbezügliche geometrische Konstruktionen mag besonders 
aufmerksam gemacht werden. 

2) Vergl. Schellbach, Neue Elemente, S. 150. 
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Dieselbe Betrachtung verbindet auch die Bewegungen der 
Trabanten jedes andern Planeten, wobei g durch die Acceleration 
des betreffenden Planeten zu ersetzen ist. 

Die Umlaufseeiten der 4 Monde des Jupiters sind in Stefntagen 
heziehungsiveise 

T, = 1,769, T2 = 3,551, Tg = 7,155, T4 — 16,689, 

wahrend ihre mittleren Entfernungen sich heisiehungsweise als 

r, = 6,05 a, r^ = 9,62 a, r^ = 15,3$ a, r^ = 27,00 a 
ausdrücken lassen, falls man den Radius des Jupiter mit a 6e- 
zeichnet, P2 

Wenn die Formel g^^^ g, = g .—^ au^ch für die Welt des 

Jupiter Gültigkeit hat, so würde hier die Beziehung 

ZU einer Formel a 1 i 

4 TJr r^i 



führen. 



^ "~ E2 • 2^ • "*' 



r 



8. 



Berechnet man =^ der Reihe nach für die vier Trabanten, 

so gelangt man zu den Zahlen 

70,7637, 70,603 70,649, 70,669. 

Die Übereinstimmung dieser 4 Werte ist hinreichend grofs, 
um die Analogie dieser Verhältnisse mit den Verhältnissen, 
welche bei Erde und Mond gegeben sind, hervortreten zu lassen. 

Dieselbe Betrachtung verbindet ferner auch die Bewegungen 
aller Planeten unseres Sonnensystems, wobei g durch die Accele- 
ration der Sonne zu ersetzen ist. 

Biese Beziehungen haben im dritten Kepler sehen Gesetze ihren 

r^' 
Ausdruck gefunden, demgemäfs y^ für alle Planeten eine Kon- 
stante ist. * 

WäMt man z: B, die Erde aus, um das g für die Sonne zu 
berechnen, so hat man r,- den Wert 152 957 000 km und Ti den 
Wert 365^,J256 zu geben, tvährend R = 6366 000 m zu 
setzen ist. 

Man erhält für die Beschleunigung an der Sonnen-Oherfläche 
etwa 28,3 mal so viel als die Beschleunigung an der Erdober- 

fUkJ^e beträgt, d. h. ungefäRr 278,06 ^ SelcuJ^%elcur,de) 

Wenn man jede Bewegung im Sonnensysteme fiir ein Zeit- 
element aufheben könnte, so würde sich im nächsten Zeitelemente 
[t] einerseits jeder Planet in grader Linie auf die Sonne zu und 
andrerseits jeder Trabant in grader Linie auf seinen Planeten zu 
bewegen, ebenso wie der frei fallende Stein in einer Vertikalen auf 
die Erde herabstürzt. 

Wernlcke» 25 
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Die Bestimmung der Beschleunigungen aller dieser Bewe- 
gungen läfst sich vollenden, wenn man annimmt, dafs zwischen je 
zwei physischen Punkten Pi und P^ eine Kraft proportional zu 

mi . mic 

r^- 
zur Geltung kommt. '* 

Wesentlich neu ist bei dieser Bestimmung^ dafs der Koefßcient 

mi, welcher die Wirksamkeit des bewegten Punktes Pi (Energie 

der Bewegung) bestimmen würde, auch für den ruhenden Punkt 

Pi eine gewisse Wirksamkeit festsetzt. 

Aus dem Volumen (ve) der Erde und aus deren Dichtigkeit 
(de), deren Bestimmung noch gegeben werden soll, folgt zunächst 
die Masse (m« = Ve.de) der Erde. 

Um die Masse der Sonne zu berechnen, vergleicht man die 
Mond-Bewegung, deren Centrum die Erde ist, mit der Erd- 
Bewegung, deren Centrum die Sonne ist. 

Für das Mond-Centrum ist die Centripetal-Beschleunigung 

der Bewegung — mj-^» ^^^l® ^^^ ™* Pm und Tm beziehungsweise 

den Radius der Mondbahn und die Umlaufszeit des Mondes be- 
zeichnet; dieselbe Beschleunigung ist nach dem Newtonschen 

Satze proportional (k) zu m^ und -r-. 

P.m 
Denmach ist, falls man den Radius der Erde wiederum durch 

R bezeichnet: 

T2 "" o2 ^^ * o2 * 

In analoger Weise findet man für die Bewegung der Erde 
4 TT^ . Pe _ , m^^ _ m^ JR^ 

falls man mit p« und Te beziehungsweise den Radius der Erdbahn 
und die ümlaufszeit der Erde und mit m^ die Masse der Sonne 
bezeichnet. 



Demnach folgt: g ^g 



m« : m« = 



p .Km 



«■a • "^e — mo * 'V2 

d. h. es ist 



lU 



e 



Stellt man m, nach dieser Formel dar, so gelangt man zu 

wis = 358 000 me , 
lüährend eine genauere Bechnung m, = 355000 mg ergiebt. 



Dasselbe Verfahren gestaltet aus der Mond-Bewegung, 
deren Centrum die Erde ist, und aus einer Mond-Bewe- 
gung, deren Centrum der Jupiter (Saturn, Uranus) ist, die Masse 
des Jupiter (Saturn, Uranus) herzuleiten. 
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Dieses Verfahren mufs in doppelter Hinsicht als angenähert 
be0eichnet werdeHy da man einerseits die vorhandenen Bahnen 
durch Kreise ersetzt und da man andrerseits auf die gegenseitigen 
Beeinflussungeil der Gestirne (Störungen) keine Bücksicht nimmt. 

Diese Überlegungen zeigen auch , daß man auf dem hier be- 
zeichneten Wege relativ genaue Werte erhält, wenn man die Bewe- 
gungS'Verhältnisse der äußersten Trabanten für die Bechnung 
benutzt. 

Man findet für Jupiter, Saturn, Uranus beziehungsweise 340 mg, 
102 me, 14,5 me. 

Die Masse derjenigen Planeten, welche keine Tra- 
banten haben, ist aus den gegenseitigen Beeinflussungen (Stö- 
rungen) dieser Planeten und andrer Planeten hergeleitet worden. 

Für den Mond der Erde gestatten die Erscheinungen der 
Ebbe und Fluth Control-Rechnungen durchzuführen. 

Man findet die Masse des Mondes als -pr-, m. 

81 '' 

Aus den Dimensionen der Himmelskörper berechnet man, 
nachdem ihre Massen festgestellt sind, die bezüglichen Dichtig- 
keiten 



T> 



Die Dichtigkeit (de) der Erde, welche direkt bestimmt werden 
muß, ist etwa 5,5. 

Für die Sonne findet man 0,25 de, d. h. 1^375. 

Für den Mars, der unsrer Erde in allen Verhältnissen analog 
gebildet zu sein scheint, folgt 5,3, während Merkur 6,7, Venus 
5,0, Jupiter 1^5, Saturn 0,72 als Dichtigkeit hat. 

3. 

A. Scheinbare Abweichungen vom Principe der Er- 
haltung der Energie. Wenn die Grenzflächen zweier Körper 
zur Berührung gelangen, so scheint des öftem ein Verlust an 
aktueller Energie einzutreten, welcher dem betrachteten Principe 
gemäfs von vornherein auf eine Umwandlung der ;, verlorenen^ 
Energie, sei es in andere aktuelle Formen, sei es in potenzielle 
Formen zurückweist. 

Die Behandlung der Erscheinungen, welche bei der Berührung 
zweier Körper auftreten, kann im allgemeinen in einer Theorie 
des Stofses zusammengefafst werden : die Grundlage dieser Theorie 
bildet die Theorie des graden Stofses sphärischer 
Körper. 

Wenn sich die Centra zweier Kugeln, welche aus konzen- 
trischen Schichten von homogener Beschaffenheit be- 
stehen, auf einer Graden bewegen, so entstehen bei einer Berüh- 
rung der beiden Kugeln (beim Stofse) Beschleunigungen, welche 
die Richtung der Centrale haben. 

25* 



— 388 — 



Bezeichnet man die Geschwüidigkeiten der beiden Kugeln, 
deren Massen beziehungsweise m^ und m^ sein mögen, vor dem 
Stofse beziehungsweise mit Vj und Vj, und nach dem Stofse be- 
ziehungsweise mit v'i und v'^ , so gilt nach dem Principe von der 
Erhaltung der Energie die Beziehung: 



m^ y\ + ™2 v^2 = T^i v'*i + ^ 



v'2 



Andrerseits liefert das Princip für die Bewegung des Schwer- 
punktes die Gleichung 



mi V, + m« V2 = mj v', -1- mg v' 



Demnach resultiert: 

(m, — m^) Vi -|- 2m2 V2 



V'. = 



mi -f- m2 
_ (m, — mi)v2 + 2 m, V, 



und 



V'2 = I 

m, -|- mj 
Während des Stofses bewegen sich die beiden Körper für ein 
Zeit-Element mit der gemeinsamen Mittelgeschwindig- 
keit c, deren Wert sich nach dem Principe für die Bewegung des 
Schwerpunktes darstellt als: 

_ mj Vi + mg V2 



mi -p mg 
Führt man die Gröfse c ein, so resultiert 

v'y = J2c — Vi und v*^ ^= 2c — v^. 

Beim Stofse physischer Körper scheint nun des öftem das 
bisher vorausgesetzte Princip der Erhaltung der Energie nicht zu 
gelten, weil hier die Energie der Bewegungen, welche vor dem Stofse 
vorhanden war, erfahrungsmäfsig dazu verwandt wird, innerhalb 
der Körper Bewegungen einzuleiten, welche mit Wärme-Empfin- 
dungen etc. verbunden sein können. 

Wenn man bedenkt, dafs die Kugeln beim Stofse fiir ein Zeit- 
Element mit gemeinsamer Geschwindigkeit vorwärtsgehen, so ge- 
langt man zu der Vorstellung, dafs die elastischen Bewegungen 
(S. 287) der Körper nach Verlauf dieses Zeit-Elementes eine Un- 
gleichheit der Geschwindigkeiten hervorrufen. 

Stellt man sich vor, dafs diese Bewegungen ganz fehlen, so 
setzt man unelastische Systeme voraus, für welche also 
v'i = c = v'2 ist : hier tritt scheinbar ein Verlust von Energie ein. 

Nach dem Stofse ist — (iwi -[- m.ijc'^, d. h. 



— f m, v\ -f- ^2 v\ — 



fit| m^ 



tf«-fi]*) 



als Energie in Bechnung isu bringen, während die Gültigkeit des 
Prindpes — {m^ v\ + ^ ^%) fordert. 

Stellt man sich vor, dafs die elastischen Bewegungen für die 
resultierende Bewegung der ganzen Systetae die Gültigkeit des 
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Principe» in aller Strenge bedingen, so setzt man elastische 
Systeme voraus : hier tritt kein scheinbarer Verlust an 
Energie auf. 

Dieser Fall unterliegt den im Eingange gemachten theoretischen 
Vorat^sset^ungen und Icann durch den Stofs von Elfenhein-' 
Kugeln veranschaulicht werden. 

In derThat sind die physischen Körper ihrer Beschaffen- 
heit nach zwischen die elastischen und unelastischen Sy- 
steme einzureihen, d. h. sie sind unvollkommen elastisch. 

Hier wird ein Teil der Energie latent, indem er an dem 

stofsenden Körper bleibende Änderungen der Form hervorruft oder 

indem er in derselben Bewegungen einleitet, welche als Wärme *) 

empfunden werden etc. 

Der unelastische Stofs Tcann durch eine Lehm-Kugely welche gegen 

eine feste Wand geworfen wird, veranschaulicht werden. 

Auf die Erscheinungen des Central-Stofses lassen sich eine 
Eeihe von anderen Erscheinungen zurückführen, welche bei der Be- 
rührung zweier Körper auftreten. 

Hier ist namentlich der scheinbare Verlust an Energie zu er- 
wähnen, welcher durch Reibung hervorgerufen wird, wobei die 
Thatsache zu registrieren ist, dafs beim Gleiten eines Körpers 
auf einem andern erfahrungsmäfsig immer Form- Veränderungen 
und Erwärmungen auftreten. 

Die Lehre von der Reihung {S, 44) ist noch so wenig ausge- 
hüdety daß die Zurückführung der hierher gehörigen Erschei- 
nungen auf Stöfse von Elementen (S. 9) der sich herührenden 
Körper noch kaum in Angriff genommen werden konnte. 

Als Specialfall des graden Stofses sphärischer Körper mag der 
Stofs gegen einen ruhenden Körper (vg = 0) hervorgehoben werden, 

bei welchem für elastische Systeme \\ = — - — j — . v, und 

mj — |- m2 

v'g = j-^^ . Vi und für unelastische Systeme c ^= ' * 



mi 4" ^2 Dil + ni2 

in Rechnung zu bringen ist. 

Beim Stofse gegen eine feste Wand, hat man m2 unendlich 
grofs zu denken, so dafs hier im ersten Falle v^ = — Vi und 
v'g = und im zweiten Falle c = resultiert: im ersten Falle 
prallt der stofsende Körper (Reflexion) ab, im zweiten Falle kommt 
er zur Ruhe. 

Um die Geschwindigkeit von abgeschossenen Kugeln zu he- 



1) Ein iDteressantes Beispiel für diese Verhältnisse teilte mir Herr Stein- 
way (Brannschweig — New- York) mit: Schlechte Resonanzböden von Instru- 
menten, welche nicht in genügender Weise mitschwingen, erwärmen sich so 
stark, dafs man mit Hülfe eines Thermometers die Güte der Besonanzböden 
prüfen kann. 
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summen^ hemdzt man das ballistische Pendel'), d. A. 
eine sekicere Masse, wdehe um eine horistmiaJe Achse drehr 
bar ist. 

Durch das Einschlagen der Kugd, weiche von weichem Heize 
oder van einer Thonfütterung aufgenommen wirdy um den Stoß 
möglichst undastisch su machen, gerät das Pendd in Schtcin- 
gungen, deren Verhältnisse durdi die bekannte Konstruktion des 
Pendels, durch die bekannte Masse des Geschosses und durch 
dessen unbekannte Geschwindigkeit bestimmt werden, 

Znr Teransehaiiliehniig der Wirkmigsireise eines Stofses 

Stelleu wir noch die folgende Betrachtung an. 

Wenn man einen Körper von der Masse m in einer Verti- 
kalen von der Erdoberfläche fortbewegt, so nimmt der Schwer- 
Druck desselben j^2 

m.p.gR,^ 

mit wachsendem p mehr und mehr ab, so dafs der Druck von 
1 kg an einer bestimmten Stelle A der Erdoberfläche eben so 

grofs ist wie der Druck von ^ kg an der entsprechenden (S. 193) 

Stelle Ap in der Entfernung p vom Erd- Centrum. 

Daraus darf man nicht^) schliefsen, dafs ^kg an der Stelle 

A^ mit derselben Leichtigkeit in Bewegung gesetzt werden 
könne wie 1 kg an der Stelle A, d. h. dafs in beiden Fällen 
unter analogen Bedingungen nach Ablauf der Zeit [t> dieselben Ge- 
schwindigkeiten erzeugt werden. 

Die Einleitung einer Bewegung läfst sich stets als das Resultat 
eines Stofses ansehen und hängt infolgedessen überhaupt nicht 
vom Schwer-Drucke ab: wenn ein Körper von der Masse |i mit 
der Geschwindigkeit c auf einen ruhenden Körper von der Masse 
m stöfst, so erhält derselbe bei elastischen Verhältnissen (S. 389) 

unter allen Umständen die Geschwindigkeit /- — . c. 

m + |i 

Dagegen ist die Fortsetzung der Bewegung für A und A« 

durchaus verschieden, weil die Gröfse Vt = v« ii= gp, g, t una 

St = Vo db -^ gg,<pt^ von dem Werte von g^,^ durchaus ab- 
hängig sind. 

In ehier Entfernung von 50 000 geographischen Meilen (Mond- 
Centrum) vom Erd- Centrum würde ungefähr ein Schwer-Bruck 

von der Größe m • -^^.- ^Sehun^%eUnd ^ ^^'^"^ 

1) Vergl. z. B. Ad. Wer nicke, Lehrbuch der Mechanik, S. 564. 

2) Vergl. Schellbach, Neue Elemente, S. 351. 
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df. h, 3384y6 kg drücken dort so stark auf die Unterlage^ wie 
hier 1 kg. 

Wirft man einen Körper auf derselben Vertikoien das eine 

Mal an der Steile A und das andere Mal an der Stelle A^ 

unter sonst gleichen Umständen empor, so entsteht in beiden 

FäMen eine gleiohmäfsig verzögerte Bewegung, für welche 

Vi =: Vo — ^p, y t anzusetzen ist: die Steighöhe hat an der Stelle 

v^ 
A den Wert ^-z — - — , wahrend sie an der Stelle A^ den Wert 

—^ — - — hat, d, h, sie ist in Ag ungefähr 3385 mal gröfser als in A, 

B. Für den scheinbaren Verlust an Energie bieten auch 
die Erscheinungen von Ebbe und Flut ein gutes Beispiel. 

Die Accelerationen , welche Punkte der Erd-Oberfiäche durch 
den Mond (beziehungsweise Sonne) erfahren, sind im Verein mit der 
durch die gemeinsamen Bewegungs-Verhältnisse von Erde und Mond 
(beziehungsweise von Sonne und Erde) bedingten Acceleration fiir 
verschiedene Punkte der Erd-Oberfläche im allgemeinen verschieden : 
die Wassermassen der Erd-Oberfläche geraten infolge dessen bei 
der leichten Verschiebbarkeit ihrer Teile in Bezug auf den festen 
Kern der Erde in Bewegung. 

Dabei treten an der Grenze von Kern und Hülle Reibungs- 
Erscheinungen auf, die mit einem scheinbaren Verluste an Ener- 
gie verbunden sein müssen. 

Wenn man Erde (mj) und Mond (mj), deren Centra C, und 
C.^ die Entfernung r haben mögen, als ein System auflfafst, welches 
aus seiner thatsächlich bestehenden Verbindung mit dem Planeten- 
Systeme gelöst ist, so gelangt man zu dem Satze, dafs sich Erde 
und Mond nahezu mit konstanter Winkel-Geschwindigkeit w um 
ihren gemeinsamen Schwerpunkt drehen, welcher dabei stets in 
Ruhe bleibt. 

Das System ist ersetzbar {S, 383) durch die Centra Cj und Cz 
von Erde und Mond, auf welche beziehungsweise die beiden ent- 
gegengesetzt gerichteten Kräfte von gleichem Werte * ^ wirken, 
so dafs für den Schwerpunkt {S. 375) Annullierung eintritt. 

Da die Masse m^ des Mondes etwa als ^^ einzuführen ist, 

öl 

während r ungefähr 60 Erd- Radien (= 60 R) beträgt, so ist 

der Schwerpunkt S des Systems um qö ^ öder angenähert um 

-T- R vom Centrum der Erde entfernt. 
4 

Die Beschleunigung für einen Punkt P^ der Erd-Oberfläche 

setzt sich zusammen aus der Centrifugal-Beschleunigung für die 

Bewegung um S und aus den Beschleunigungen, welche von Cj 

und C2 ausgehen. 



In der Richtung P^G, kommt dabei eine Gesamt - Beschleu- 
nigung (Figur 74) 

( _ 4 — 3 costp 1^ 60 cosy — 1 __ 1 

^ l 864000 81 (3601 — ISOcos^)'/* ( 

zur Geltung, welche für Po den Wert 



•* I "864000 

und welche für Pig» den Wert 



:000 ^81 \6i; I 



^\ 864000 

annimmt, während man für Pw und Pm denselben Wert 

^M — 864000 "^ 291600 | 
erhält. 

Um diese Formel absnieüen, berechne man die Beschleunigung' 
fp, welche Cg in der Entfernung p ausübt: dieselbe ist nacli dem 

NewionscJun Satze -' - . . 

Um k zu eliminieren benutzt man die Formel (S. 386), wdche 

die von d ausgeliende Beschleunigung darstellt, so da/s & ^ — — 

, - m, fl* , . , *"' 

und fo = a.- . - „ jsit seteen ist. 
"^ " m, p^ 
Wenn man eine Strecke, welche f^ darstellt, auf den Strahl 
^•f^ip projiciert und ein Gleiches mit der in der Richtung SP 
zur Geltung kommenden Gentripefal- Beschleunigung c^ matAl, so 
führt die algebraische Ädditicm dieser KompmerUen und der Be- 
schleunigung \g} zu obiger Formel. 
Die Rechnung ergiebt für Py und P,eoi beziehungsweise die 
Werte g,(l - 0,00000470) und g (1 — 0,00000478), 
während für Pm und P^n gleiche Werte 

g (1 — 0,00000120) 
resultieren 

Durch diese Verbältnisse werden also für die einzelnen Punkte 
der Umgrenzung des in Figur 74 dargestellten Querschnittes an- 
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gleiche Beschleunigungen bedingt: der Druck (mg) einer Masse m 
ist in den Punkten P90 und P270 gröfser als in den Punkten Po 
und P180. 

Denkt man sich nun zunächst statt der Erde einen festen 
Kern gleichmäfsig mit Flüssigkeit bedeckt, so wird innerhalb dieser 
Flüssigkeit ein Ausgleich der Druck-Differenzen stattfinden, so dafs 
sich die Flüssigkeit in Po und Piso ansammelt, während sie von 
P90 und P180 wegfliefst. 

Dreht sich der feste Kern um eine Achse, welche senkrecht 
zu der dargestellten Querschnitts-Ebene der Zeichnung durch C, 
geht, so wird jeder Punkt während eines Umlaufes je einmal 
einem Punkte Po und einem Punkte Piso, so wie auch je einmal 
einem Punkte P90 und P270 entsprechen, d. h. jeder Punkt der 
Umgrenzung des festen Kernes wird zweimal während eines Um- 
laufes unter Kulmination (Po und Piso) und unter Depression 
(P90 und P270) treten. 

Diese Erscheinungen sind für die Erde erfahrungsmäfsig in 
grofser Annäherung vorhanden: die Zeit zwischen zwei Fluten 
beziehungsweise zwischen zwei Ebben beträgt 12*^ 25' 14", d. h. sie 
ist gleich der Hälfte der scheinbaren täglichen Umlaufszeit des 
Mondes. 

Ätich die Sonne bedingt Flut und Ebbe und ^war sind hier die 
Hohen 'Differenzen bedeutend geringer als bei der Erscheinung^ 
welche dv/rch den Mond bedingt werden. 

Während des Neumondes, wo Sonne und Mond auf derselben 
Seite der Erde stehen^ summieren sich beide Phänomene (Spring- 
flut) , während zur Zeit des Vollmondes y wo Sonne und Mond 
auf verschiedenen Seiten der Erde stehen, die Differenz der beiden 
Phänomene {Nippflut) beobachtet wird. 

In Meineren Meeren, welche nahezu von Land umschlossen 
sind, tritt Ebbe und Flut überhaupt nicht ein *). 

Es unterliegt keinem Zweifel, dafs die stetige Reibung der 
Flutwelle eine stetige Verzögerung der Rotation der Erde bedinget, 
so dafs also hier scheinbar ein Verlust an Energie zu konsta- 
tieren ist. 

Da die Beobachtung einer solchen Verzögerung bisher noch 
nicht mit Sicherheit gelang, so ist vorläufig die Annahme (S. 184) 
wohl berechtigt, dafs dieser verzögernde Einflufs durch andere be- 
schleunigende Einflüsse wiederum aufgehoben wird. 



1) Es ist weseDÜich zu bemerken, dafs zum Zustandekommen dieser Er- 
scheinungen eine Druck- Differenz an verschiedenen Punkten der Erdober- 
fläche vorhanden sein mufs. SteUt man sich vor, dafs die Spiegel zweier Gläser 
voll Wasser, deren eines bei uns und deren anderes in Amerika aufgestellt 
wird, durch einen Kautschuk-Schlauch kommunicierten, so würde man auch hier 
auf die Erscheinungen von Ebbe und Flut schliefsen müssen. 
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C. Die Bestimmung der dynamischen Fundamental-Gröfsen. 

Zur Darstellung aller physikalischen Gröfsen bedarf man dreier 
Einheiten, welche man als die geometrische^ als die phorono- 
misehe und als die dynamische Einheit unterscheiden kann. 

Die Festsetzung dieser Einheiten (Meter, mittlere Sekunde, 
Kilogramm) ist zunächst (S. 21) völUg willkürlich, während nach 
einer solchen Festsetzung alle Gröfsen der Physik in eindeutiger. 
Weise bestimmbar sind. 

Die Gröfsen, welche in der Physik eine Rolle spielen, zer- 
fallen in geometrische^ phoronomische und dynamische Gröfsen, 
je nachdem dieselbe beziehungsweise zu ihrer Darstellung die Ein- 
heit 1, die Einheiten 1 unt t oder die Einheiten 1, t und m bedürfen. 
Aus der geometrischen Einheit leitet man unmittelbar die 
Einheiten für Flächen und Volumina ab, während die pho- 
ronomische Einheit ohne Vermittelung geometrischer 
Einheiten zu Jceinen abgeleiteten Einheiten führt. 

Eine besondere Betrachtung verdienen diejenigen dynamischen 
Gröfsen, welche wegen ihrer grundlegenden Bedeutung als fun- 
damental zu bezeichnen sind: abgesehen von der dynamischen 
Einheit (Masse) sind hier besonders Dichtigkeit, Kraft und Arbeit 
zu nennen. 
An dieser Stelle mag bemerU werden, da/s statt des früher be- 
sprochenen Maß- Systems {S, 47) der Physik^ welches auch das 
absolute^) Mafs-System genannt wird, zum Teil noch ein soge- 
nanntes Konventionelles Mafs-System'^) in Brauch ist. 

Hier bezeichnet das Wort Kilogramm eine Kraft P und zwar 
den Druck eines Kubih-Decimeters reinen Wasser bei 4® Celsius 
für die Sternwarte von Paris^ 

Hier existiert für die Massen-Einheit kein besonderes Worty 
d, h, man geht überall von Pariser Kraft- Werte P aus und spricht 

dann einfach von der Masse eines Kilogramms — . 

§. 1. Die Bestimmung der geometrischen Gröfsen. 

1. 

Längen-Messungen werden im allgemeinen (S. 47 und 66) 
durch gradlinige und kreisförmige' Teilungen (Skalen) ausgeführt. 

Um eine Beobachtung noch genauer zu machen, als es die 
Wahl des kleinsten Teilungs-Intervalles gestattet, verwendet man 
den Nonius oder Yernier, welcher in einem längst des Haupt- 
mafsstabes verschiebbaren kleinen Mafsstabe besteht. 



I 
I 



1) Gaufs, Intensitus vis magneticae ete. 

2) Vergl. Herwig, Physikalische Begriffe, S. 18. 

3) Vergl. Wüllner, Lehrbuch, I, S. 12. 



- 395 — 

Man konstruiert die Nonien so^ däfs z, B. auf 9 Teile der Haupt- 
shdla 10 Teile der Nehenskala kommen, da/s also ein Teil der 
Nebenskala 0,9 Teile der Hauptskäla beträgt. 

Fallen zwei Teilstriche beider Skalen auf einander, so differieren 
die nächsten beiden Teilstriche um 0,1, die folgenden beiden um 
0,2, die nächstfolgenden beiden um 0,3 Teile der Hauptskala etc. 

Endet nun ein zu messendes Objekt zwischen zwei TeiUtrichen 
der Hauptskala, so schilt man den Nonius an die Endfläche 
desselben an und sucht diejenige Stelle auf, wo Teilstriche beider 
Skalen angenähert zusammm fallen: ein Abzählen der Teilstriche 
des Nonius, welche zwischen der Endfläche des Objektes und der 
Koincidenz- Stelle liegen, gestattet ^en Bruchteil der zu messenden 
Länge bis auf 0,1 der Hauptskalen abzuschätzen und führt dem- 
nach um eine dekadische Einheit weiter. 

Obwohl man durch Nonien für 20stel, SOstel etc. unter Hinzu- 
nähme einer Lupe die Genauigkeit um ein Bedeutendes steigern 
kan% so hat diese Steigerung doch ihre wohl bestimmten Grenzen. 

Für das Aasmessen von graden Linien kann man des öfteren 
ein Kathetometer benutzen. Dasselbe besteht im wesentlichen 
aus einer gradlinigen Stange, welche die Achse eines auf ihr ver- 
schiebbaren Femrohres unter rechtem Winkel schneidet. 

Man visiert mit dem Femrohre, das aufserdem um die Stange 
drehbar ist, nach den beiden Endpunkten der zu messenden Länge 
und liest die Verschiebung des Fernrohrs auf der Skala ab , mit 
welcher die Stange versehen ist. 

ursprünglich (Dulong und Petit) wurde dieser Apparat nur für 
die Messung von Höhenunterschieden ersonnen und darum mit 
vertikaler Achse konstruiert. 

Die Länge kleiner Strecken bestimmt man direkt mit Hülfe 
von Mikrometer-Schranben. Dieselben bestehen im wesentlichen 
aus einer graduierten Schraube mit grofsem Kopfe und einer, pa- 
rallel zur Schraubenspindel angebrachten, Markierstange mit Tei- 
lung. Da einer bestimmten Umdrehung der Schraube eine be- 
stimmte Verschiebung der Schraubenspindel entspricht, so kann 
man Hebungen oder Senkungen der Spindel durch die beiden 
Teilungen bestimmen, da die eine ganze Umdrehungen und da die 
andere Bruchteile von Umdrehungen zu messen gestattet. 
Bei einem Sphärometer steht die Schrauhenspindd vertikal. 

SoU z. B. die Dicke eines Drahtes gemessen werden, so senkt 
man erst die Spindel bis zur Berührung mit einer festen Platte 
und liest die Stellung der Scheibe ab^ schraubt zurück, legt den 
Draht auf die Platte, senkt die Spindel bis zur Berührung mit 
dem Drahte und liest wiederum die Stellung der Schraube ab. 

Um krumme Linien zu messen, wendet man möglichst bieg- 
same Fäden etc. an , falls man sich nicht der Rechnung bedienen 
kann. 
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Ein Meines^ um eine Achse hetvegliches Zahnrädchen^ welches auf 

einer Strecke von der Länge l eine Reihe von n Teilen durdi 

Zahn-Ahdrücke markiert^ liefert auf einer krummen Linie m Teüe 

m 
gleicher Länge: die Länge der krummen Linie beträgt l.—. 

n 

Um Flächen zu messen, kann man sich des öfteren der 
Wägung bedienen, indem man Platten von konstanter Dicke 
(z. B. Papier oder Pappe) herstellt, welche sich der Gestalt der 
zu bestimmenden Fläche möglichst genau anschmiegen. 

Wenn man weifs, was 1 Quadrat-GerUimeter der verwendeten 
Platte wiegt, so kann man aus dem gefundenen Gewichte die 
Gröfse der betreffenden Fläche berechnen, 

um Yoluinma unmittelbar zu messen, wendet man graduierte 
Cylinder an und füllt dieselben mit Flüssigkeiten, welche, das zu 
bestimmende Volumen direkt oder indirekt darstellen. 

Mittelbare Messungen geschehen durch Wägung und durch 
Bestimmung der Dichtigkeit. 

Wenn ^n Körper in einer bestimmten Flüssigkeit unlöslich ist, 
so füllt man einen Mafs-Cylinder mit einer solchen Flüssigkeit, 
liest den Stand der Oberfläche ab, bringt den Körper in die 
Fliissigkeit und liest von neuem ab, 

2. 

Die Messungen mit Kreisteilungen, welche zur Bestimmung 
von Winkeln dienen, lassen sich des öfteren durch einen Theodo- 
lith *) ausführen. 

Eine horizontale Kreisscheibe {Alhidade) ist innerhalb eines (hori- 
zontalen) koncentrischen Kreisringes, der mit einer Teilung ver- 
sehen ist, drehbar. 

Die Alhidade trägt in ihrer Mitte eine vertikale Säule, in 
welcher sich ein horizontales Lager für ein Fernrohr befindet, 
das mit einer vertikalen Kreisteilung (Vertikal-Kreis) fest ver- 
bunden ist. 

Da die Alhidade um eine vertikale Achse drehbar ist, wäh- 
rend sich das Fernrohr zugleich mit dem VertikahKreise um eine 
horizontale Achse drehen läfst, so ist die Bestimmung der Winkel- 
Distanz zweier , in dfrselben Horizontal- Ebene gelegenen , Punkte 
ermöglicht ^). 

1) Die Ableitung des Wortes ist gänzlich unbekannt. 

2) In Bezug auf Einstellung und Korrektion vergl. Bauern feind, Ele- 
mente der Vermessungskunde, Bd. I. 
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§. 2. Die Bestimmung der phoronomischen Gröfsen. 

1. 

Die Instrumente, welche den Flufs der Zeit zur Darstellung 
bringen und demnach Teile der Zeit zu messen gestatten, wer- 
den im allgemeinen Uhren genannt. 
Die Sannen- Uhren sind unzweifelhaft die ältesten Instrumerde 
{Schatten-Länge), welche der Zeit-Messung dienten. 

Später traten Wasser- Uhren und Sand-Uhren auf: der Er- 
finder der Wasser- Uhren mit Bäderwerk und Zeiger söU Kte- 
sibius {140 V. Chr.) in Älexandrien gewesen sein. 

Wann zuerst Räder-Uhren mit Gewichten in Brauch gekommen, 
ist unbekannt: einige gehen sogar bis auf Pacificus {850n, Chr.) 
in Verona^ andere nur bis auf Gerber t {als Papst Sylvester IL) 
ssurück, während sicher feststeht^ da/s im 12ten Jahrhundert in 
Klöstern Schlag-Uhren mit Bäderwerk vorhanden waren. 

Ein deutscher Uhrmacher Heinrich vom Wyk baute 
{1364 — 1370) in Paris im Auftrage des Kaisers Karl V. eine 
große Uhr mit Gewichten und Schlagwerk^ während fast zu der- 
selben Zeit {1354) die erste Uhr des Stra/sburger Münsters ange- 
fertigt wurde. 

Die Konstruktion der ersten Pendel -Uhr durch Huyghens 
tmtrde bereits {S. 246) erwähnt. 

Vibrations-Chronoskope und Vibrations-Chronomäer, 

Um Geschwindigkeiten zu messen, wendet man des öfteren 
eigene Apparate an, statt dieselben unmittelbar durch Rechnung aus 
gemessenen Bahnstücken und Zeitteilen zu bestimmen *). 
Hydrometer und Anemometer. 
Apparate zur Bestimmung der Licht-Geschwindigkeit etc. 
Apparate zur Bestimmung der Fahr-Geschwindigkeit von Bahn- 
Zügen, Schiffen etc. 

Apparate zur Bestimmung der Flug-Geschwindigkeit und der 
Aufschlag-Geschu)indigkeit von Geschossen. 

2. 

Um die Beschleunigung der Schwere (g) zu bestimmen, 
welche unter allen Konstanten von hervorragender Bedeutung ist, 
dient das physische Pendel. Wenn ein Körper von der Masse m, 
welcher nur unter dem Einflüsse der Erdschwere steht, um eine 
horizontale Achse drehbar ist, so sucht sein Schwerpunkt eine 
möglichst tiefe Lage einzunehmen. Bei einer Bewegung aus der 
Ruhelage liefert die Reaktion an der festen Achse im Verein mit 
dem im Schwerpunkt angreifenden Drucke mg ein Kräftepaar, 
welches denselben in ' die Ruhelage zurückzufuhren strebt : ein 



I) Yergl. Emile With, Les machines, und die treffliebe deutsche Bear- 
beitnag dieses Buches von Ludwig Ramdohr (Halle 1876). 
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solches physisches Pendel schwingt um die 
Ruhelage, weil er dieselbe nicht mit der Ge- 
schwindigkeit ^NulP erreicht. 

Bezeichnet man die Entfernung des 
Schwerpunktes von der Drehachse mit e, so 
hat jenes Eräftepaar für einen Ausschlag a 
den Wert m g . e . sina. (Figur 75). 

Dasselbe Kräftepaar läfst sich aber als 
eine Summe S von Kräftepaaren darstellen, 
wenn man für jeden Punkt Pi, dessen Ab- 
stand von der Achse ri sein mag, eine ana- 
loge Überlegung anstellt. 

Die Summe S = g .Smi.ri. sinai läfst 
eine gewisse Transformation zu, wenn man bedenkt, dafs alle 
Punkte Pi dieselbe Winkel-Beschleunigung t) haben, welche sich 
aus ihrer beziehentlichen Tangential - Beschleunigung g.sinaj als 
g.sinai 




Ti 



ergiebt. 



Man hat infolgedessen 

S = yj . S mi r*i =: m g . e . sina. 

Wenn man die Vertikale, welche für die Buhelage durch den 
Schwerpunkt des Körpers geht, als Achse einfährt, so kann man 
sich ein ideales Pendel von der Länge 1 denken, welches stets mit 
der Achse zusammenfällt und dessen Winkel-Beschleunigung 

g.sina 

mit der Winkel-Beschleunigung >] übereinstimmt. 
Aus der Gleichung yj = rj' folgt 



d. h. man hat 



g.sma ^ « 

— — . S mi r^i = m g . e . sm a 

^ S m, r^i 



1 = 



m. e 



Jedem physischen Pendel läfst sich ein ideales Pendel 
zuordnen, dessen Bewegung mit der Bewegung der Achse 
des physischen Pendels genau übereinstimmt. 

Der Zähler des JBrmhes, welcher l darstellt, ist proportional 
dem Trägheits- Momente des Körpers für die Festsetzung^ dafs 
S w, die Masse m desselben bedeutet, der Nenner jenes Bruches, 
der auch den Namen statisches Moment führte ist das Drehungs- 
Moment von m g in Bezug auf die feste Achse. 
Die Gröfse l hei/st reduderte Pendellänge. 

Die Schwingungs-Bauer eines physischen Pendels wird 
durch die Formel 



T=2u]/i = 2.]/- 
angenähert (S. 243) dargestellt. 



S m; r^i 
mg.e 
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Die Berechnung der Gröfsen 2 nii r\ und e Jcann hei hompli- 
derten Körperformen ganz undurchführbar werden^ wahrend die 
Beobachtung von T und die ^Messung von m durchaus Jceine 
Schwierigkeiten macht. 

Wenn die Berechnnng von S nii r^ und e, welche für einfache 
Körperformen bei homogenem Material durch die früheren Unter- 
suchungen (S. 138 und 125) erledigt ist, auf Schwierigkeit stöfst, 
so sucht man durch das Experiment zum Ziele zu gelangen. 
Belastet man das Bendel in zwei Bunkten der Bendel -Achse 
durch zwei Körper von gleicher Form und gleicJier M^asse m', 
deren Schwerpunkte von der Drehungs-Ächse gleiche Abstände r^ 
haben, so erhält das Trägheits- Moment des belasteten Bendds 
für die Drehungs-Achse den Wert k -{- J2m^ (a*^ -^ r^, ) , wenn 
man das Trägheits-Moment des unbelasteten Bendels urder ana- 
logen Umständen mit k und das Trägheits - Moment jedes Be- 
lastungS'Körpers für eine der Drehungs-Achse parallele Schwer- 
Achse mit m' . a* bezeichnet. 

Für einen andern Abstaiid r^ erhält man ebenso 

k + 2 m' {a'^ + r\). 
Beobachtet man nun die Schwingungs-Dauer T des unbelasteten 
Bendels und die Schwingungs-Dauer T^ und T2 für Belastung 
beziehungsweise im Abstände ri und ^2, so haben T, Ti u/nd T^ in- 
folge der existierenden Belastungs- Verhältnisse denselben Nennerp. 

und 






folgt jp« = 4 TC« . -^ -—^. 

i\ — ±2 { T X^ 
Dieße Bestimmung führt im Verein mit jp* (-^7—) = ^ ^s^ 



T\ — T 



2 



Diese Methode ist von Gau/s für Horizontal- Schwingungen 
zur Bestimmung der horizontalen Komponente der erdmagnetischen 
Kraft verwendet worden, indem er einen Stab, welcher an einem 
Faden aufgehängt war, belastet und unbelastet um seine Ruhelage 
schwingen liefs. $ 

Eine andere Methode zur Bestimmung von g wird durch das 
Reversions-Pendel ermöglicht. 

Auf der Achse des Pendels bestimmt die reducierte Pendel- 
länge zwei Punkte, von denen der obere Aufhängepunkt (0) heifsen 
mag, während der untere allgemein Schwingungs- Punkt (R) ge- 
nannt wird: Legt man durch diese beiden Punkte parallele Dre- 
hungs-Achsen, welche die Achse des physischen Pendels unter 
rechtem Winkel schneiden, so hat das Pendel für beide Drehungs- 
Achsen dieselbe Schwingungs-Dauer. 

Konstruiert man daher ein Pendel mit zwei festen Achsen 
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für bewegliche Belastung oder mit fester Belastung für verstellbare 
Achsen, so kann man durch Versuche eine Anordnung der beweg- 
lichen Teile erhalten , für welche die Schwingungs-Dauer für jede 
der beiden Achsen denselben Wert erhält: die Messung desAchsen- 
Abstandes liefert hier direkt 1. 

Bezeichnet man den Abstand des Schwerpunktes vom Aufhänge- 
putikt und vom Schwingungspunkte beziehungsweise mit Si und ^2, 
.90 wird das Trägheits-Moment im ersten Falle für eine Länge Z, 
durch JEo + ♦w • ^^i «*w<^ i'^ zweiten Falle für eine Länge l^ durch 
Kq '\- m,s% gegeben , falls man dasselbe für den Schwerpunkt 
durch Kq bezeichnet. 

^ 7 . . 7 Ko + m.s\ , , Ko + m.s\ 
Demnach tst l^ == — - — ' und Iz = —^ — -, so 

da/s ^"^^ m,S2 

und demnach auch li = I2 resultiert. 

Da es unmöglich ist Ti und T^ völlig gleich zu machen , so 
mifst man die Abstände S| und S2 des Schwerpunktes von den 
beiden Drehungs-Achsen und bestimmt daraus die Schwingungs- 
Dauer T, welche der Lage 1 = Sj + ^2 entspricht. 

Dieselbe ist : t / sJ^^ - s^ T^ 

"V|/ Si — S2 ' 
Aus T = 2 iz 1/ — fdat die Formel im Verein mit 

1 /T ^ ^ 1 rr 

Ti = J2 TZ r/^ und T2 = ^7c 1/-^. 

Die genauesten Resultate erhält man durch die Bes sei sehe 
Differenz-Methode. 

Wenn man eine Kugel an einem dünnen Drahte aufhängt, so 
hat man ein physisches Pendel, welches einem mathematischen 
möchlichst nahe kommt. 

Bezeichnet man die Länge des Pendels von der Aufhängung 
bis zum Mittelpunkte der Kugel mit Xi , so ist die reducierte Pendel- 
Länge li = Xi -|- £1, wobei El einen Fehler darstellt, welcher 
durch die Vernachlässigung einer genauen Berechnung (Trägheits- 
Momente) entsteht. 

•Benutzt man nun zwei verschiedene Pendel, so ist für kleine 
Amplituden 

T^i = 471:2. i^ und T^.^ = 47^^.^ 

und man gelangt zu • 

g = 4 7^2 _AjIli2_ = 4t^2 ^^ — ^^_ r 4^2 _ gl — g 2_ ! 

g t'K ^^^ _ ^2^ ^n ^2^ _ ^,^ t ^TZ rj.,^ _ .(,,^ 

Wenn man nun zwei Pendel verwendet, für welche ei — £2=0 
ist, so resultiert Xi — X2 



g = 471« 



T\ — TS 
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=A, 



Der Kernpunkt der B e s s e 1 sehen Differenz- 
Methode besteht nun darin, die beiden Pendel 
so auszuwählen, dafs in der That Si = Sj ist. 
Diese Bedingung wurde ermöglicht, indem 
Bessel dieselbe Pendel-Vorrichtung (I'igur 76) 
benutzte und nur die Längen des Aufhängungs- 
Drahtes änderte. 
Auf der Bolle M ist ein feiner Draht aufge- 
wickelt f so da/s durch Drehung der Bolle 
der über den Stift N laufende Pendel-Draht 
verhürst oder verlängert werden kann. 

Für ein Pendel des Heidelberger Institutes 
(Elfenbein ' Kugel an feinem Eisen -Draht) 
wurde seiner Zeit ^) die Bechnung durchgeführt, 
wobei 6] = 62 resuUierte: man hatte infolge- 
dessen nur Xi u/nd X2 ^^ messen. 

Um Xi und X2 ^^ bestimmen, hätte man für 
beide Lagen die Stellung des tiefsten und des 
höchsten Punktes der Pendel-Kugel auf einer 
vertikal aufgehängten Skala (vermittelst eines 
Fernrohres) abzulesen: da man hier nur der 
Gröfse Xg — X^ bedarf, so genügt es die 
Stellung des tiefsten Punktes (A beziehungs- 
weise J-i) für jedes Pendel abzulesen. 

Der Draht trägt vor der durchbrochenen 
Skala einen kleinen Kork-Cylinder Kx , welcher später für die Be- 
stimmung der Schwingungs-Dauer von Wichtigkeit ist. 

Um nun die Schwingungs-Dauer eines Pendels zu bestimmen, 
bedient man sich am besten der Bordaschen Koincidenz-Me- 
thode^), welche die unbekannte Schwingungs-Dauer eines Pen- 
dels mit der bereits bekannten Schwingungs-Dauer eines andern 
Pendels (Mafs-Pendel) zu vergleichen gestattet. 

Als Mafs-Pendel wählt man das Sekunden-Pendel einer astro- 
nomischen Uhr. 

Nachdem die beiden Pendel in einem bestimmten Zeit-Momente 
zugleich durch die Ruhelage gegangen sind (d. h. nachdem sie 
in Koincidenz waren), beginnt das eine Pendel wegen der I)iflfe- 
renz der Schwingungs-Dauer dem andern vorzueilen, bis endlich 
wieder eine Koincidenz zu Stande kommt. 

Beobachtet man eine Reihe von Koincidenzen Cj , C2, C.,, C4 . . . 
deren erste gleichartig ist, bei welcher also der Durchgang 
der beiden Pendel in demselben SinneSerfolgt , so sind, wie leicht 

zu ersehen, die Koincidenzen C, , C«, C5 gleichartig, 

während die Koincidenzen 02,64,06 ungleichartig sind. 

Bei dem Besselschen Apparate kann man die in Figur 77 
dargestellte Anordnung des Versuches wählen : das Bild einer 



76. 



1) Vergl. W. 2. 

2) Base du Systeme ra^trique Bd. .3, S. 337. 



1810. 
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Fo- 




D 



o^ ® o„ 



K 



Flamme F wird mit Hülfe des Spiegels 
S durch den Spalt S2 der Skala CD 
in das Fernrohr N geworfen , sobald der 
Spalt Si des Uhr-Pendels AB und so- 
bald gleichzeitig der Kork Ki des Bessel- 
sehen Pendels den Durchgang der Licht- 
strahlen gestattet. Wird nun das Faden- 
Pendel in Bewegung gesetzt , so sieht 
ein Auge durch N in jeder Sekunde ein 
Bild von F, solange nicht die beiden 
Pendel zusammen durch die JRuhelage 
frr> gehen; wenn aber beide Pendel zugleich 

, Lj^|J in der Vertikalen liegen , so kann das 

Auge durch N keinen Licht-Eindruck er- 

\ hauen. 

77. So oft der Lichtblitz zwischen 

zwei Sekunden-Schlägen der Uhr 
ausbleibt, so oft koincidieren die beiden Pendel. 

Beobachtet man nun eine Reihe auf einander folgender Koin- 
ddenzen, welche zw Zeit z^y z^, z^ . . . . . stattfinden mögen, so 

da/s Zy, z^,'z^ gleichartige Koincidenzen sind, so macht 

das zweite Pendel in den Zeitteilen z^ — 'S^i, 'S'5 — ^3* ^sf-j — z^ 

. . . je zwei Schwingungen mehr oder weniger als das Uhr-Pendel. 

Bezeichnet man die Schwingungs-Dauer des Uhr-Pendels und des 

Faden-Pendels beziehungsweise mit Tx und bezeichnet man femer 

die Differenzen z^ — ^i, ^b — ^?ii ^i — ^s *wÄ 

^1, ^2> ^3 ^0 ist 

t,T ={t,±2)T, tnT ^ {tn ± 2) Tl. j^ 

Aus diesen Beobachtungen bestimmt man den Wert für -j=, 

indem man mehrere JReihen von Koincidenzen (Sätze) beobachtet. 

Bei der B es s eischen Methode wäre 

T 
dann außerdem ~ in analoger Weise 

festzustellen. 

Zum Schlüsse mag noch bemerkt wer- 
den, dafs bei genauen Messungen auch die 
Abnahme der Amplituden zu berück- 
sichtigen ist. 

Befestigt man {Figur 78) hinter dem 
Pendel, dessen Kugel sich auf POF 
bewegt , eine horizontale Skala S T S', 
auf der man den Ausschlag x abliest , so 
ist der wirkliche Ausschlag des Pendels 

El 

Xi = ic . - , falls man den Abstand des 

Fernrohr-Objektives A von POP' mit Ei 
und von STS' mit E bezeichnet. 
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§« 3. Die Bestimmung der dynamischen GrÖfsen. 

1. 

Um die Masse eines Körpers zu bestimmen (Wägung) bedient 
man sich eines gleicharmigen Hebels und eines Massen -Satzes, 
d. h. einer Hebel- Wage mit Zubehör. 

Da man hier aus der horizontalen Stellung des Hebels 
(Wagenbalkens) jedesmal auf die Gleichheit zweier Massen 
schliefsen will, so mufs sich der Wagenbalken bei fehlender Be- 
lastung horizontal stellen. 

Man erfüllt diese Bedingung bei homogenem Material, indem 
man den Apparat so konstruiert, dafs eine bestimmte durch die 
Achse gehende Ebene für denselben Normal-Diametral-Ebene wird. 
Es genügt übrigens, wenn man diese Bedingung nur für den 
Wagenbalken herstellt und in entsprechenden Punkten desselben 
Schalen von gleichem Gewichte aufhängt, weü dann bei horizon- 
taler Stellung Gleichgewicht eintritt. 

Der Schwerpunkt des ganzen Apparates ist in seiner Lage 
durch die vorige Bedingung insoweit bestimmt, als die dort er- 
wähnte Ebene notwendig eine Schwer-Ebene ist. 

Setzt man des weiteren fest, dafs der Schwerpunkt in der- 
jenigen Vertikalen liegt, welche durch die Mitte der Achse be- 
stimmt wird, so kann es sich nur noch darum handeln, ob der- 
selbe unterhalb oder oberhalb des Achsen-Centrums gelegen 
sein oder mit diesem zusammenfallen mufs. 

Der Schwerpunkt mnfs unterhalb des Achsen-Centmms 
liegen. 

Wenn der Schwerpunkt innerhalb der Achse läge, so wäre bei fehlen- 
der Belastung für jede Lage Gleichgewicht {indifferent) vorhanden, 
während bei detn geringsten Übergeivicht eine vertikale Stellung des 
Hebels angestrebt würde: eine solche Wage würde unbrauchbar sein. 
Läge der SchwerpunM oberhalb der Achse, so umrde das ge- 
ringste Übergewicht ein Umschlagen des Wagenbalkens (labü) her- 
vorrufen, weil der Schwei^punkt stets eine möglichst tiefe Lage 
anzunehmen sucht: eine solche Wage würde, abgesehen von der 
praktischen ünausführbarkeit der Konstruktion, unbrauchbar sein. 
Da/s die dritte Möglichkeit (stabil) zu praktischen Konstruk- 
tionen führt, folgt aus der Überlegung, dafs der Schwerpunkt hier 
bei fehlender Belastung eine möglichst tiefe Lage hol, aus wdclier 
denselben ein Übergewicht nur um relativ kleine Bogen verschiebt. 

Die Thatsache einer horizontalen Hebel-Stellung 
untersucht man durch die Lage eines, normal zum Wagenbalken 
angebrachten, Zeigers, welcher vor einer Kreisteilung hin und 
her schwingen kann: der Nullpunkt der Teilung entspricht der 
horizontalen Stellung des Wagebalkens. 

Es ist von hoher Bedeutung, dafs die Ausschläge des 
Zeigers einen möglichst grofsen Wert erreichen, oder dafs die 
Wage, wie man zu sagen pflegt, empfindlich ist. 

26* 
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Die Empflodlichkeit einer Wage inifst_maa durch die Tan- 
gente des Ausschlag- Winkels für 1 mgr Übergewicht bei be- 
stimmter Belastung. 

Wenn der eine Arm des Wagenbalkens die Verlängerung des 
.andern Arms ist, so ist die Empändlicfakeit der Wage von der 
Belastung unabhängig: in allen andern Fällen darf man 
nur von der Empfindlichkeit für eine bestimmte Be- 
lastung sprechen. 

Wenn die Wage für einen 
Ausschlag a. zur Ruhe ge- 
kommen ist, so tmfs die 
Summe der Momente für 
die udrkenden Kräfte N-uU 
sein. 

Bezeichnet man die 
Masse der Wage mü m„ 
und die Masse jeder (even- 
tudl belasteten) bckale 

mit — m, , bezeichnet man 

femer den Abstand von 
Schwerpunkt und Dre- 
huags-Ackse mit e und be- 
zeichnet man endlOh die 
Länge (Figur 79) eines 
Armes mit l, so erkäU die 
79, Momenten-Gleichung, fcäls 

die Arme des Balkens in 
der Euhelage mit der Horizontalen den Winkel ± e bilden, für ein 
Übergewicht {Zusatz) von der Masse m, die Form: 

(j m, -f- m,j glcos{dz e + a) — 
i^mA glcos{±: e — «) _ m^gesindi = 0. 

Daraus folgt , 

tga = 



>»t + m, m„ e 1 



cosz 

d. h. die Empßndlichkeit nimmt mit steigender Belastung im 
tülgemeinen beziehungsweise ah (-|- e) oder zu (— e). 

Wenn der eine Arm des Wagenbcäkens eine Verlängerung 
des andern Armes ist, so resultiert (e = 0) hier 



■(— ). 



d. h. die Fm^indliehkeit ist hier unabhängig 
laslung m^ 
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Um eine Wage , deren Empfindlichkeit von der Belastung un- 
abhängig ist, möglichst empfindlich zu machen, hat man der- 
selben bei möglichst geringem Gewichte (mw) möglichst lange Arme 
(1) zu geben und hat aufserdem die Drenachse möglichst nahe am 
Schwerpunkte (e) anzubringen. 
Bei der KmstruMion ist darauf BücksicM zu nehmen, da/s sich 
lange Arme leichter verbiegen als kurze Arme, ganz abgesehen 
davon, da/s die Masse der Wage mit der Verlängerung der Arme 
zunimmt. 

Da eine Hebel -Wage den Druck einer Masse m, --f- m^ mit 
dem Drucke einer Masse m, für denselben Wert von g vergleicht, 
so dient dieselbe nicht zu Druck- Bestimmungen (Kraft-Messung), 
sondern zur Feststellung der Masse. 

Der Satz von der Konstanz der Masse und der Satz 
von der Konstanz der Massen-Summe werden durch die 
Wage bestätigt. 
Der Faktor g hebt sich innerhalb der Momenten-Gleichung fort. 
Die Berechtigung jener beiden Erfahrungs-Säize, welche man 
zwar in allen gegebenen, aber nicht in allen möglichen FöHlen 
prüfen kann, liegt wiederum nur in der Fruchtbarkeit ihrer Ver- 
wendung. 

Unter dem Fehler einer Wage versteht man das Verhältnis 
der Längen ihrer Arme 
Nennt man die Längen der beiden Arme beziehungsweise l und 

V und die Masse der beiden Schalen beziehungsweise -5-w, und 

1 

— m\, so- sollte der Theorie nach l = V und ms = t»', sein: 

diese Forderung ist sdbst bei den besten Wagen nicht genau er- 
füllt. 

Um möglichst genau zu arbeiten, führt man infolgedessen eine 
Wägung für die rechte und eine Wägung für die linke Seite 
der Wage au^, um eine Masse M zu bestimmen. Hat man für 
die rechte beziehungsweise für die linke Seite dem Gewichtssatz die 
Massen P und P' zu entnehmen, um M ins Gleichgewicht zu 
bringen, so ist 

(w, 4- P)l=: {m\ + M)V und {m\ + I^)V = (w, + M)l 
oder PI = MV un d P'V = Ml. 

Daraus folgt M = VP P'. 
Setzt man P^ = P dz n, so ist 



M 



= p1AX^. 



Da -p ein sehr kleiner Bruch ist, so erhält man bei Entumk- 



lung der Wurzel angenähert 



M 
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d, h, man darf' das geometrische Mittel l/Pi*' hier durch das 
arithmetische Mittel ersetzen. j M JP* 

Der Fehler (e) der Wage, d. h. y hat den Wert p- oder -=^, 

d, h, man findet dafür \/ -p- = 1/-^ ^ "p" ^^ angenähert 

Wenn der Fehler (s) für eine Beihe von Wägungen einmal be- 
stimmt ist, so hat man dabei stets Z = eP in Rechnung zu 
bringen. 

Für eine Wage des Heidelberger Laboratoriums *) fand sich 
e = 1,00000953. 

Genaue Wägungen fuhrt man durch die Methode der 
Schwingungen aus. 

Man bestimmt zunächst den Nullpunkt der Teilung, 
indem man die Wage unbelastet schwingen läfst und die Dekre- 
mente der Bogen (S. 314), welche der Zeiger bei seinen Schwin- 
gungen bestimmt, vergleicht. 

Hat man links und rechts beziehungsweise die Aufschläge 

OL^, «2, aj ..... a« und ol\, a'2, a'3 ol's — 1 

zu notieren, so findet man für die 
Lage des Nullpunktes {Figur 80): 
i / g, + g^ + . . . . g, 

"""jy s 

, g'i + a'2 + . . . • a'*-A 

+ r:ri j- 

Man macht für die eine Seite s 
und für die andere Seite s — 1 
Beobachtungen, wobei es in der 
Praxis genügt s =^ 3 oder s =: 4 

zu setzen. 

Die Formel für g träfft den 
Thatsachen Eechnung, dafs die 
j^ Beihe der Ausschläge eine ab- 
nehmende geometrische Beihe ist, 
so da/s man 

g'i — g = Ä^cp, g — gj == h^(f, 
g'2 — g = i* cp, g — gg = Z5* cp etc. 
zu setzen hat, falls man 
g — gi = Ä; . cp 
setzt, wobei Je sehr wenig vom Werte 1 verschieden ist. 
Man findet durch diese Substitution z. B. für s = 3 



H- 



•H 




^ /«i 4- «2 + «3 I ^1 + gj 



« = H 



+ 



■)- 



1 



1) Vergl. W. 2. 



J 



r. 



— 407 



« 9 



undS = -^ (21—31'^ +2h^—3k^'\ 2lc% 

wobei das Korrektionsglied für h = 1 — e den Wert ? . ^ er- 

*<• 

hält, falls man die Entwicklung von e auf die erste und eweUe 

. Potenz beschränkt. 

Man belastet nun die eine Schale (z. B. rechts) durch den zu 
wägenden Körper und legt in die andere Schale einmal so viel 
Gewichte m^ , dafs die durch den Zeiger markierte Gleichgewichts- 
Lage links von der Lage fiir fehlende Belastung gelegen ist und 
nimmt dann so viel Gewichte mg, dafs die durch den Zeiger markierte 
Gleichgewichtslage rechts von der Lage für fehlende Belastung ge- 
legen ist und bestimmt jedesmal den Punkt der Einstellung. 

Im ersten Falle, wo die Einstellung a, erreicht werden mag, hol 
man dem Gewicktssai^e zu wenig Masse (m^) entnommen, im 
zweiten Falle, wo die Einstellung (x,2 erreicht werden mag, hat 
man dem Gewichtssatze zu viel Masse (mj) entnommen, wahrend 
die Einstellung für gleiche Belastung, wobei die Masse des Kör- 
pers als m gefunden werden würde, auf die Einstellung a hinweist 
Um m zu finden, berechnet man die Empfindlichkeit der Wage 
für den Ausschlag a — a^ und für den Ausschlag Oj — a und 
bildet die Gleichung 

tg{(x. — ai) wi — m^ 

tg {oLi — a) m<i — m' 

Bei kleinen Ausschlägen, wie sie hier vorhanden sind, darf 
man das Verhältnis der Tangenten durch das Verhältnis der 
' Winkel selbst ersetzen, so dafs für die Bestimmung von m resultiert 

OL — aj m — m^ 

Man ßndä a, — a "" m^ — m ' 

Ä2 Äi CC2 — ÖCi 

Da wir keine Massen -Bestimmung in einem absolut leeren 
Räume ausführen können, und da eine flüssige oder gasformige 
Umgebung eines Körpers stets einen Teil seines Schwer-Druckes 
durch einen Gegendruck (Auftrieb) aufhebt, so ist bei jeder Wägimg 
eine Korrektion anzubringen. 

Wenn man das Volumen eines Körpers aus dem umgebenden (flüs- 
sigen oder gasförmigen) Material hergestellt denkt, so hat man in 
dem Schwer-Drucke dieses Volumens den Verlust des Schwer-Druckes 
des betreffenden Körpers (Archimedisches Princip) gegeben. 

Die reducierte Masse mo findet man au^ dem, durch die Wägung 

bestimmten, Werte m durch die Formel 



mo = m 

1 — 



h 

kt 
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in welcher X/, a< und h beziehungsweise die Didüigkeiten {vergl. 
die folgende Nummer) von Luft, Gewicht-Stück und Korper für 
die Temperatur t bedeuten, 

2. 
A. Die Dichtigkeit eines Körpers wurde (S. 52) als 

— definiert, falls man Masse und Volumen beziehungsweise mit 

m und V bezeichnete. 

Da 1 kbcm reinen Wassers bei 4® Celsius die Masse 1 g dar- 
stellt, so ist die Dichtigkeit des reinen Wassers bei 4® 
Celsius die Einheit der Dichtigkeit. 
Bestimmt man die Masse von 1 Icbcm Gold, Schwefel, Quarz etc, 
bei 4® C, so geben die gewonnenen Zahlen zugleich die Dichtig- 
keiten der betreffenden Substanzen für 4P C. an. 

Da Temperatur-Änderungen bei festen Körpern relativ geringe 
Volumen-Änderungen im Gefolge haben, so pflegt man schlechthin 
von der Dichtigkeit der festen Körper zu sprechen. 
Analoges gut für Flüssigkeiten, nicht aber für Gase. 
Die Bestimmung der Dichtigkeit verschiedener Substanzen führt 
zu folgender Tabelle: 

Platin J21,36 Eisen 7,79 bis 7,83 

Gold 19,36 Natrium 0,97 

Quecksilber 13,00 Kalium 0,86 

Blei {gegossen) .... 11,35 Glas 2,89 

Silber (gegossefi) . . . 10,51 Kork 0,24 

Kupfer 8,95 Schwefelsäure 1,51 

Nickel 8,28 Alkohol (absolut) . ... 0,79 

Bei mittlerem Barometerstande hat die Luft für 0^ C. die 
Dichtigkeit 0,001293. 

Da das Verhältnis — ^-^ : —^-^ für denselben Ort (cp) mü 

Vi V2 

dem Verhältnisse — - : — - übereinstimmt, so pflegt man die 

Vi V2 y x-i i/ 

Dichtigkeit auch specifisches Gewicht zu nennen. 

Zur Bestimmung der Dichtigkeit hat man höchst mannig- 
faltige Methoden ersonnen, welche sich zum grofsen Teile auf das 
sogenannte Archimedische Princip stützen: Der Schwer-Druck 
eines von Flüssigkeit umgebenen Körpers ist geringer als der 
Schwer-Druck eines freien Körpers, und zwar ist die Differenz 
gleich dem Schwer-Drucke des Flüssigkeits- Volumens, welches der 
eingetauchte Körper verdrängt. 

Die Volumen-Bestimmung von festen Körpern unterliegt ge- 
wissen Schwierigkeiten, welche mit Hülfe indirekter Methoden 
(A r c h i m e d i sches Princip) umgangen werden müssen, während 
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man Flüssigkeiten und Gase in geeigneten Behältern direkt wägen 
und somit in Bezug auf Masse und Volumen leicht bestimmen 
kann. 

Wägt man einen festen Körper erst in Luft und dann in Wasser 
von 4P C,^ wobei man für dessen Schwer -Dru^ heziehungs- 
weise die Zahlen pi und p^ erhalten mag^ so ist pi — pi der 
Schwer-Druck eines Wasser-Volumens, welches mit dem Volumen 
des Körpers genau übereinstimmt , so da/s also pi und Pi — P2 
beziehungsweise den Schwer-Druck gleicher Volumen des festen 
Körpers und der Flüssigkeit darstellen. 

Die Zahl — , welche man auf diese Weise durch Be- 

Pi — P2 
obachtung bestimmt, liefert einen rohen Wert für die Dichtigkeit 

des festen Körpers, da hier darauf Rücksicht zunehmen ist, dafspi 

den Schwer- Druck des Körpers in Luft darstellt und dafs auch hier 

gemäß dem Archimedischen Principe dem „absoluten^ Schwer^ 

Drucke des Körpers gegenüber eine Differenz zu konstatieren ist. 

Instrumente, welche die Wägung eines Körpers in Luft und 
in Wasser gestatten, sind Wagen mit einer kürzeren und mit einer 
längeren Aufhängung der Wagschalen: dieselben hei/sen h/ydro- 
statische Wagen. 

Wenn ein fester Körper in Wasser löslich ist, so benutzt man 
staU dessen eine andere Umgebungs-Flüssigkeit und bestimmt 
aufserdem deren Dichtigkeit gegen Wasser. 

Ein analoges Verfahren wendet man an, wenn der feste Körper 
leichter als Wasser ist, falls man eine Flüssigkeit findet, in 
welcher derselbe untersinkt; andern Falles hat man den Körper 
z, B. mit einem Bleistücke von bekanntem Volumen zu ver- 
binden und die Dichtigkeit des so konstruierten Systems zu be- 
stimmen. 

Wenn die Dichtigkeit eines Körpers bestimmt ist, so kann man 
denselben benutzen, um aus pi — pz die Dichtigkeit irgend 
einer Flüssigkeit festzustellen. 

Aräometer sind cylindrische Gefäfse, welche in Flüssig- 
keiten mit vertikaler Achse schwimmen und Marken oder ganze 
Teilungen tragen, an welchen man die Größe des eingetauchten 
Volumens abliest. 

Unter diesen Instrumenten verdickt das Densimeter Beach- 
tung, dessen Skala unmittelbar die Dichtigkeit der umgebenden 
Flüssigkeit angiebt. Von andern Aräometern mit Skala mögen 
die Alkoholometer (Eicht er und Tralles), Most -Wagen, 
Alaun- Spindeln etc. erwähnt werden, mit deren Hülfe man den 
Gehalt an Alkohol, Traubenzucker, Alaun etc. bestimmt. 

Nicholsons Gewichts- Aräometer. 

Für die Bestimmung der Dichtigkeit von Flüssigkeiten kann 
man endlich auch kommunicierende Röhren benutzen, deren 
Schema durch eine U-förmig gebogene Röhre mit Schenkeln von 
gleichem oder ungleichem Kalter dargestellt wird. 
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Gießt man in eine solche Bohren- Kombination eine schwere 
und eine leichtere Ilüssigkeit, so verhauen sich die Höhen h\ 
und h^ der Flüssigkeiten über der gemeinsamen Trennungs- 
Fläche beider Flüssigkeiten umgekehrt wie deren Dichtigkeiten, 

B. Da die Massen-Bestimmung der Erde, von welcher die 
Massen-Bestimmung der andern Welt-Körperunmittel- 
bar abhängt, auf direktem Wege unmöglich scheint, so bestimmt man 
zunächst die Dichtigkeit der Erde und berechnet deren Masse 
aus dieser Konstanten und aus dem Volumen der Erde. 

Zur Bestimmung der Dichtigkeit der Erde sind bisher vier 
Methoden angewandt worden. 

Die älteste Methode stammt von Maskelyne ') , welcher die 
Ablenkung eines Bleilotes an dem Gebirgs - Stocke des She- 
hallien in Portshire (Schottland) beobachtete, nachdem Bouguer 
auf dieses Phänomen aufmerksam gemacht hatte. 

Bestimmt man die Pol -Höhe für 
jsfwei Punkte Pi und P-i desselben Parallel- 
Kreises (cp), von denen der eine nahe 
an einem isolierten Berg-Kegel liegt, 
während der andre von solchem lökor 
len Einflüsse frei ist, so findet man 
eine Differenz £, während die Theorie 
{Figur 61) fifr Punkte desselben Parallel- 
Kreises (cp) dieselbe Pol-Höhe cp fordert 
Diese Abweichung erklärt sich aus der 
Ablenkung, welche der Bergkegel auf ein 
Bleilot ausübt, dessen Achse ja als Nor- 
male der Horizontal- Ebene des betreffen- 
den Ortes aufzufassen ist 

Die Richtung des abgelenkten Pen- 
dels bezeichnet die Resultante zwischen 
den durch die ganze Erde und der durch 
den Berg hervorgerufenen BescMeuni' 
gungen, welche beziehungsweise als ai und az bezeichnet werden 

mögen, so da/s angenähert tg e = — ist^ falls die Be- 

Ol 

schleunigung a, , wie es am ShehaUien der Fall war, nahezu 
JwrizorUal gerichtet ist. 

Man hat ai = ~j>i^ ^^ ^2 = — ~2 » f^^^^ ^^^^ ^*^ Massen 

der Erde und des Berges beziehungsweise mit me und ji, die 
Abstände der Schwerpunkte der Erde und des Berges'^) von der 




81. 



1) Maskelyne und H u 1 1 o n , Philosophical Transactions. 1775 und 
1778. 

2) Die Bechnnng kann natürlich nur als Annäherung aufgefafst werden, da 
die Attraktion bei der Form des Berges (Kegel) überhaupt nicht vom Schwer- 
punkte ausgehend gedacht werden darf. 
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Pendeikugel beziehungsweise mit B (Erd-Radius) und s hezeichnety 
so daß „ J52 

ige = '^— • — 2" 
resuUiert. nie s 

Hutton bestimmte den Abstand s und die Masse |i des 
Berges {aus dessen Volumen und aus dessen DichtigJceit), so da/s 
Ma sie eigne imstande war^ aus der Ablenkung e mit Hülfe des 
bekannten Volumens (v) der Erde deren Dichtigkeit 

d = ^ ^ ^ 

V S' tge 
sm bestimmen: Die Bechnung ergab angenähert die Zahl 5, d. h. 
die Erde Mt etwa 5 mal schwerer , als wenn sie ganz aus reinem. 
Wasser von 4^ C. bestände. 

Später bestimmte Cayendish ') die Dichtigkeit der Erde mit 
Hülfe eines Horizontal-Pendels , das aus einem leichten Stabe 
mit zwei gleichmäfsig gearbeiteten End-Kugeln bestand, deren 
jede auf einem Elfenbein -Plättchen eine kleine horizontale Skala 
trug. 

Ein horizontaler Stab, dessen Enden durch zwei schwere 
Bleikugeln (158 kg) belastet waren, liefs sich unterhalb des Pen- 
dels um die Achse drehen, welche der Faden des Horizontal-Pendels 
bezeichnet: die Beschleunigung des Pendels, welche dem Einflüsse 
der Kugeln zuzuschreiben war, diente zur Bestimmung der Dichtig- 
keit der Erde. 

Die SchmngungS'Dauer des freien Horizontal-Pendels T, welches 
derjenigen Lage der Bleikugeln entsprach^ bei der die Achse ihres 
Trägers das Horizontal -Pendel unter rechtem Winkel kreuzte, 
und die Schwingungs-Dauer des Horizontal-Pendels, welche irgend 
einer andern Lage jener Kugeln entsprach, gestatteten zusammen 
die Dichtigkeit der Erde zu bestimmen: Versuche und Bechnung 
ergaben hier 5,48. 

Analoge VersucJie wurden später (1837) von Beich in Frei- 
berg unternommen, welcher 5,49 erhielt. 

Baiig in London fand als Mittel aus mehr als 2000 Ver- 
suchen (1843) die Größe 5,67, während ^ Beich bei spätem Be- 
rechnungen {1852) auf 5,583 kam. 

Alry^) benutzte (1856) zur Bestimmung der Dichtigkeit der 
Erde die Yerändernng von g in tieferen Scliichten der Erde. 

Der Boden eine^ Schachtes von der Tiefe h liegt auf einer zur 
Erdoberfläche {B) konzentrischen Kugel von den Badien 

R = B — h. 
Beobachtet man auf dem Boden des Schachtes eine Beschleuni- 
gung g, welche allein {S. 383) durch die Kugel vom Badius B' 
bedingt wird, so ist die Beschleunigung dieser Kugel vom Badius 



äi 



Philosophical Transactions, Bd. 88. 
Fhjlosophlcal Transactions, 1856. 
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iJ' für die Erdoberfläche eis g' . ^^ anzusetzen^ so dafs g — g' -^ 

auf Rechnung der Übrig bleibenden Schale Qi) zu setzen ist. 

Bezeichnä man Volumen und Dichtigkeit von Schale und Kern 
beziehungsweise mit Vi, V2 und di, d2y so hat man also 

vidiw^d^ = g — g' ^ ' g* ^' 

Bei den Beobachtungen von Airy, die auf dem Boden und 
am Bande eines SchadUes von Harten (h = 383 m) ausgeführt 
iourdenj ergab sich 

g' = g . 1,000052. 

Für die Dichtigkeit der Schale (di) fand man in der Nähe 
des Beobächtungs- Ortes 2,5, während B = h. 16 621,7 und 
ü' = h. 16620.7 zu setzen war: die Bechnung ergiebt 

d^i = 6j566. 

Haughton führte di als 2,059 ein, wobei sich der Airysche 
Wert auf 5,480 erniedrigte. 

In allemeuester Zeit endlich hat v. Jolly in München ') die 
Wage benutzt, um die mittlere Dichtigkeit der Erde zu be- 
stimmen. 

Im obern Teile eines Turmes wurde eine Wage mit doppelten 
Schalen-Paaren erschütterungsfrei aufgestellt: das eine Schalen-Paar 
befand sich etwa IYj m über dem Erdboden, während das andre 
Schalen-Paar genau 21,005 m darüber hing. 

^Ein Körper von der obern Schale in die untere Schale ge- 
bracht, erfährt in all seinen Punkten eine, der Annäherung an 
den Erdmittelpunkt entsprechende Gewichts-Zunahme. Seine Ge- 
wichts-Zunahme ist entsprechend seiner Beschleunigungs-Zunahme. 
Wird unter der einen der untern Schalen eine Bleikugel aufge- 
stellt, so wird ein von der obern in die untere Schale gebrachter 
Körper eine weitere Beschleunigungs- Zunahme erfahren, welche 
durch die Annäherung des Körpers an den Mittelpunkt der Blei- 
kugel bedingt ist^. 

;,Die Diflferenz der Gewichts-Zunahme mit und ohne unterge- 
legte Bleikugel bezeichnet die Gröfse des Zuges der Bleikugel, 
und der Quotient dieses Zuges und des Zuges der Erde allein 
giebt unter Benutzung des Gravitations-Gesetzes das Mittel ab, die 
Dichtigkeit des Bleies, und, da die Dichtigkeit des Bleies bekannt 
ist, die mittlere Dichtigkeit der Erde zu bestimmen^ 2). 

;,Der Beobachtungs-Ort (München) ist auf einer Hochebene 
in der Höhe H über dem Meeres-Niveau gelegen. Unter einer der 
unteren Schalen ist eine Bleikugel vom Ra£us r aus Bleibarren 



1) Abbandlangen der königlich bairischen Akademie der Wissenschaften II 
Kl. 13 und Wiedemanns Annalen, 1881. Diese Methode wurde zuerst mit- 
geteilt auf der Naturforscher- Versammlung 1877. 

2) Yergl. y. J0II7, W^iedemanns Annalen 1881, Bd. 14, S. 3S3. 
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aufgebaut. Auf der Schale befindet sich ein mit Quecksilber ge- 
füllter Glaskolben. Der Glaskolben hat Kugelgestalt und der Ab- 
stand des Mittelpunktes dieser Kugel vom Mittelpunkte der Blei- 
kugel ist a^. 

Die ausgedehnten Beobachtungen v. Jollys ergaben den Wert 
5,692. 

Man kann die Feststellung der Masse der Erde beziehungs- 
weise deren Dichtigkeit benutzen, um die Konstante (k) des Gravi- 
tations-Gesetzes zu bestimmen. 

k m 
Aus g = — j^y-^ folgt, falls man 6 als Dichtigkeit der Erde 

annimmt, k = 0,00000000613, d. h. die Beschleunigung, welche 
die Massen-Einheit in der Einheit der Entfernung erteilt, beträgt 

o nnßi ^ Milliontel Meter 
' (Sekunde) . (Sekunde) 

3. 

Um Kräfte unmittelbar zu messen, bedient mau sich federnder 
Körper, während man die Mafse der Kräfte mittelbar aus den 
Mafsen von Beschleunigung und Masse zusammensetzen kann. 

Die Feder- Wage, welche für Zug oder für Druck koi^struiert 
werden kann, besteht aus einer elastischen Schrauben - Spirale 
(Feder), die innerhalb eines Cylinders zusammengedrückt oder 
ausgezogen werden kann und dabei das Mafs der angewandten 
Kraft direkt durch einen Zeiger an einer auf dem Cylinder ange- 
brachten Skala anzeigt. 

Eine solche Skala mufs für einen bestimmten Ort der Erd- 
oberfläche empirisch bestimmt werden, indem man die Stellen 
markiert, welche einem Drucke mg, 2 mg, 3mg etc. (beim Auf- 
legen von bestimmten Massen-Stücken) entsprechen. 

Maxwell und andere englische Forscher bezeichnen mit 

dem Worte Dyn (SuvajACs) die G aufs i sehe Kraft-Einheit 

. ,,.„. Millimeter 

1 MiUigramm . ^g^^^^g^-^g^g^^^ . 

während man vielleicht zweckmäfsiger ^) der Massen-Einheit ent- 
sprechend die Gröfse 1 Gramm . -r^r-i — ^i-s — /o-i ^i-r- . g als Dyn 

einführt. (Sekunde) . (Sekunde) 

Natürlich ist dann das Dyn für Berlin in jedem Falle von dem 
Dyn für Paris verschieden, weil g an beiden Orten nicht denselben 
Wert hat. 

Wenn man zwischen zwei Punkten A und B, deren gegen- 
ßeitiger Zug oder Druck gemessen werden soU, eine Feder- Wage 



1) Vergl. Budde, Lehrbuch, S. 27. 
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einschaltet, so gestattet deren Zeiger die gesuchte Gröfse unmittel- 
bar abzumessen. 

SiarJc konstruierte Feder -Wagen werden Dynamometer genannt. 
Die Brief -Wagen mit Feder-Konstruktion können als Modell 

eines Dynamometers dienen. 

Über die Messung des Druckes TOn Flässigkeiten und 
Gasen wird später zu sprechen sein. 

Um Arbeit oder Energie unmittelbar zu messen dient das 
Energometer. 

Ein solches wird z. B. durch den P r o n y sehen Zaun ") 
(Brems-Dynamometer) dargestellt, welches die Arbeits-Leistung 
einer Welle zu messen gestattet. 

Nachdem man die Anzahl {n) der Umdrehungen pro Sekunde 
festgestellt hat, welche der gewöhnlichen Arbeits- Leistung der Welle 
entsprechen, wird an dieser bei freiem Gange der Pronysche 
Zaun {Figur 82) angebracht. 




82. 

Die Schrauben j welche die cylindrischen Backen an die Weile 
M anpressen , werden so lange angezogen , bis die WeUe uneder 
die gleiche Anzahl (n) Umdrehungen macht. 

Die Belastung i' am Hebel HBf bringt das System ins 
Gleichgewicht, sobald HHf in horizontaler Richtung frei schwebt. 

Bezeichnet man mit L die Gesamt-Belastung des Punktes 0, 
welche sich aus dem Gewichte des Hebels Und aus der Belastung 
V zusammensetzt, so tritt das Drehungs-Moment L.MO = LI 
auf, dessen Wert dem Werte des durch die Reibung (li) der Welle 
hervorgerufenen Momentes r R gleich ist. 

Die Arbeits- Leistung pro Sekunde ist hier 

{n .J2 TZ r) . R, d.h. n. 2 tz .LI. 

Anstatt die Welle direkt in Anspruch zu nehmen, kann man 
(Egen) die Reibung eines gufseisemen Ringes benutzen, der durch 
Schrauben aufgeprefst wird. 

Dabei hat man den Vorteil einen und denselben Apparat für 
Wellen von verschiedenem Durchmesser brauchen zu können. 



1) Der französische Ingenieur Prony lebte 1755 bis 183d. 
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Die Einheit der Arbeit 

(Kilogramm . Schwerbeschleunigung . Meter) 
wird in Abkürzung als Kilogramm-Meter bezeichnet. 

Ein Arbeits-Wert von 75 Kilogramm-Metern heilst 1 Pferde- 
Kraft. 

Man giebt in der Praxis die Arbeits-Leistung pro Sekunde an 
und mifst dieselbe nach Pferde-Stärken, indem man darunter 
-p, Kilogramm . Schwer-Beschleunigung . Meter 

versteht. S^K^di 



2. Die Systeme der phyg^ikaliselieii Dynamik. 

Wenn man die Gesamtheit der physischen Korper, deren 
Volumen erfahrungsmäfsig variabel (S 41) ist, nach dem Grade 
der Abweichung einteilt, den dieselben in Bezug auf die Vor- 
stellung eines unveränderlichen Systems darbieten, so gelangt 
man zu drei Hauptklassen ^ nämlich zu festen, flüssigen und 
gasförmigen Körpern. 

Da ein bestimmter Stoff (vergl-. S. 41) bald als fester, bald 

als flüssiger, bald als gasförmiger Körper auftreten kann, so hat 

man in Bezug auf die Beschaffenheit der Stoffe drei Hauptformen 

.zu unterscheiden, welche man die drei Aggregat-Zustände zu 

nennen pflegt. 

Die physikalische Dynamik wird demnach zunächst den idea- 
len Fall des unveränderlichen Systems zu behandeln haben, 
um daran die Besprechung der verschiedenen Aggregat-Zustände 
der physischen Körper anzuschliefsen. 

A. Das unveränderliche System. 

Gemäfs den Voraussetzungen, welche durch die dynamischen 
Principien bestimmt werden, haben die Kräfte eines unveränder- 
lichen Systems stets eine Centrale, auf welcher sowohl die resul- 
tierende Kraft als auch, das resultierende Achsen -Moment ge- 
legen ist. 

Wenn ein System von Kräften auftritt , nachdem das Punkt- 
System während eines Zeitelementes in Ruhe gewesen , so wird 
der centralen Kraft eine Verschiebung längs der Central-Achse 
entsprechen, während das centrale Moment zu einer Drehung um 
die Central-Achse fuhrt. 

Wenn das Punkt-System beim Auftreten der Kräfte bereits in 
Bewegung war, so tritt eine Verschiebung und eine Drehung in 
Bezug auf die Central-Achse auf, welche sich beziehungsweise 
mit den vorhandenen Verschiebungen und Drehungen vereinigt. 

Die Bedingungen für das Gleichgewicht eines unveränder- 
lichen Systems fähren nach dem Principe d'Alemberts ohne 
weiteres zu den Bewegungs-Gleichungen desselben. 
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Man findet: / 

S mi f^*)i = S k<^>i etc. und 
Smi (yiP^), — Zif(y),) = S(yik(«)i — Zik(y)i), etc. 

Da dieses Gleichungs-System (6) die Koordinaten aller System- 
punkte enthöM, so hat man bei Benutzung desselben mit großen 
Schwierigkeiten ^u kämpfen: man häUe die Koordinaten von 
n — 3 Systempunkten, durch die Koordinaten von 3 bestimmten 
Systempunkten (Bewegungs-Dreieck) auszudrücken, um das obige 
GleichungsSystem auf 6 GUichwngen mit 9 Unbekannten zu re- 
ducieren, während die Bedingung der Unveränderlichkeit der 
drei Abstände jener drei Punkte die noch fehlenden drei Glei- 
chungen liefert. 

Statt die Bewegung auf diese Weise zu beschreiben, kann 
man die drei Gleichungen für die Bewegung des Schwerpunktes 
des Systems (vergl. S. 374) aufstellen und diesen gemäfs die Bahn 
desselben entwickeln. 

Die vollständige Bewegung des Systems reduciert sich hier 
auf die Translation des Schwerpunktes und auf die Ro- 
tation um den Schwerpunkt. 

Die Drehung, welche als Ergänzung der Translation des Schwer- 
punktes einzuführen ist, läßt sich durch drei Gleichungen dar-- 
steüen, in welchen die Amplituden in Bezug auf drei Achsen als 
Unbekannte vorkommen. 

Wenn das System der bewegenden Kräfte im Gleichgewicht 
ist, so existiert eine invariable Ebene, auf welcher das Central- 
EUipsoid der Bewegung abrollt, während der Mittelpunkt (Schwer- 
punkt) desselben in grader Linie fortschreitet, falls er nicht in 
Ruhe bleibt »). 

Geht die Resultante aller Kräfte durch den Schwerpunkt, so 
gelten dieselben Betrachtungen, abgesehen davon, da/s der Schwer- 
punkt hier im allgemeinen Jceine Grade beschreiben wird ^), 

Wenn während eines Zeitelementes eine Drehung um eine 
Hauptachse des Central-Eüipsoides stattfindet, so dreht sich das 
System während der ganzen Bewegung^) um diese Achse {per- 
manente Achse) mit konstanter Winkel-Geschwindigkeit 

Dabei treten für die Achsen des gröfsten und kleinsten Träg- 
heitS' Momentes stabile Langen ein, während in Bezug auf die 
mittlere labiles Gleichgewicht vorhanden ist. 



1) Vergl. Poinsot, Theorie nonveUe 1834 und Additions ä la connais« 
sance des temps 1852. Vergl. aurserdem Foinsots Abhandlung inLionvilles ; 
Journal 1851. 

2) Der korrespondierende Fall, in welchem stets ein Paar resul- 
tiert, ist für die genauere Theorie der Präcession und Nutation 
von grofser Wichtigkeit. Vergl. Schell, Theorie II, 453. 

3) Segner, Programma sistens specimen theoriae turbinum. Halae 1755. 
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Eine geworfene Kugel dreht sich demnach mit konstanter 
Winkel-Geschwindigkeit um eine Drehungs- Achse, welche senkrecht 
zu der, durch die Stofs-Richtung bestimmten, Schwer-Ebene ist. 
Bewegung einer Gerstange, 

Wenn innerhalb des Systems ein fester Punkt vorhanden 

ist, so gelten in Bezug auf diesen Punkt analoge Betrachtungen, 

wie sie oben in Bezug auf den Schwerpunkt durchgeführt wurden. 

Der feste Punkt hat einen Druck auszuhalten. 

Da keine Verschiebungen stattfinden^ so wird die Bewegung durch 

drei Gleichungen dargestellt. 

Wenn innerhalb des Systems zwei feste Punkte vorhanden 
sind, so findet eine Drehung um eine feste Achse statt, welche 
im allgemeinen einen Druck auszuhalten hat 

Da keine Verschiebungen stattfinden, und nur eine Drehung in 
Frage kommen kann, so genügt eine Gleichung zur Beschreibung 
der Bewegung. 

Diese Gleichung, weiche der Definition 

Kraft = {Masse) . (Beschleunigung) 
in gewissem Sinne entspricht, hat zunächst die Form 

^mi(Xif(y\ — y,f(-\) = ll{x,k^\ — y, &<'),), 
falls man nqmlich die Dreh Achse zur Z- Achse eines dreiachsigen 
Koordinaten- Systems macht. 

Rechts vom Gleichgewichtszeichen .steht das Gesamt -Moment 
aller Kraft-Komponenten^ welche senkrecht zur Z- Achse tfiirken, 
in Bezug auf die Z-Achse, d. h. ein bestimmtes Drehungs- 
Moment Pp, wahrend die linke Seite (vergl physisches Pendel) 
auf die Form rj . T gebracht werden kann, falls man die Be- 
schleunigung des Systems durch rj und sein Trägheits-Moment 
durch T bezeichnet. 

In beiden. Formeln k = m.a und Pp := T.t] tritt neben 
einer gewissen Korrespondenz der Gegensatz zwischen fortschreiten- 
der und drehender Bewegung zu Tage. Eine Erörterung dieser 
Beziehungen soll in der folgenden Tabelle für konstantes k und 
für konstantes Pp dargestellt werden, in welcher den Linear- 
Gröfsen s, v, a die Winkel-Größen ^, co, rj beziehungsweise ent- 
sprechen. 



Translation. 


Rotation. 




k f^ 

s — Vot .— 

m 2 

'Oi = Vo-\- ^.t 

k 
a = — 
m 


W, = ü)„ + ^ . 

Pp 

■n = -f 


t 



Wem icke. f^l 
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Während das Oleichungs- System linker Hand eu der Formd 

1 1 
-^mv\ ^-wv^o = k.s 

führt^ erhält man auf der andern Seite : 

1 1 

Auch hier steht auf der linken Seite der Zuwachs an lebendiger 
Kraft, wahrend recJds die Arbeit für eine Drehung in der Ebene 
des Momentes Pp dargestellt wird. 

Zur Berechnung des Druckes auf die Achse hat man die 
Centripetal-BeschleTinigung der einzehien Punkte einzuführen. 
Wenn keine äußeren Kräfte gegeben sind, so gilt folgender Satz ^): 
wenn sich ein System um eine Haupt-Achse dreht, so findet aus 
den Centrifugalkräften nur Druck auf den Punkt der Drehachse 
statt, durch den die beiden andern (entsprechenden) Hauptachsen 
gehen. 

Ist dieser Punkt Schwerpunkt des Systems, so ist auch dieser 
aus den Centrifugalkräften hervorgehende Druck Null. 



B. Feste Systeme. 

Im ersten Aggregat - Zustande dürfen die physischen 
Körper innerhalb gewisser Grenzen der Annäherung als unrer- 
änderliche Systeme angesehen werden, weil für dieselben Ver- 
hältnisse existieren, in denen die einzelnen System-Punkte unter 
der Einwirkung von geringen Kräften nur geringe gegenseitige 
Lage-Änderungen erleiden. 

Die Druckkräfte^ welche hier den Veränderungen der System- 
Punkte entsprechen, sind im allgemeinen von den 21 Kon- 
stanten der Elasticität abhängig, welche für jedes Material 
durch Versuche bestimmt werden müssen, während diese Verhält- 
nisse für Körper, welche der Vorstellung von homogenen Syste- 
men nahezu entsprechen, durch 2 Konstanten vollständig dar- 
stellbar (vergl. S 319) sind. 

Die phoronomischen Betrachtungen über die Varia- 
bilität des Volumens physischer Systeme setzen voraus, dafs die 
Verschiebungen relativ klein seien: dieselben müssen, wie man zu 
sagen pflegt, unterhalb der Elasticitäts-Grenze liegen. 
Die festen Körper erleiden unter der Einwirkung geringer Kräfte 
Deformationen, tvelche sich tviederum ausgleichen, sobald 
jene äufseren Kräfte ^u wirken aufhören, während jenseits der 
Elasticitäts-Grenjse bleibende Deformationen eintreten. 



1) Vergl. die Ableitung in A. Wer nicke, Lehrbuch der Mechanik, 1,341. 
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J. 1. Die beiden Elasticitäts-Konstanten homogener Materialien. 

Wenn ein fester Korper von homogener Stniktur durch 
Kräfte in Anspruch genommen wird, so tritt innerhalb der Elasti- 
citäts-Grenze ein Gleichgewichts-Zustand ein, welcher von dem 
Gleichgewichts-Zustande des freien Körpers verschieden ist. 

Die Drack-Beschleunigangen d,, d.2, dg, welche unter dem 
Einflüsse äufserer Kräfte im Innern des Körpers auftreten, ent- 
sprechen Druck-Kräften pi, P2, P3, welche den äufseren Kräften 
entgegengesetzt gleich sind: die Proportionen für di, d^, dj gehen 
hier über (S. 319) in die Gleichungen: 

Pi = — 2K(Xi + *cp), p^ = -. 2K(X, + ö-cp), 

P3 = — 2K(X3 + *cp). 

Es giebt verschiedene Methoden um die Elasticitäts-Kon- 
stanten eines festen Körpers von homogener Struktur durch Ver- 
suche festzustellen. 

Die ersten (Wertheim) Beobachtungen dieser Art, welche hier 
kurz angedeutet werden soUen, bezogen sich auf die Veränderun- 
gen, welche ein prismatischer Stab bei Längs-Belastung zeigt. 

Wenn der Zug oder der Druck, welcher hier in der Achsen- 
Richtung des Stabes für einen Querschnitt q zur Geltung kommt, 

P 
mit P bezeichnet wird, so hat man — für die Einheit des Quer- 
schnittes in Rechnung zu bringen. ^ 

Läfst man die Achsen-Richtung der Dilatation X, entsprechen, 
so hat man das Gleichungs-System 

- = 2K (X, + *cp), = 2K (X, + *^), = 2K(X3'+*9) 

anzusetzen, aus welchem zunächst 

X2 = X3 und 9 = — -| = - ^ 

folgt. 

Da hier für jede Richtung des Qtcerschniües analoge Verhältnisse 
geschaffen werden, so JconfUe man das Resultat Xj = X3 auch 
ohne weiteres ersehen. 

Führt man die Bezeichnung Xg = (jl X, = X3 ein, so ist 
<p = Xi + ^2 + X3 gegeben als X, (1 + 2 (jl), d. h. man findet 

_i^=<p = X, (1 4-2{i) 

oder -8« 

^ — ~ 2* + 1 • 
Die Gröfse \i giebt Aufschlufs über die Veränderung des 
Querschnittes: eine Verlängerung des Stabes entspricht einer Ver- 
kleinerung, eine Verkürzung des Stabes entspricht einer Ver- 
gröfserung des Querschnittes. 

27* 
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Dx der ahsdute Betrag von ji, d. ä. |{i| durch j- darge- 

1 -^+4 

stellt wird, so mufs \V'\ < -^ s^i% /«ß^ %' > ist, 

/</ 

Na vier und Poisson machten infolge gewisser Spektdationen 

die willkürliche Annahme, da/s für alle Körper d^ = -— ^u 

1 '^ 

setsen ist, so daß {Jt = — resultiert, während Wertheim aus 

seinen Versuchen für verschiedene Körper (a = — — erhielt und 
demnach -S- = 1 setzte. 

Neuere Versuche über den Wert von \i rühren von Kirch- 
hoff^) und Gornu'^) her, von denen der erstere (ji als eine von 
der Natur des betreffenden Körpers durchaus abhängige Konstante 
ansieht, während Cornu die Abweichungen, welche die Beobach- 
tungen in Bezug auf Poissons Wert (0,25) geben, daraus her- 
leitet, da/s bei den Versuchen die Bestimmung der Homogeneiiät des 
Materials nicht erfüllt gewesen sei. 

Kirchhoff findet für Stahl |i = — 0,29 und für Messing 
|jt = — 0,39, 

Während OJcatow^) und Schneebeli^) für verschiedene 
Stahlsorten und sogar für verschiedene Zustände derselben Stahl- 
sorte verschiedene Werte von |i finden, erhielt Cornu für Glas- 
prismen, für welche die Bedingung der Homogeneität vollkommen 
erfüllt sein soll, im Durchschnitt |i = — 0,24, 

Wenn (i durch Versuche bestimmt ist, so findet man 



* = - 



V' 



^{jt + r 

Wenn man die Verlängerung oder Verkürzung v des Stabes 
mifst, so findet (Hooke 1679) man dieselbe der Länge (1) und 
dem belasteten Gewichte (P) direkt und dem Querschnitte (q) in- 
direkt proportional, so dafs man 

V = c.-l.P 

q 

setzen darf, falls man durch c eine Konstante bezeichnet, welche 
von der Natur der zu untersuchenden Körper abhängig ist. 

V 

Da -j- = Xi und cp = X, (1 -|- 2 fx) ist, so hat man 

-^- = c.2k.|(l +* [1 + 2{i]) 
d.h. c>t 1 + 3*__ 1 _ ^ 



1) Poggendorff, Annalen, Bd. 108. 

2) Comptes rendus, Bd. I, XIX. 

3) Poggendorff, Annalen, Bd. 119. i 

4) Poggendorff, Annalen, Bd. 140. 
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Die Gröfse s, welche durch Versuche bestimmt ist, wird der 
Elasticitäts-Eoefficient des Materials genannt, während (i die 
(positive oder negative) Qaer-Eontraktion des Materials heilst. 

Da die Gröfsen (i und e durch Versuche bestimmbar sind, so 
sind damit die Konstanten k und fr gegeben. 

Man findet ^ 

k = -^r-r- r UUd fr = — -| — .- 

, 2 (1 — |i) 2 |i + 1 . 

und hat demnach zu, setzen: 

P^ - - T^=lt V'' - 2(x + l 
Die Gröfse tx ist eine nnbenannte Zahl. 

P 

Da die Gröfse e aus- der Gleichung — = e . X, resultiert, für 

P ^ . . ' 

welche — und Xj gemessen werden mufs, so ist die Mafszahl von 

q p V 

e zugleich die Mafszahl von — für den Fall, dafs X^ = y = 1 

gesetzt werden darf, d. h. der Elasticitäts - Eoefflcient e hat 
dieselbe Mafszahl wie die für die Einheit des Quer- 
schnittes berechnete Belastung, welche der Stab um 
seine eigene Länge (v = 1) dehnen würde, falls jenseits 
der Elasticitäts - Grenze dieselben Gesetze giltig wären , welche 
unterhalb derselben in der That in Kraft sind. 

Da Xi eine unbenannte Zahl ist, so hat e auch wirklich die- 

p 
selbe Dimension wie -, d. h. die Gröfse e stellt eine für den 

q 

Querschnitt ;,Eins^ berechnete Belastung dar. 

So gilt z. B. nach Wertheim, welchem man eine gröfse 

Reihe von Bestimmungen über Elasticitäts- Verhältnisse verdankt, 

bei 15 bis 20 ^ Celsius folgende Tabelle: 

Gezogenes Blei: e = 1883. 

Gezogenes Kupfer: e = 12449. 

Gezogenes Eisen: e = 20869. 

Gezogener Gufssitahl: e == 19549. 

Um die Gröfsen e und [i zu bestimmen, kann man unmittel- 

V it . V 

bar die Dilatationen X, = y und Xo = — -j— =■ X3 für Stäbe 

beziehungsweise für Drähte messen, während andererseits fast jede 
elastische Änderung die Gröfse (i zu bestimmen gestattet, falls e 
bereits bekannt ist. 

Um e herzuleiten benutzt man mit grofsem Vorteil die ela- 
stischen Schwingungen von longitudinal erregten Stäben. 
80 kann ein Körper in einer Flüssigkeit einem Drucke aus- 
geseid werden, welcher für edle Teile seiner Oberfläche derselbe 
ist: Regnault^) hat auf diese Weise Kontraktionen beobachtet^ 
welche |x abzuleiten gestatten, falls e bekannt ist. 

1) Mem. de TAcad. des sciences de Tlnstitut de France Bd. 21. 
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Für die Fortpflanzung (v) von longitutinakn Wellen (S. 30ä) 
in Stäben findet man , falls man die DichtigJeeü des Stabes mü 
d und den Elasticitäts-Koefficienten mit e bezeichnet: die Beziehung 

c = 



=1/1- 



Wenn ein Stab von' der Länge ?, der an einem Ende festge- 
Memmt ist, in Schwingungen versetzt wird, so entspricht das 
feste Ende dem Knotenpunkte einer stehenden Wdle, d, h, die 
Bewegungen des Stabes korrespondieren mit den Bewegungs- 
Verhaltnissen einer halben stehenden Welle. 

Die SchwingungS'Dauer (T) eines solchen Stabes wird durch 

T = 



= ^'-n 



dargestellt. 

Bestimmt man auf experimentellem Wege T, l und d so findet 
man _ i_ /4jy 



§, 2. Die Arten der elastischen Verändemngen. 

Die Einteilung der Deformationen, welche an einem festen Körper 
unter dem Einflüsse eines Kräfte - Systems auftreten, weisen auf 
zwei einfache Veränderungen, welche der Wirkung einer Kraft 
und der Wirkung eines Kräftepaares entsprechen und welche dem- 
nach wiederum auf Translation und Rotation zurückweisen. 

A. Eine Kraft tritt hier als Zng oder Dmek und bewirkt 
in ihrer Richtung immer Yerlängerungen oder Yerkürznngen. 
Für die Versuche über diese elastischen Erscheinungen klemmt 
man (Wertheim) Drähte oder Stäbe mit vertikal gerichteter 
Achse zwischen zwei Flächen eines in die Mauer fest eingelegten 
Kniestückes und belastet dieselben vermittelst eines Tellers, welcher 
am andern Ende des stabformigen Körpers festgeschraubt ist. 

Wenn man die Stellung je zweiej* auf den Drähten ange- 
brachten Marken vor und nach der Belastung durch ein Kathe- 
tometer bestimmt, so erhält man die Längen des belasteten und 
die Längen des unbelasteten Drahtes, d. h. man gelangt zu einer 
Bestimmung von e. 

Dabei mufs man vor dem Verschieben durch ein Meines Gewicht 
eine vollständige Spannung des Drahtes zu erreichen suchen^ da- 
mit Meine Verbiegungen etc. eliminiert werden. 

An Kautschuk-Prismen von quadratischem Querschnitt kann 
man,(Wertheim) bei analogen Versuchen auch die Quer-Dilata- 
tion mittelst eines feinen Zirkels bestimmen. 

Statt dessen benutzt man (Regnault-Wertheim)*) besser 



1) Annales de chimie et de physique III. s^r. Bd. 23. 



— 423 — 

f 

\ 

Glasröhren oder Messingröhren ohne Naht, welche am obernEnde 

in ein feines Glasrohr auslaufen. 

Füllt man eine solche Bohre vor dem VersucJie mit Wasser , so 
nimmt die Oberfläche desselben in der feinen Glasröhre, welche 
mit dem Innern der gedehnten Bohre Icommuniciert, vor und nach 
der Belastung eine andere Stellung ein, soßafs man hier neben 
der Verlängerung der Bohre zugleich die Änderung des Bohren- 
Volumens messen kann. 

Man unterscheidet die Erscheinungen beim Zuge und beim Drucke 
als Erscheinungen der absoluten und der rückwirkenden Elasticität. 

B. Ein Kräftepaar tritt hier als Torsions-Moment auf 
und bewirkt in seiner Ebene eine Drehung gegen parallele Ebenen. 

Wertheim') untersuchte starke Stäbe in Bezug auf ihre 
Torsions-Momente 5 indem er das eine Ende derselben mit einer 
Welle versall, an welcher Belastungen angebracht werden konnten, 
während das andere Ende des Stabes fest eingeklemmt war. 

Coulomb^) untersuchte zu demselben Zwecke feine Drähte 
und Fäden durch seine Methode der Oscillationen. 

Der Winkel w, um welchen dn Querschnitt des Stabes gegen 
den festen Querschnitt desselben gedreht wird, heilst Torsions- 
Winkel. 

Für cylindrische Stäbe von der Länge 1 und vom Badius r 
findet man durch Versuche für ein Kräftepaar Pp die Beziehung 

(0 = c' . P p . — r 

falls man durch c' eine Konstante bezeichnet, welche von dem 
untersuchten Materiale abhängig ist. 

Wenn Gleichgewicht eingetreten ist, so stellen die inneren Druck- 
kräfte ein Moment Qq dar, welches als — Pp zu bezeichnen ist, 
d. h. man hat ^ 1 r* 

^ c' 1 

Das Torsions-Moment (Pp) der äufseren Kräfte, welchem 
das Torsions-Moment (Qq) der elastischen Kräfte entgegengesetzt 
gleich ist, ist unter sonst gleichen Umstanden dem Torsions- 

Koefficienten ( — ) und dem Torsions-Winkel (w) propor- 
tional. ^^^ 

Setzt man — = D, so stimmt die Mafs-Zahl von D überein 

c' 

mit der Kraft, welche bei einem Stabe von der Länge 1 und vom 

Querschnitte 1 angebracht werden mufs, um am Arme 1 einen 

Torsions- Winkel 1 hervorzurufen. 

Die Methode Coulombs beruht auf folgendem Gedankengange: 

Wenn das Torsions- Moment Qq in der That zu w proportional 

ist, so mufs eine Kraft Q, welche stets an demselben Arme q 

1) Annales de chimie et de physique III. s^r. Bd. 50. 

2) M€m. de TAcad. des sciences. Paris 1784. 



T = 2tz 1/: 
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angreift, gleichmä/sige Schwingungenhervorbringen können, 
so daß hier auch umgekehrt aus der Existenz von gleichmäßigen 
Schwingungen auf eine Proportionalität von Qqund (0 geschlossen 
werden darf. 

Coulomb klemmte Drähte von vertikal gerichteter Längsachse 
fest ein und heiastet dieselben durch eine Kugel, welche einen 
leichten Zeiger trug und über einer Winkel-Teüung Schwingungen 
machen konnte, 

Tordierte man den Faden, so traten isochrone Schwingungen 
ein, sobald derselbe sich selbst überlassen wurde. 

Die Schwingungs-Dauer (T) des Systems ist hier 

falls man das Trägheits-Moment des Systems für die Achse des 

D .r* 

Drahtes als M einführt und — ^, d. h. den (specifischen) Tor- 

sionS'Koefficienten des betreffenden Drahtes mit d bezeichnet.. 

Zur Bestimmung von M kann man die oben (S. 899) bezeich- 
nete Methode anwenden, indem man die Kugel mit einem hori- 
zontdien Zeiger versieht, welcher auf beiden Seiten belastet werden 
kann. 

Für cylindrische Stäbe sind e und jx mit D durch folgende 
Gleichung ') verbunden : ^ ^ 

Die hier behandelten Erscheinungen nennt man Erschemungen 
der Torsions-Elasticität. 

C. Wenn eine relativ starke Kraft auf einen relativ kleinen 
Teil eines Körpers wirkt, während dessen Umgebung nicht durch 
Kräfte in Anspruch genommen wird, so treten Verhältnisse auf, 
welche man als Erscheinungen der Schub- oder Scheer- 
Elasticität von den Erscheinungen der absoluten und der rück- 
wirkenden Elasticität zu scheiden pflegt. 

Mne Kugel, ivelche eine Fanzerplatte durchbohrt, nimmt dieselbe^ 
wie man zu sagen pflegt, auf Scheer-Elasticität, in Anspruch. 

Wenn gleiche Kräftepaare Parallel-Ebenen eines Körpers in 
gleicher Weise angreifen, so treten Erscheinungen auf, welche unter 
dem Titel Biegungs-Elasticität (relative Elasticität) besonders 
behandelt werden, weil sie für die Praxis von hoher Bedeutung 
sind 2). 

Für horizontale Stäbe, welche aw einem oder an beiden Enden 
eingeklemmt sind und dabei durch Kräfte in einer Vertikal-Ebene 



■ 



1) Clebsch, Theorie der Elasticität pag. 8. Vergl. auchWüllner, Lehr- 
buch, Bd. I, S. 199. 

2) Eine elementare Behandlung dieses Gebietes findet man in Wernicke 
Lehrbuch, I, S. 412 fg. 
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in Anspruch genommen werden, läßt sich in jedem Vertikal- 
Schnitte eine Faser auffinden, welche nicht verkürjst und nicht 
verlängert ist. Die Gesamtheit dieser „neutralen Fasern^ 
bildet eine Fläche, welche die „neutrale Faser schicht^ hei/st. 
Die KurvCj in welcher die Vertikal-Ebene der wirkenden Kräfte 
die „neutrale Faserschicht^ schneide, hei/st „elastische Linie" : 
dieselbe ist der geometrische Ort der Schwerpunkte aller vertikalen 
Querschnitte des Körpers, d. h, so zu sagen dessen gekrümmte 
Achse. 

Es braucht wohl kaum erwähnt zu werden, dafs bei den 
physischen Bewegungen fast immer höchst verwickelte Fälle der 
elastischen Erscheinungen auftreten, welche auf die hier skizzierten 
zurückzufuhren sind. 

So wird z. B. ein Stab bei Druck-Belastungen im allgemeinen 

zusammengedrückt und gebogen, 

D. Jenseits der Elasticitäts-Grenze der Materialien gelten die 
theoretischen Betrachtungen über die Verschiebungen innerhalb 
fester Körper nicht mehr, während es für die Praxis von grofser 
Wichtigkeit ist zu wissen, bei welcher Belastung z. B. ein Eisen- 
draht von bestimmter Beschaffenheit zerreifst. 

Man hat diese Zahlen durch Versuche bestimmt, welche den 
Elasticitäts-Koefficienten entsprechen, und welche Festigkeits-Koef- 
ficienten genannt werden. 

So zerreifst z, B. ein Stab aus Tannenholz von 1 gern Querschnitt 

bei einer Belastung von 650 Kg. 

§. 3. Die krystallinischen Materialien. 

In der Bestimmung der Elasticitäts- Konstanten derjenigen 
Körper, welche nicht als homogen aufgefafst werden dürfen, sind 
bisher *) nur relativ geringe Erfolge erreicht worden. 

Die Bestätigung der Elasticitäts - Theorie ist für heterogene 
Substanzen im wesentlichen durch die Untersuchung der Wellen- 
Bewegungen gegeben worden, welche unsem Licht-Empfindüngen 
entsprechen. 

Die Gültigkeit der elastischen Grundgleichungen ist in äufserst 
mannigfaltiger Weise an dem optischen Verhalten von Krystall- 
platten geprüft worden. 

Die physischen Körper treten bald in amorpher Form^), d. h. 
gestaltlos auf, bald in mathematisch bestimmten Gestaltungen, für 
deren Charakterisierung die Gröfse der auftretenden Flächen gar 
nicht, die Gröfse der auftretenden Winkel aber in hohem Mafse 
wichtig ist. 

1) Zur Orientierung über den Stand der Frage vergl. die Arbeiten von 
W. Voigt in Wiedemanns Annalen 1882. 

2) Gewisse Substanzen scheinen überhaupt immer in amorpher Form vor- 
zukommen. Vergl. dagegen z. B. W. 1. 
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Wenn man die KrystaUe nach ihrer geometrischen Beschaffen- 
heit einteilt, so gelangt man zu Klassen, welche auch in änderer 
{z, B. in optischer Beziehung) in durchgreifender Weise von 
einander getrennt sind. 

Man bezieht die Lage der einzelnen KrysiaU -Flächen auf 
bestimmten Koordinaien-Systemen und unterscheidet in Bezug auf 
Länge und Lage derselben sechs verschiedene Klassen von Kry- 
stallen, 

1) Das reguläre (Schtcefdkies , Bleiglanz etc.) System: drei 
Orthogonal-Ächsen von gleicher Länge. 2) Das quadratische oder 
viergliedrige {Zinnstein) System: zwei Achsen des orthogonaien 
Kreuzes sind einander gleich. 3) Das rhombische oder zwei- 
gliedrige (Schwefel) System: drei ungleiche Orthogonal-Ächsen. 
4) Das monoMine oder zwei- und eingliedrige (Gips) System: 
eine unter drei ungleichen Achsen steht auf der Ebene der andern 
beiden, welche sich nicht unter rechten Winkeln schneiden, senk- 
recht. 5) Dastrikline oder eingliedrige (Kupfervitriol) System: die 
drei ungleichen Achsen schneiden sich nicht unter rechten Winkeln. 
6) Das hexagonale oder sechsgliedrige (Quarz, Kalkspath etc.) 
System: auf der Ebene dreier gleichen Achsen, welche diese 
Ebene in sechs gleiche Teile zerlegen, steht die vierte Achse 
senkrecht. 



C. Flüssige Systeme von konstantem Volumen. 

Im zweiten Aggregat-Znstande können die einzelnen Punkte 

eines Körpers unter der Einwirkung relativ geringer Kräfte relativ 

grofse Lagen-Änderungen erleiden, während dabei das Volumen 

derselben im allgemeinen als konstant angesehen werden darf. 

Die Veränderungen des Volumens, denen eine Flüssigkeit bei 

starkem Drucke unterliegt, sind sehr gering (z. B. für 

Wasser bei dem Drucke von 1 Atmosphäre) und gleichen sich nctch 
dem Aufhören des Druckes vollkommen aus, während bei festen 
Körpern bleibende Deformationen (Elastische Nachwirkung) zu 
konstatieren waren. 

Oerstedts Piezomäer. 



%. 1. Die Begrenzung der Flüssigkeiten. 

Freie FIflssigkeits-Massen nehmen die Gestalt von Kugeln 
(Regen-Tropfen) an, während die Oberfläche einer Flflssigkeit In 
einem Gefäfse angenähert durch eine Horizontal-Ebene (senkrecht 
zum Schwerdrucke) dargestellt wird. 

Gelingt es den Schwerdruck für eine Flüssigkeit aufzuheben^ so 
nimmt dieselbe die Gestalt einer Kugd an: stellt man (Plateau) 
ein Gemisch von Wasser und Alkohol her, welches dieselbe Dichtigkeit 
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wie Eüböl hat, so schwimmt eine solche Ölmasse in dem Ge- 
mische als Kugel ^). 

FlüssigkeitS' Häutchen stellen stets Minimal-Flachen dar, 
d, h. sie bilden unter allen Flächen, welche unter analogen Ver- 
hältnissen möglich wären, diejenigen, welche den kleinsten In- 
halt haben *). 

Draht-Figuren in Seifenwasser und Seifenblasen, 

Bei der Berührung von festen Körpern und Flüssigkeiten 
treten die sogenannten Kapillar-Ersclieinungen auf, welche die 
Gestaltung der Oberfläche innerhalb eines grofsen Bereiches we- 
sentlich beeinflussen. 

In dünnen Röhren (Kapillar-Röhren) von vertikaler Achsen- 
Stellung wird die freie Begrenzung der Flüssigkeit im allgemeinen 
durch eine konkave (benetzende Flüssigkeit bei stumpfem Rand- 
winkel) oder durch eine konvexe (nicht benetzende Flüssigkeit bei 
spitzem Randwinkel) Fläche dargestellt. 

Analoges findet bei Tropfen auf einer festen Unterlage statt: 
ein Wassertropfen benetzt (stumpfer Randvrfnkel) eine reine Glas- 
platte, während dieselbe von einem Quecksilbertropfen (spitzer 
Randwinkel) nicht benetzt wird. 

Man pflegt die Kraft, welche das Äuseinanderflie/sen der Teile 
einer Flüssigkeit oder das Äuseinanderfallen der Teile eines 
festen Körpers verhindert, Kohäsionskr aft zu nennen, wäh- 
rend man dann aufserdem zwischen verschiedenartigen Körpern 
eine Adhäsion skr aft (Mus ahenbrocks Platten) anzunehmen 
gezwungen ist : bei stumpfem Bandwinkel überwiegt die Adhäsion 
des festen Körpers, bei spitzem Randwinkel überwiegt die Ko- 
häsion der Flüssigkeit. 

Kapillar-Erscheinungen treten auch bei der Berührung zweier 
Flüssigkeiten auf. 

Olivenöl bildet auf Wasser Tropfen, während Terpentinöl benetzt. 
Wenn man eine reine Quecksilber- Oberfläche (Quincke) mit 
einem Glasfaden berührt, welcher vorher in Öl getaucht worden 
und dann abgewischt worden ist, so krümmt sich die Oberfläche 
stärker {herabgleitender Papierschwimmer) infolge der Ausbreitung 
des Öles. 

Die Kapillar-Erscheinungen sind im wesentlichen Erscheinungen 
an der Grenze zweier verschiedener Systeme und werden demnach 



1) Läfst man eine solche Ölkugel an einem durchgeschobenen Draht rotieren, 
so plattet sich dieselbe ab (Erde) nnd bildet wohl anch abgespaltene Hinge 
(Saturn). Man hat durch diese Versuche die Kant-Laplacesche Hypothese 
über die Geschichte des Weltalls zu erläutern gesucht, obwohl dort Newton- 
sche Kräfte und hier Kapillar-Erscheinungen zur Geltung kommen. 

Wenn man dieThomson-Helmholtzsche Hypothese der Wirbel-Binge 
zu Grunde legt, so könnte man allerdings zu einer yollständigen Analogie ge- 
langen. 

2) Vergl. H. A. Schwarz, Miscellen aus dem Gebiete der Minimal-Flachen. 
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gleich den Reibungs-Erscheinungen in einer Asthematik (S. 44) 
zu behandeln sein. 

Ursprünglich beobachtete man in engen Röhren (tubi capülares) 
von vertikaler ÄchsenrStellung y welche in großen Gefäßen mün- 
deten, eine Erhebung oder Senkung der Flüssigkeit beziehungsweise 
bei stumpfem oder spitzem Randwinkel. 

In analoger Weise läßt sich auch zwischen zwei parallelen Platten 
eine Erhebung (Elevation) oder Senkung {Depression) von Flüssig- 
keiten beobachten. 

Zwischen zwei vertikal gestellten Platten, welche einen Meinen 
Winkel bilden, wird die mittlere Grenzkurve der aufsteigenden Flüs- 
sigkeit angenähert durch ein Stück eines Hyperbelastes dargestellt. 

Die Erhebung der Flüssigkeit im Lampendochte, Löschpapier, 
Schwamm etc. beruht auf Kapillarität. 

La place gab (1819) in seiner Theorie capülaire, welche er 
dem 10. Buche seiner Mecanique Celeste anfügte, die erste Be- 
gründung der KapiUar-Erscheinungen, während Poisson (1831) 
in seiner Nouvelle theorie de Vaction capiUaire und Gau/s 
in seinen Principia generalia theoriae figurae fluidorum in statu 
aequilibrii wichtige Erweiterungen gab. 

Die experimentelle Untersuchung dieser Erscheinungen verdankt 
man neben anderen vor allem Quincke^), welcher bei seinen Un- { 
tersuchungen über die Tropfen-Bildung dazu gelangte , für jede | 
Substanz eine bestimmte Kapillär itäts-Konstante, tvelche er speci- 
fische Kohäsion nannte, einzuführen: da dieselbe stets ein ■, 
Vielfaches (m) von 4,3 ist, so können die verschiedenen Substanzen | 
nach der Größe von m eingeteilt werden. i 

Es giebt Flüssigkeiten, welche völlig nnmisehbar sind, z. B. 
Wasser und Quecksüber. 

An der Grenze zweier mischbarer Flüssigkeiten findet stets 
ein gegenseitiger Austausch von Flüssigkeits - Teilchen (DiflFusion) 
statt, welcher zu einer Mischung der beiden Flüssigkeiten führt. 

Dasselbe tritt auch noch ein (Osmose), wenn zwischen den i 
beiden Flüssigkeiten eine Membran oder irgend eine andere poröse 
Scheidewand vorhanden ist, wobei sich gewöhnlich auf der einen 
Seite ein Überschufs von Flüssigkeit einstellt. 
Dutrochet unterschied die beiden Strömungen, welche eine poröse 
Scheidewand durchdringen, als Endosmose und Exosmose und er- 
kannte zugleich die Wichtigkeit dieser Strömungen für das Leben 
der Pflanzen und Tiere, deren Zellwände in der That die Edle 
von porösen Scheidewänden spielen. j 

Flüssigkeits- Strahlen, welche aus einem Gefäfse austreten, 
zeigen an der Abflufsstelle eine Einschnürung (contractio venae), 
d. h. sie erscheinen (bis auf % der ÖflEnungs-Fläche) im Vergleicli 
zu der ÖflEnung wesentlich verengt. 



1) la einer Reihe von Abhandlangen in Foggendorffs Annalen. 



1 
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Ein vertikal nach unten gerichteter Strahl zerreifst in einiger 
Entfernung von der Mündung infolge der zunehmenden Fall Be- 
schleunigung der Wasserteilchen, d, h, er besteht hier aus ge- 
trennten Tropfen: dieselben folgen so rasch auf einander, da/s sie 
nur bei intermittierender Beleuchtung {elecktrischer Funken) sicht- 
bar werden. 

Die Erweiterungen und Verengerungen (ßavartsche Bäusche) 
eines solchen zerrissenen Strahles rühren davon her, da/s die 
Tropfen abwechselnd aus langgeßtreckten^Formen durch die Kugel- 
gestalt in abgeplattete Formen übergehen. 

§. 2. Die Druck-Verhältnisse der Flüssigkeiten. 

Für jede Fläche, welche durch einen Piinkt im Innern einer 
Flüssigkeit gelegt werden kann, haben die Druckkräfte, welche 
hier den Veränderungen der Systempunkte entsprechen, stets den- 
selben Wert, so dafs also Unterschiede , wie sie durch die 
Elasticitäts-Koefficienten der festen Körper angedeutet werden, 
hier nicht vorkommen können. 

Man berechnet den Druck für die Fläche eines Quadrat- 
Centimeters. 

Der auf einen Teil der Flüssigkeitsoberfläche {oder auf eine 
Fläche im Innern) ausgeübte Dritck pflanzt sich im Innern der 
Flüssigkeit nach allen Bichtungen in gleicher Stärke fort. Hydrau- 
lische Fresse. 

Beim Segner sehen Wasserrade (Turbine) führt die einseitige 
Druck-Entlastung zur Rotation des Apparates: derselbe rotiert 
entgegen den Bewegungen des ausfliefsenden Strahles. 

Unter dem Einflurs der Schwere tritt in Horizontal- 
Schichten einer Flüssigkeit verschiedener Druck auf, wäh- 
rend innerhalb einer und derselben Schicht für alle Punkte der- 
selbe Druck in Rechnung zu bringen ist. 

Für alle Funkte einer bestimmten Horizontair Schicht von der 
Fläche q, welche um h von der OberfläcJie entfernt ist, ist der 
Drtick q.h .5 in Rechnung zu bringen , falls man die Dichtig- 
keit der Flüssigkeit mit 8 bezeichnet. 

Pasc als Apparat für das hydraulische Paradoxon. 

Besonders bemerkt werden mag, dafs der Druck einer Hori- 
zontal- Schicht auch in der Richtung von unten nach oben {Auf- 
trieb) nachgewiesen werden kann, indem man einen beiderseits 
offenen, abgeschliffenen Cylinder mit einer abgeschliffenen Glas- 
plaUe bedeckt und das System mit dem somit geschlossenen Ende 
in eine Flüssigkeit einsenkt: die Platte fällt bei einer bestimmten 
Tiefe der Einsinkung nicht herab. 

Giefst man Wasser in den Cylinder^ so sinkt die Platte in 
dem Augenblicke, in welchem der Druck des eingefüllten Wassers 
im Verein mit dem Schwer-Drucke der Platte den Auftrieb um 
ein Geringes übersteigt. 



— 430 — 

In den beiden Schenkeln (von gleichem oder ungleichem Kaliber) 
einer U- förmigen Röhre (communicierende Röhren 8. 409) steigt 
eine Flüssiglceit stets gleich hoch, während sich die Höhen ver- 
schiedener Flüssigkeiten (gemessen von der gemeinsamere 
Grenze aus) umgekehrt wie ihre Dichtigkeiten verhalten, 
Quellen, Artesische Brunnen, Fontänen. 

Die Unabhängigkeit des Druckes von der Richtung der ge- 
drückten Fläche führt zum Archimedischen Princip. 

Um dieses zu beweisen, kann man statt des eingetauchten 
Körpers vom Volumen v dasselbe Volumen (v) von einer Flüssigkeit 
erfüllt denken, deren Dichtigkeit (5) der umgebenden Flüssigkeit 
gleich ist: da dieses Volumen im Verein mit der umgebenden Flüssig- 
keit ein im Gleichgewichte befindliches System darstellt, so trägt 
die umgebende Flüssigkeit eine Masse vom Volumen v und der 
Dichtigkeit S, d. h. der eingetauchte Körper von der Dichtigkeit e 
übt einen Druck aus> welcher sich als (v . e) g — (v . 5) . g darstellt. 

Ein Körper schwebt (Plateaus Ölkugel) in der Flüssigkeit, 
wenn e = S ist. 

Soll ein Körper auf einer Flüssigkeit schwimmen, so mufs 
der Auftrieb des eingetauchten Volumen v', d. h. die Gröfse 
(v' . 8) . g dem Schwer -Drucke des Körpers (v.e).g gleich sein, 

so dafs man v' = v . -^- anzusetzen hat. 



Da v^ < v ist, so muß auch e <: 8 sein. 

Für jede Gleichgewichts- Lage desselben Körpers in derselben 
Flüssigkeit ist v' dasselbe: konstruiert man innerhalb des Körpers 
eine Fläche, deren Tangential- Ebenen von dem Körper gleiche 
Volumina abscheiden, so durchläuft der Körper alle Gleichge- 
wichts-Lagen, wenn man diese Fläche auf der Oberfläche der 
Flüssigkeit in geeigneter Weise abrollen läfst *). 

Um die Sicherheit des Gleichgewichtes eines schwimmenden 
Körpers zu untersuchen, bestimmt man den SchwerpunM S des 
Körpers und den Schwerpunkt der verdrängten Flüssigkeit S' : 
in S greift die Kraft (v .e)g an, während in S' die Kraß 
(«;' .8) , g isur Wirkung kommt. 

Für eine Gleichgewichts-Lage müssen S und S' auf einer 
Vertikalen liegen, für benachbarte Lagen tritt ein Kräftepaar auf^ 
welches entweder zur alten Lage (stabil) zurückstrebt oder auf 
eine neue Lage (labil) hindrängt. 

Wenn sich in der Nähe einer Gleichgewichts - Lage andere 
Gleichgewichts- Lagen befinden, so ist das Gleichgewicht labil. 

Wenn ein Flüssigkeits-Strahl aus einer Öffiaung eines Gefäfses 
hervorströmt, .welche von dem Rande der Flüssigkeit um h ent- 
fernt ist, so ist die Ausflufs-Geschwindigkeit (v) desselben ge- 
geben als V = V2 g h. 






I 

i I 
I I 



1) Vergl. W. 3. 
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Wenn clie FlüssigJceitS'Masse m ausströmt^ so sinkt gleichjs^eüig 
innerhalh des Gefäfses die Massem um die Hohe h, d, h. das Sy- 

stem leistet die Arbeit (mg) h, welche als Energie — m v' des 
FlüssigJceitS'StraMes zur Geltung kommt, '^ 

Dieses Theorem wurde 1641 von Torricelli aufgefunden. 



D. Flüssige Systeme von variablem Volumen. 

Der dritte Aggregat-Znstand steht zu dem zweiten in naher 
Verwandtschaft, insofern als die Grundbeziehung über die Unab- 
hängigkeit des Druckes von der Richtung auch hier vor- 
handen ist. 

Von einer Konstanz des Volumens darf hier auch nicht ange- 
nähert gesprochen werden, da man mit einer gegebenen Gasmasse 
im allgemeinen beliebige Räume auszufüllen imstande ist. 

§. 1. Der Lnft-Drack. 

Die Gasmasse, welche unsere Erde in einer Höhe von etwa 
10 Meilen umgiebt, besteht, abgesehen von kleinen Beimischungen, 
aus 79 Raumteilen Stickstoff und 21 Raumteilen Sauerstoff. 

Um den Druck der Atmosphäre nachzuweisen, welcher nach 
dem grundlegenden Satze über die Fortpflanzung des Druckes an 
allen Orten, welche mit andern kommunicieren können, für alle 
Richtungen derselbe ist, stellt man einen geschlossenen Raum her, 
welcher bis zu einem gewissen Grade von Luft befreit ist. 

Wenn man die Decke eines allseitig geschlossenen Gefäfses 
aus einer trockenen Membran (oder durch eine dünne, mit Fett 
aufgekittete Glasplatte) herstellt, so wird diese Decke beim Ent- 
leeren des Gefäfses durch den Luftdruck zersprengt, weil hier der 
Gegendruck fehlt. 

Benutzt man als Decke eine ausgehöhlte Holzplatte, auf 
welcher sich Quecksilber befindet, so wird dieses in das Gefäfs 
hineingeprefst. 
Die Luftpumpe mit Stiefel wurde 1650 durch Otto v. Guericke 
in Magdeburg erfunden, Magdeburger Halbkugeln, 

Ein Modell eines solchen Apparates ist in Figur 83 a im 
Schema dargestellt worden: Ein luftdicht anscMiefsender Kolben 
bewegt sich in der cylindrischen Bohre S (Stiefel), welche durch 
einen eigentünUichen Hahn H2 bald unter Abschluß gegen außen 
mit der Glasglocke R {Recipienten), bald unter Abschluß gegen 
den Becipienten mit der äujseren Luft verbunden werden kann. 
Die zweifache Stellung des Hahnes JB2? welcher mit einer doppelten 
Durchbohrung versehen ist, wird durch Figur 83 b dargestellt. 

Wenn der Kolben auf dem Grunde des Stiefels aufgesetzt ist, 
wird die Verbindung mit dem Becipienten hergestellt, dessen 
Luft bei dem nun folgenden Aufgange des Kolbens zum Teil in 
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den leeren Eaum des Stiefels strömt; für den Niedergang des 
Kolbens wechselt man die HaknsteRung, so daß die Luft aus S 
nunmehr in die äußere Luft ausströmt, wodurch die Ausgangs- 
stellung des Apparates wiederum erreicht ist. 
Der Hahn Hi dient sur Absperrung des Becipienien. 




m; 



Es ist anmöglich mit der Luftpumpe ein wirMichss Vacuum 
zu erzeugen, weil einerseits im Apparate keine vollständige Dich- 
tungen erreicht werden können und weü andrerseits fleischen 
Kolben und Stiefelboden beziehungsweise in der Bohrung des 
Hahnes {schädlicher Baum) stets Luft eurückbUibt. 

Die Hähne, deren Handhabung immerhin unbequem ist, können 
durch sdbstthätige Blasen- Ventile ersdst werden. 

Statt dieser Luftpumpe, welche mit einem oder mit swei Stie- 
feln konstruiert werden kann, bemttst man in den Laboratorien 
melfaeh Aspiratoren. 

■ Die Figur 84 stellt den Bunsenschen Aspirator dar, neben 
wclchan allenfalls noch die Stammer sehe Konstruktion zu nennen 
wäre: das Enße M der wetteren 
Bohre tvird mit einer Wasserleitung 
verbunden, durch deren Inkalt das 
enge Bohr (0) umspült wird. 

Das abfließende Wasser {N) reißt 
die Luft aus dem engen Bohre 
mit sich fort, so daß der Reci- 
pieni B langsam entleert wird. 

Sprengeis Qttecksäber - Luft' 
pumpe. 

Nachdem die Existenz des Luft- 
Druckes konstatiert ist, gelangt man 
zu einer sachgemäTsen Erklärung 
einer Reihe von Erscheinungen. 

Wenn man die Mündung einer 
14. mit Wasser gcfüäien Flasche unter 
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Wasser umkehrt, so hält der Lußdrtick das Wasser in derselben 
fest; analoges geschieht in freier Luft, wenn man die bis zur 
Mündung gefüllte Flasche mit Papier bedeckt und dieselbe um- 
stülpt. 

Läfst man den Beckd einer Cigarrenkiste über den Band 
eines Tisches hervorragen, während man Tisch und Deckel mit 
einem eng aufliegenden Papiere bedeckt, so zerschmettert ein 
kräftiger Faustschlag {von oben nach unten) den Deckel, ohne ihn 
vom Tisch herabzuschleudern. 

Saug- und Stech-Heber, Herons-Ball und Herons-Brunnen, 
Mariottesches Gefäfs etc. 

Die Gröfse des Luft-Druckes wurde (1643) durch Torri- 
celli bestimmt, welcher, dem Gedankengange von Vives folgend, 
eine einseitig geschlossene Glasröhre . die etwa 90 cm lang war, 
mit Quecksilber füllte, um sie darauf mit verschlossener Mündung 
umzukehren und unter Quecksilber zu öffnen. Das Quecksilber- 
Niveau in der Röhre sank, bis es etwa 760 mm oder 28" Paris 
über dem Quecksilber-Niveau des zweiten Gefäfses stand, d. h. der 
Luft-Druck hält einer Quecksilber-Säule von etwa 760 mm Höhe 
das Gleichgewicht. 

Oberhalb des Quecksilber-Niveaus entsteht ein luftleerer Raum 
(Vacuum). 

Der Luft-Druck ist demnach pro QuadrairCentimeter gleich dem 
Schwer - Drucke von 76 Kubik-Centimeter Quecksilber, dessen 
Dichtigkeit ja durch 13,6 dargestellt wird: man findet 76 .13,6 .g, 
d. h. ungefähr 1033 Dyn pro Quadrat- Centimeter. 

Man wendet den bezeichneten Druck öfters unter dem Namen 
„Atmosphäre'^ als Einheit der Druck-Messung an. 

Derselbe Druck entspricht einer Wasser- Säule von 10% m 
Höhe: in einem Brunnen kann das Wasser durch Aufziehen des 
Kolbens, wobei ein luftleerer Baum entsteht, höchstens umlO%m 
gehoben werden. 

Eine verfehlte Brunne^i- Konstruktion zu Florenz bot Torri- 
celli die Veranlassung, seine Versuche anzustellen, wodurch der 
„Horror vacui^ völlig beseitigt wurde. 

Wenn man ein Torri cellisches Vacuum von beträchtlicher 
Gröfse mit einem Recipienten verbindet, so wird die Luft in dem- 
selben erheblich verdünnt. 

Geifslers Quecksüber-Luftpumpe '). 

2. 

Die Betrachtungen, welche bei Flüssigkeiten von konstantem 
Volumen zum Archimedischen Principe führen, gelten auch 
für Gase. 

Um den Auftrieb der Luft nachzuweisen, benutzt man das 



l) Vergl. Poggendorff in seinen Annalen Bd. 125. 
Wem Icke. 28 
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Baroskop {Dasymeter) v. Guerike, welches aus einem Hebd 
besteht, welcher an einem Arme durch eine luftgefüUte Hohlkugel 
aus Glas von relativ grofsem Volumen und am andern Arme 
durch eine massive Metallkugel von relativ Tdeimm Volumen so 
heiastet ist, da/s die Hebelarme in gewöhnlicher Luft hori- 
eontal stehn : unter der Luftpumpe senkt sich die Hohlkugel, wenn 
der Recipient entleert wird, 

Theorie des Luftballons. Montgolfier benutzte (1780) ver- 
dünnte Luft, während Charles später Wasserstoffgas mr Füllung 
des Ballons verwandte. 

Bei genauen Wägungen mufs die Korrektion des Schwer- 
Druckes, welche dem Auftriebe (S. 407) entspricht, berücksichtigt 
werden. 

3. 
Bewegte Flüssigkeits-Teile ändern den Druck ihrer Umgebung 
bei allen Flüssigkeiten. 

Zum Nachweise solcher Druck-Änderungen kann man sich eines 

von Buff konstru" 
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ierten Apparates, der 
in Figur 85 dar- 
gestellt vd, bedienen: 
Tritt aus N ein 
Luftstrom in die 
weitere Röhre, so ent- 
steht in eine Druck- 
Entlastung , welche 
durch das Queck- 
süber-Manometer (ß. 
439) angezeigt wird: 
die Kuppe A2 steigt, während die Kuppe Ai sinkt. Hydrody- 
namisches Paradoxon. Apparat von Clement und Desormes, 
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85. 



§. 2. Das Barometer. 

1. 

Eine, mit einer Skala versehene , Torricelli sehe Röhre 
stellt im Verein mit dem weiteren Gefäfse die einfachste Form 
(Gefäfs-Barometer) eines Barometers dar, d. h. eines Appa- 
rates, welcher zur Bestimmung des Luft-Druckes dienen kann. 
Um die Feststellung der Niveati-Differenz su erleichtern, stelU 
man den Boden des weiteren Gefäßes aus Leder dar, so da/s der 
untere Quecksilber-Spiegel stets mit einer festen Elfenbcin-Spüee 
in Berührung gebracht werden kann, bei welcher der Nullpunkt 
der Skala liegt. 

Durch Kapillar -Erscheinungen werden für ein Gefäfs-Baro- 
meter gewisse Korrektionen bedingt , welche nicht immer mit 
Sicherheit zu ermitteln sind. 
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Diese Korrektionen lassen sich nahezu vermeiden, wenn man 
die offene Seite des Tor ri cellischen Rohres nach oben biegt 
und"somit das weitere Gefäfs ganz ersetzt. 

Bei einem solchen Heber-Barometer sind die Kapillar- 
Korrektionen fiir]Jbeide Schenkel in gleicher Weise anzubringen, so 
dafs sich dieselben bei der Bestimmung der Höhen-Differenz fort- 
heben. 

Man stellt hier ein Kathetometer beide Male auf die höchste 
Kuppe des Quecksilbers ein, falls nicht auf dem Bohre selbst 
eine Teilung angebracht ist. 

Genau genommen verhalten sich beide Quecksitber-Kuppen 
nicht gleich: die obere ist erfahrungsmäfsig stets etwas flacher. 

Da sich bei der Füllung eines Torricellischen Rohres bei 
aller Vorsicht kleine Luftblasen zwischen Glas und Quecksilber 
ansammeln, welche später den über dem oberen Quecksüber- 
Spiegel gelegenen Raum ausfüllen, so mufs das Barometer ausge- 
kocht werden. 
Da/s Quecksilber und Bohr vor der Füllung mit äußerster Sorg- 
faU gereinigt werden müssen, soll besonders erwähnt werden. 

In neuerer Zeit hat man die Gestalt-Änderung einer ge- 
schlossenen, mit verdünnter Luft gefüllten, Röhre dazu benutzt, 
um das Quecksilber-Barometer zu ersetzen. 

Bourdon ') führte eine beiderseitig geschlossene Röhre von 
kreisförmigem Querschnitt, an deren Enden eine Hebelübertragung 
einen Zeiger über einer Skala in Bewegung setzt als Baromfetre 
m^talliqne (Aneroid-Baromet'er) ^) ein. 

Wenn man ein solches Barometer von Zeit zu Zeit mit einem 
Quecksilber-Barometer vergleicht, so kxinn man dasselbe auch zu 
wissenschaftlichen Messu/ngen verwenden. 

2. 

Für alle Punkte einer Horizontal-Schicht (S. 429) des Luft- 
Meeres, das uns umgiebt, ist der Luft-Druck angenähert der- 
selbe. 

Für die Abhängigkeit von Erhebung und Barometerstand gilt 
der wichtige Satz, dafs die Barometerstände für Erhebungen, 
welche eine arithmetische Reihe bilden, in geometrischer 
Reihe abnehmen. 
Denkt man einen vertikalen Luft-Cylinder von der Temperatur 
0^ aus der Atmosphäre herausgeschnitten und durch Horizontal- 
Ebenen El, Ei, Es von gleichem Abstände (e) zerlegt, so 

entsprechen den Erhebungen \ •= e, h^ =^ 2e, h^ =^ 3e, . . . 
die Barometerstände fti, 62? ^s> 



Comtes rendas Bd. 37. 
VY^po^ = feucht, flüssig. 

28' 
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Nimmt man e so Mein an, daß die Dichtigkeit der Luft 
ä,, ^2* ^3> etmschen je zwei Horizontal' Ebenen als kon- 
stant betrachtet werden darf, so istj falls S die Dichtigkeit des 
Quecksilbers bezeichnet, für die Erdoberfläche Eo 

S . 60 = W + <^2 + • • ') ^ ^= f ^wÄ für El, E2, Es . . . 
6.6, = /• — dl ,e 

8 .b^ = f — (dl + dl) e 
S.bs = f — {di + d2 -\- ds) e 



Demnach hat man: S (60 — bi) = d^ . e, 

S (bi — 63) = d.2 . e. 



• • • • 



und auch 6,, — ^1 di 6, — 62 ^2 

fei — 62 d^* 62 — fes ^s' 
Nach dem Boyleschen Gesetze, auf das wir noch zurück- 
kommen, verhalten sich die Dichtigkeiten zweier Volumina des- 
selben Gases unter sonst gleichen Umständen wie die Drucke, 
unter denen sie stehest, so da/s also 

dl : ^2 = bi : 62, ^2 • ^3 = fe2 • ^3> 

zu setzen ist. 
Demnach folgt 

feo — fei fe| fe| — fe2 fe« 

fei — fez "" fea ' fei — fe3 ~~ ^3 ' 
d. h. feo : fej = fe, : fe2 = fe, : fes = 

Bezeichnet man den echten Bruch 7^ mit k, so ist 

feo 

fe,, = fco j^^ j^ = A;' . feo, fe2 = fc* . feü, fes = Aj» . feo, 

Wenn man für die Erhebungen hp = p ,e und hq = q . e 
die Barometerstände bp und b^* abliest, so hat man 

bp = kP . feo und bq =^ k9 , feo, d. h, 
log bq — hg b^ __ _ ^ 
logk - ^ P- 

Man bestimmt mit Hülfe der Konstante k demnach die Höhen- 
Differenz p — q aus den gemessenen Barometerständen bp und bq. 

Beobachtet man einmal zwei Barometerstände bp und bq für 
eine bekannte Differenz p — q, so läfst sich die Gröfse k ein für 
alle Mal berechnen. ^ 

Eamond fand (1811) durch Beobachtung für — -, — ird^n 

Wert 18393, während eine angenäherte Rechnung die Gröfse als 

- VT— J- = 18392 m 
M. d, 

darzustellen gestattet, indem M den Modulus (0,4343 . . .) des zur 

Rechnung benutzten Logarithmen-Systems bezeichnet. 
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Der Barometerstand (6^) im Niveau des Meeres beträgt 760 mm, 
während für eine Temperatur von Ö® die Luft hier 773 mal 

leichter ist als Wasser, so dafs d, = -j^;^ zu setzen ist. 

Perrier beobachtete (1648) auf Veranlassung Pascal s auf 
dem Puy de Dome zum ersten Male, dafs der Luft-DrucJc mit 
der Höhe (für den Versuch 5" Pariser) abnimmt. 

Da die Spiegel der verschiedenen Meere nicht gleich hoch sind, 
so müssen für die Vergleichung von Höhen NormalpunJcte einge- 
führt werden: Der Normal- HöhenpunJct der Berliner Sternwarte 
liegt etwa 37 m über dem mittleren Niveau des deutschen 
Meeres. 

Da die betrachtete Luftsäule in Wirklichkeit nicht die Tem- 
peratur 0" C. hat , so mufs darauf Rücksicht genommen werden, 

dafs die Dichtigkeit der Luft für t® durch :j — -- — - dargestellt 

11 1 + at 

wird, wobei a = öt^ää den Ausdehnungs - Koefficienten (Dilata- 

tion) der Luft bezeichnet. 

Aufserdera spielt der Feuchtigkeits - Gehalt der Luft eine 

grofse Rolle. 

Wenn man aus allere vorhandenen Messungen bo für ein be- 
stimmtes Niveau herzustellen sucht, so findet man, dafs 6,, streng 
genommen keine Konstante ist, dafs sich diese Gröfse vielmehr 
mit Länge und Breite ändert *). 

Der Barometerstand ist im allgemeinen bei Nordostwind am 
höchsten und bei Südwestwind am niedrigsten, so dafs man aus 
den Barometer-Messungen auf bestimmte Luftströmungen und da- 
mit auf die Veränderungen des Wetters schliefsen kann. 

Seewarte zu Hamburg. Die WetterJcarten der täglich er- 
scheinenden Zeitungen, 

Bei der Bestimmung des Barometerstandes hat man, abge- 
sehen von der Kapillar-Korrektur, für welche bestimmte Tabellen 2) 
existieren, folgende Korrektionen anzubringen 

Wenn man bei der Temperatur t den Barometerstand bt abge- 
lesen hat, so mufs man darauf Rücksicht nehmen, dafs die Skalen- 
Einheit bei einem linearen Ausdehnungs - Koefficienten X bei der 
Temperatur t die Länge 1 + ^ • ^ hat , dafs man also bei Tem- 
peraturen über 0^ für den Barometerstand einen zu kleinen Wert 
erhält und bt . (1 + ^ • ^) statt bt einzuführen hat. 

■ Da ferner die Volumen-Einheit des Quecksilbers bei t** in 
1 + q . t übergeht, so erhält man bei Temperaturen über 0" für 



1) Vergl. Schoner. Poggendorffs Annalen 26. 

2) Eohlraüsch, Leitfaden, TabeUe 16. 
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den Barometerstand einen zu grofsen Wert, d. h. man hat bt 

durch ..—r- — I zu ersetzen. 

l-[-<l-t 14-Xt 

Demnach hat man bt z,^ — '— oder angenähert 

1 + q.t 

b (1 - [q - X] t) 

für bt anzusetzen. | 

Für q ist 0,0001815 einzusetzen, während X für Glas den 

Wert 0,00000 9 J2 und für Messing den Wert 0,0000189 hat. 

I 

$. 3. Das Boylesche Gesetz. I 



Umschliefst man eine Gasmasse durch einen vertikal stehen- 
den Cylinder, in welchem ein Kolben mit horizontaler Grundfläche 
bewegUch ist, so gelangt das System bei einer gewissen Belastung 
des Kolbens ins Gleichgewicht: eine Verminderung der Belastung 
führt zu einer Vergröfserung , eine Vergröfserung der Belastung 
führt zu einer Verkleinerung des eingeschlossenen Gas -Volumens. 
Boyle fand (1662) für diese Änderungen das Gesetz, dafs 
die Dichtigkeit des Gases stets dem Drucke proportional ist, 
falls keine Temperatur-Änderungen eintreten. 

Um dieses später (1679) von Mariotte neu formulierte Gesetz 
zu beweisen, benutzt man einseitig verschlossene Glasrohren mit 
Quecksilberfüllung. 

Eine Torricellische Bohre, welche in einem mit Quecksilber 
gefüllten Cylinder von vertikaler Achse auf und ab bewegt werden 
kann, dient zur Untersuchung von verdünnter Luft, indem man 
in das Vacuum derselben eine Luftblase einsteiget! läfst und 
für verschiedene Stellungen Volumen und Druck bestimmt. 

Eine heberförmige Röhre, deren längeres Ende offen ist, dient zur 
Untersuchung von komprimierter Luft, indem man in den kürzeren 
Schenkel derselben Luft bringt und im längeren Schenkel Queck- 
silber-Säulen von verschiedener Höhe als Belastung anwendet. 

Pas Boylesche Gesetz ist (1845) von Regnault in einer 
sehr ausgedehnten Untersuchung genauer geprüft worden, welche 
dessen Gültigkeit für alle Gase, solange dieselben von ihrem Con- 
densations- Punkte weit genug entfernt sind, innerhalb gewisser 
Grenzen der Annäherung aufser Zweifel stellt. 

Die Beobachtungen von Natterer und Cailletet haben die 
Regnault sehen Ergebnisse durchausbestätigt, so dafs die sirenge 
Gültigkeit des Gesetzes, welche man früher annahm, auch hier 
innerhalb der Grenzen des Thatsächlichen durch angenäherte GriU- 
tigkeit zu ersetzen ist. 

Bezeichnet man Druck und Volumen beziehungsweise durch 
p und v, so lautet der Ausdruck des Boy leschen Gesetzes 

V . p = constans. 
Statt dessen darf man auch sagen, dafs sich die Volumina einer 



\ 



■ 
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Gasmasse umgekehrt verhalten wie die Drucke^ unter denen die- 
selbe steht. 

Gemäfs dem Boy leschen Gesetze mifst man den Druck ein- 
geschlossener Gase oder Dämpfe durch Manometer. 

Man unterscheidet offene Manometer ^ in denen der fragliche 
Druck z, B, durch eine Quecksilber^ Säule und geschlossene 
Manometer, in denen der fragliche Druck z. B, durch eine abge- 
sperrte Luft^Masse gemessen wird. 

Um die Dichtigkeit eines Gases zu bestimmen, benutzt man ent- 
weder die Methode von Dumas oder von Gay-Lussac (Hof- 
mann). 

Begnault stellte (1847) für Luft unter 45^ Breite in der Höhe 

des Meeres-Niveaus die Dichtigkeit gegen Wasser auf fest. 

1 Liter Luft wiegt 1^293 Gramm, während 1 Liter des leich- 
sten Gases, des Wasserstoffs 0,0896 Gramm unegt. 

§. 4. Die Gay-Lnssacsche Formel. 

Wenn eine Gasmenge immer unter konstantem Drucke p ge- 
halten wird, so nimmt sie bei t" C. das Volumen 

Vp,t = Vp,o (1 + at) 
ein, falls man ihr Volumen bei ** C. mit Vp, o bezeichnet. 

Die Konstante a ist nach Gay-Lussac (1812) für alle Gase 
dieselbe (Konstanz des Ausdehnungs-Koefficienten) und ist durch die 

Zahl 0,003665 , d. h. angenähert durch die Zahl -^=^ darstellbar. 

Das Volumen eines Gases hängt von zwei Gröfsen (Druck und 
Temperatur) ah, so da/s der Wert desselben durch einen doppelten 
Index gekennzeichnet werden muß. 

Das Zeichen Vp^ t iedeutä für p = 760 mm und t = 20^ C. 
ein Vdumen, das bei 20^ C. unter 1 Atmosphäre Drtick steht. 

Wenn man das Volumen Vp, t = Vp, « (1 + « t) unter konstanter 
Temperatur t wiederum auf das Volumen Vp, o reduciert, so steht das- 
selbe unter einem Drucke p', so dafs also Vp, o = Vp*, t gesetzt wer- 
den darf. Nun gilt hier im Hinblick auf das Boylesche Gesetz 
die Beziehung p' = p (1 + oct). 

Hier bedeutet p' den Druck des Volumens Vp, o = Vp«, t bei 
t^C. und p den Druck des Volumens Vp, o = V,t ^®i 0®C., d. h. 
man hat Pv, t = Pv, o (1 + a t). 

Bezeichnen nun pt und Vt zusammengehörige Werte von Druck 
und Volumen, welche der Temperatur t entsprechen, so ist nach den 
obigen Formeln Pt. Vt = po . Vo (1 + o^ t)- 

Den Ausdruck der letzten Formel pflegt man das Boyle- 
Gay-Lussacsche Gesetz zu nennen. 

Für Vo = Vt, beziehwngsjLceise für Po = Pt erhält man wieder 
die obigen Formeln. 



440 — 



Wenn man t = T setzt, so gelangt man zu der Formel 

pt . Vt = a . (po . Vo) T, 
d. h. das Produkt aus zusammengehörigen Werten von Druck und 
Volumen ist der Gröfse T, welche absolute Temperatur genannt 
wird, proportional. 

Ein Thermometer nach Celsius jseigt durch die Autsdehnung 
oder VerMrjsfung des Quecksilber fadens, die man an einer Skala 
mifst, an, dafs gewisse Erscheinungen {Wärme -Zufuhr oder 
Wärme-Abfuhr) eingetreten sind, welche gleichzeitig als eine Stei- 
gerung oder Verminderung unserer Wärme- Empfindungen wahr- 
genommen werden können. 

Der Anfangspunkt der Skala, d, h. 0^ C. entspricht dem Ge- 
frierpunkte des Wassers, währenddessen Siedepunkt durch 100^^ C. 
dargestellt wird. 

Für ein Thermometer nach Eeaumur gelten dieselben Be- 
seichnungen, falls man die Zahl 100 durch 80 ersetzt. 



Die SubstittUion t ^= T 



a 



:273 bedeutet, da/s 



man den Anfangspunkt {S, 149) in Sichtung der Wärmeabnahme 
um 273 Grade verlegt. 

Wenn die Gay-Lussacsche Formel für — 273^ C, noch 
in Geltung sein sollte, so umrde am „aibsoluten^ Nullpunkte 
(T =. 0) kein Druck mehr vorhanden sein. 

Es ist höchst beachtenswert, dafs die Wort- Verbindung „Vo- 
lumen einer Gasmenge ^ überhaupt keinen Sinn hat, falls man nicht 
bestimmte Festsetzungen über Druck und Temperatur stillschweigend 
voraussetzt. 

Um die Menge zweier Gase zu vergleichen, mufs man dieselben 
auf gleiche Temperatur und gleichen Druck reducierep. 

Man wählt für die Vergleichung gewöhnlich ® und 760 mm 
Quecksilber- Druck, 

Bestimmt man die Dichtigkeit der Gase ein für alle Mal für 
eine bestimmte T^emperatur und einen bestimmten Druck, d. h. für 
einen sogenannten Normal-Zustand, so darf man abkürzend schlecht- 
hin von der Dichtigkeit der Gase sprechen. 

Man wählt hier als Einheit das Gas von geringster Dichtigkeit^ 
den Wasserstoffe und nennt die Dichtigkeit , bezogen auf die Ein- 
heit^ die Dampfdichte, 

Man findet als Dampfdichte für Sauerstoff 16 y für Stickstoff 
14, für Chlor 35,5 etc, d, h, lauier Zahlen von relativer Ein- 
fachheit. 

Das Gewicht eines Liters Wasserstoff im Normalzustande (S, 
439), d, h, 0,0896 Gramm keifst nach Hof mann ein Krith. 
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g. 5. Diffusion und Absorption. 

Auch bei den Gasen findet bei direkter Berührung oder bei 
Berühung durch poröse Scheidewände eine starke Diffusion statt. 
Der Druck eines Gas-Gemisches wird durch das Daltonsche 
Gesetz bestimmt : Wenn mehrere Gase einen Raum v ausfüllen, 
so ist der Druck des Gemisches gleich der Summe der Einzel- 
Drucke, welche jedes Gas ausüben würde, falls es für sich den 
Kaum V einnähme. 

Dieses Gesetz ist für die Bestimmung des atmosphärischen Druckes 
von großer Wichtigkeit, namentlich in Bezug auf den Wasser- 
dampf j welcher stets in der Luft enthalten ist. 

Auch Flüssigkeiten nehmen beträchtliche Mengen von Gasen 
in sich auf (Absorption) und zwar ist hier nach dem Henry sehen 
Satze das absorbierte Volumen stets unabhängig vom Druck. 
Bunsen nennt die Mafs-ZaM des auf 0^ und 760 mm redur 
eierten Gas -Volumens^ welches die Volumen-Einheit der Flüssig- 
keit aufnimmt, den Absorptions-Koefficienten des betreffenden Sy- 
stems, 

Endlich nehmen auch feste Körper beträchtliche Mengen von 
Gasen in sich auf und zwar tritt hier zum Teil eine wirkliche 
Absorption, zum Teil eine Kondensation auf der Oberfläche ein, 
wobei die Grenzen übrigens fliefsend sind. 

Als Beispiel für Absorption ist vor allem das Verhalten des 
Palladiums zu nennen, welches Wasserstoff begierig aufsaugt. 

Als Beispiel für Kondensationen mögen die Mos er sehen 
Hauchbilder angeführt werden. 



3. I>ie atomistische Hypothese. 

Im Gegensatz zu der hier vertretenen Behandlung der phy- 
sischen Erscheinungen, deren Aufgabe mit der Beschreibung 
des Thatsächlichen erfüllt ist, hat man von jeher versucht, 
durch Spekulationen über das Wesen der Dinge Aufschlufs zu er- 
halten. 

Natürlich hat man in der Entwicklung der modernen Natur- 
wissenschaft immer und immer wieder auf jene atomistischen Hypo- 
thesen zurück gegriffen, welche ursprünglich für den antiken 
Materialismus charakteristisch waren. 

Indem man aufserdem, durch das Gefüge der Sprache ver- 
führt, die Kräfte fast zu selbständigen Wesen aufbauschte, anstatt 
sie als Funktionen der Bewegung anzusehen , fafste man die Welt 
als ein System von unteilbaren Elementen (Atomen) auf, welche 
gewissermafsen als Behausung (Sitz) der verselbständigten Kräfte 
angesehen wurden. 
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Indem man femer aus den Atomen der Körper und aus den 
hinzu .gedichteten Atomen eines gedachten Mediums, des Äthers, 
Körper-Moleküle >) und Äther-Moleküle aufbaute , glaubte man der 
Kätsel letztes geiunden zu haben und übersah, dafs diese Ge- 
staltungen der produktiven Phantasie nichts aussagten, als was 
man selbst in sie hineingelegt oder besser hineingedichtet hatte. 

Der Atomismus, welcher innerhalb der Wissenschaft als be- 
seitigt gelten durfte ^), ist in neuer Zeit wiederum aufgelebt, weil er J 
für die Darstellung der Gesetze gasförmigei* Körper gute Dienste \ 
zu leisten schien. | 

Es läfst sich auch gar nicht leugnen, dafs die atomistische l 

Auffassung der Materie im gewissen Sinne zu einer Veranschauli- ' 

chung von Vorgängen zu führen scheint, welche bei einer Be- 
schreibung des Thatsächlichen weniger aufgeklärt erscheinen. 

Diese Veranschaulichung ist aber in der That nur scheinbar 
vorhanden, weil eine geschärfte Analyse in der bisher gegebenen 
Theorie des Atomismus innere Widersprüche nachweist^). 

So bekennt z. B. Wüllner *) im Hinblick auf Fechners Atom- 
Lehre: ;,Dafs das Atom nach dem vorigen selbst wieder, wenn ich 
so sagen darf, atomistisch gefafst werden mufs, leuchtet ein; denn 
nur dann ist die- Verschiedenheit der physikalischen Atome fafs- 
bar, wenn wir sie als Modifikationen einer Materie ansehen. Ob aber 
dann die Grundlage der physikalischen Atome, das philosophische 
Atom, als etwas ausgedehntes, oder ob es als einfacher, materi- 
eller Punkt aufzufassen ist, das ist eine. Frage, welche lediglich 
der Spekulation angehört^. 

Li der That ist die sehr berechtigte Forderung, das Atom 
wiederum atomistiscb zu fassen, ein Hinweis auf einen pro- 
gressus in infinitum, welcher die Veranschaulichung, um deren 
willen man die Atome einst wieder erfunden hat, vollständig zu nichte 
macht, da es uns einmal nicht gegeben ist. Unendliches anzuschauen. 

Die moderne Gas-Theorie, die man übrigens anerkennen oder 
verwerfen kann, ohne die fest begründete mechanische Theorie der 
Wärme in ihren Grundzügen irgend wie anzutasten*), hat den 
Atomismus, wie schon erwähnt, von neuem aufleben lassen. 

Aus der Annahme, dafs ein Gas aus elastischen Gruppen von 
Atomen (Molekülen) besteht, welche in grader Linie mit konstanter 
Geschwindigkeit fortschreiten, bis sie auf ein Hindernis stofsen, 
hat man versucht eine Gleichung 



1) Bammelsberg, Grundrifs der Chemie, S. 13: Ein Molekül ist die 
kleinste Menge eines Körpers im "freien Zustande; ein Atom ist die kleinste Menge 
eines Elementes in dem Moleküle seiner Verbindung. 

2) In Bezug auf diese Beseitigung vergl. die betreffende Arbeit von Lass- 
witz in Poggendorffs Annalen, Bd. 153. 

3) Vergl. Lange, Geschichte des Materialismus. 



4) Lehrbuch, I, S. 167. 

5) G. 



Kirch hoff behandelt z. B. in seinen Vorlesungen die Wärme ohne 
Hinblick auf die kinetische Gas-Theorie und giebt nur am Schlüsse einen Abrifs ^ 

derselben. 



I 
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p . V = k.f 
abzuleiten, in welcher p, v und f Druck, Volumen und Energie 
des Gases bezeichnen, während k eine Konstante bedeutet *). 

Fügt man nun die Annahme hinzu, dafs die Energie der ab- 
soluten Temperatur des Gases ' proportional ist, so gelangt man 
allerdings bei passender Konstanten Bestimmung (k') zur B o y 1 e == 
Gay-Lussacschen Gleichung 

p . V = k' . T. 

Daraus findet sich dann für die konstante Geschwindigkeit v 
der Gas-Moleküle die Beziehung 



= 113]/ 



2 T Meter 



m Sekunden ' 
falls man das Molekular-Gewicht des betreffenden Gases mit m 
bezeichnet. 

Bei ** C. erhält man * z. B. für Wasserstoff (m = 2) den 

Wert V = 113 1/273 = 1874 e¥^^. 

Sekunden 

Unter dem Molekular- Gewichte eines Gases versteht man die 

Zahl , welche das Gewicht eines solchen Gas-MoleMls in seinem 

Verhältnisse ^um Gewichte eines Wasserstoff-MoleJcüls angiebt. 

Diese Zahlen, welche in der That als Proportionalen eine große 
BedetUung (Verbindungs-Gewichte) haben, führen dann su dem 
Satze, dafs die Dampfdichten verschiedener Gase sich toie deren 
Molekular- Gewichte verhalten. 

Daraus folgt der Ävogadrosche (1810) Satis: Gleiche Volu- 
mina verschiedener Gase enthalten unter analogen Verhältnissen 
die gleiche Anzahl von Molekülen, 

Die Gas-Moleküle, welche aus Atomen zusammengesetzt sind, 
müssen, wie man zu sagen pflegt, als elastisch vorausgesetzt 
werden, weil sonst die Bewegung im Innern des Gases allmählich 
aufhören würde. 

Da man sogar des öfteren von elastischen Atomen^) 
gesprochen hat, so mag ausdrücklich betont werden, dafs die kon- 
tinuierliche Erhaltung der Bewegungen uns dazu zwingt, den StoFs 
je zweier Atome ^ welche, als unteilbar vorausgesetzt, nicht 



1) Grade wegen des klassischen Untersuchnngs-Ganges , welche die induk- 
tiv-dednktiye Methode der modernen Naturwissenschaft ausgezeichnet hervortreten 
läfst, ist O. E. Meyers Theorie der Gase fiir das Stadium dieser Yerhält- 
I nisse ganz besonders zu empfehlen. 

; 2) Vergl. dieAnm. auf Seite 43. Mit grofsem Rechte betonte 0. £. Meyer 

I auf der 47. Versammlung deutscher Naturforscher, dafs die kinetische Atomistik 

auf zwei Sätzen ruht, von denen der eine die Erhaltung der Energie der Bewe- 
gung und der andere die Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes ausdrückt. 
Vergl. auch O. E. Meyer, Theorie der Gase, S. 38. 

Noch etwas schärfer scheint uns Lübeck (Rantor- Schlömilchs 
Zeitschrift 1877) die Grundlage zu formulieren, indem er statt des zweiten Mey er- 
sehen Satzes einführt, dafs eine Bewegung nur aufgehoben werden kann durch 
eine gleich grofse ihr entgegengesetzte. 
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mehr Energie an Teile abgeben können, dem Satze Ton der Er- 
haltung der Energie unterworfen zu denken. 

Bafs dabei dieseU>en Gesetze gelten, welche den elastischen Stoß 
homogener Kugeln beherrschen y wird durch die Gültigkeit des 
Satzes von der Erhaltung der Energie annähernd erklärt , ohne 
daß doch irgend ein Grund vorläge, das Oxymoron eines „ela- 
stischen Atoms^ zu schaffen ^). 

Die atomistische Theorie der Materie unterscheidet die drei 
Aggregat-Znstände folgend ermafsen : 

1. In festen Körpern führen die Moleküle relativ kleine 
Schwingungen um bestimmte Gleichgewichts-Lagen aus. 

2. In Flüssigkeiten von konstantem Volumen schreiten die 
schwingenden Moleküle fort und drehen sich, ohne jedoch 
durch ihre Bewegungen eine Volumen-Änderung zu er- 
zeugen. 

3. In Gasen schreiten die Moleküle mit konstanter Geschwin- 
digkeit in grader Linie fort, bis sie auf ein Hindernis 
trefifen, während für jeden Zusammenstofs der Satz von 
der Erhaltung der Energie in Geltung ist. 

Füt die Ableitung der Gesetze fester Körper und Flüssigkeiten von 
konstantem Volumen hat diese Anschauung bisher noch wenig 
Vorteile dargeboten. 

Wenn man den Wert einer Hypothese an der Fruchtbarkeit 
ihrer Verwendung mifst , so steht die Sache unserer Ansicht nach 
für die Atomistik nicht sehr günstig, ^umal auch die Chemie der 
Begriffe von Molekülen und Atomen vollständig entbehren kann. 

Aufserdem führt die Atomistik in letzter Instanz selbst dazu, 
die Begriffe des Atoms wiederum atomistisch zu fassen, so dafs 
schliefslich ^) doch jene kontinuierliche Raumerfüllung ge- 
schaffen wird, welche wir zu Grunde gelegt haben, weil sich unsere 
Empfindungen zu einem dreifach ausgedehnten Kontinuum ordnen. 
Die Einführung des Volumen-Elementes, welche sich jetzt inner- 
halb der mathematischen Physik mehr und mehr zu vollziehen 
scheint, deutet im Verein mit der Konstruktion der Wirbel-Atome 
darauf hin, daß man langsam zu jener Anschauung übergeht, 
welche unserer Ansicht nach allein erkenntnistheoretisch ^) zulässig ist 

1) Mit vorzüglicher Klarheit sind diese Beziehnngen von Lasswitz, 
Atomistik und Eriticismns VIII, dargelegt worden. 

2) Vergl. hierzu G. Helm, Wiedemanns Annalen 1881 und Viertel- 
jahrsschrift für wissenschaftliche Philosophie 1882. 

3) Dafs Lasswitz in der erwähnten Studie (Atomistik und Kriticis- 
mus) zu einem entgegengesetzten Ergebnisse kommt, obwohl wir nahezu 
auf demselben erkenntnistheoretischen Boden stehen, scheint nur daraus er- 
klärlich, dafs Lasswitz dem im allgemeinen sehr berechtigten Bedürfnisse einer 
Veranschaulichung gewisse Koncessionen macht, weiche ich für unzulässig halte. 

Ich hoffe, diesem Funkte gelegentlich in der Vierteljahrsschrift für Wissenschaft- 1 

liehe Philosophie einen eigenen Artikel widmen zu können. ,* 



J 
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IV. Die allgemeine Theorie der physischen Bewegungen 
nnd die Special-Gebiete der Physik. 

Das Princip von der Erhaltung der Energie, welches in letzter 
Instanz im Verein mit dem Princip von der Konstanz der Massen 
die Grundlage jeder physikalischen Dynamik bildet, bedarf im 
gewissen Sinne einer Erläuterung, welche durch das Princip der 
Transformation der Energie gegeben wird. 

Wenn Bewegungen, welche verschiedenen Empfindungs-Quali- 
täten entsprechen, in andere übergehen, so tritt statt eines Em- 
pfindungs-Komplexes von einer bestimmten Beschaffenheit ein Em- 
pfindungs-Komplex von anderer bestimmter Beschaffenheit auf. 

Dafs der Satz von der Erhaltung der Energie auch für solche 
Bewegungs -Übergänge in Geltung ist, scheint bei der hier ein- 
tretenden Auffassung selbstverständlich, während die historische 
Entwicklung der physikalischen Theorieen zeigt, dafs dieser Wahr- 
heit die Anerkennung Schritt für Schritt erkämpft werden mufste. 

Als R. Mayer*) (1842) nachgewiesen hatte, dafs eine Ände- 
rung der Temperatur stets einer Arbeits-Leistung entspricht, da 
war gezeigt, dafs eine Änderung in der Wärme-Empfindung auf 
eine Bewegungs-Änderung zurückweist, welche in das Ganze der 
physischen Bewegungen hineinpafst oder dafs (in anderer Ausdrucks- 
Weise) neben einfachen Übertragungen von Energie auch Trans- 
formationen vorkommen, für welche gleichfalls der Satz von der 
Erhaltung der Energie in Geltung ist. 

Als femer (1847) Helmholtz'^) in durchaus selbständiger 
Weise denselben Gedanken für die verschiedensten Empfindungs- 
Gebiete durchzuführen begann, da machte die Erkenntnis, dafs der 
Satz von der Erhaltung der Energie auch für Transformationen gilt, 
immer gröfsere und gröfsere Fortschritte. 

Damit war die Forderung aufgestellt, jeden beobachteten Ver- 
lust an Energie als einen scheinbaren Verlust anzusehen, so dafs es 
sich nun darum handeln mufste, die scheinbar verlorene Energie 
aufzusuchen. 

Dadurch treten die Special-Gebiete der Physik, welche fast 
zu getrennten Reichen geworden waren, von neuem in enge Beziehung. 

Die physikalische Dynamik, welche ihre feste Stütze in dem 
Boden der apriorischen Wissenschaften sucht und findet, bildet 
das Fundament der allgemeinen Theorie der physischen Bewe- 
gungen, auf deren Grundlage wiederum der vielgegliederte Bau 
jener Special-Gebiete ersteht, welche man unter dem Namen der 
physikalischen und technischen Wissenschaften zusammen- 
fafst. 
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